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Zusammenfassung

Dieses Dokument gibt einen Einblick in die Finiten Differenzen
Verfahren mit besonderem Augenmerk auf die Black-Scholes Differ-
entialgleichung.
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.1. Uberblick
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Einleitung

e Allgemeine lineare hyperbolische PDE

U = a(x, t)u,+b(x, t)u+c(x, t)ut+d(x,t)

reQCR
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e Allgemeine lineare hyperbolische PDE

ur = a(x, t)ug,+b(x, tu+c(z, thu+d(xz,t) € QCR

e Spezialfall Black-Scholes PDE mit Endbedingung

1
ut—|—§0232u53+(rd—rf)sus—rdu =0 s € [0, 00)
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1. Einleitung

1.1. Uberblick
e Allgemeine lineare hyperbolische PDE

ur = a(x, t)ug,+b(x, tu+c(z, thu+d(xz,t) € QCR

e Spezialfall Black-Scholes PDE mit Endbedingung

1
ut—|—§0232u53+(rd—rf)sus—rdu =0 s € [0, 00)

e Black-Scholes PDE in Riickwartiger Zeitrichtung

1
U = 50'282U53 + (rg — r)sus — rqu s € [0, 00)
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e Black-Scholes mit log Spot Transformation z :=
log(s)
1, L,
ut=§0um—i—(rd—rf—§a)ux—rdu r€R
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e Black-Scholes mit log Spot Transformation z :=
log(s)

1 1
Uy = §a2um + (rg—ry — 502)% —rgu T ER

e [Losungsidee: Diskretisierung der z- und der t-
Achse und Approximation der Ableitungen durch
Differenzen sowie Losen des diskreten Problems
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1.2. Approximation von Ableitungen

e Betrachten eindimensionale Funktion f : R — R

PR
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1.2. Approximation von Ableitungen

e Betrachten eindimensionale Funktion f : R — R

PR

X*

e Rechtsseitiger Differenzenquotient

fla” + ax) — f(z7)

AT

fi(a®) =



http://www.mathfinance.de/

1.2. Approximation von Ableitungen

e Betrachten eindimensionale Funktion f : R — R

PR

X*

Einleitung

Explizites Finites. . .

Implizite Finite. ..

e Rechtsseitiger Differenzenquotient

fla” + ax) — f(z7)

AT

fi(a®) =

e Linksseitiger Differenzenquotient

fla") — fz" — az)

AT

fla") =
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1.2. Approximation von Ableitungen

e Betrachten eindimensionale Funktion f : R — R

PR

X*

e Rechtsseitiger Differenzenquotient

fla” + ax) — f(z7)

AT

fi(a®) =

e Linksseitiger Differenzenquotient

fla") — fz" — az)

AT

fla") =

e Beidseitiger Differenzenquotient

f(z* +az) — f(z* — ax)
IAT

fi(a®) =
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e Zweite Ableitung als Hintereinanderausfithrung von
linksseitigen und rechtsseitigen Differenzenquotien-
ten

fria) o L0 07) ~2(&) + o — o)

AT2
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e Diskretisierung 0 =ty < t; < ... <1, =1 und
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e Zeitableitung

LD )

_ surseie |

| Tekeire |

] ws(ty, ;) ~ — !
BRI A At
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_ zuiek | e Ortsableitung
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2.1. Verfahren
e PDE

U = a(x, t)upe+b(x, tu+c(x, thut+d(x, t) € QCR

plizites Finites . . .
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2.1. Verfahren

e PDE
Einleitung
w = a(, t)up+b(z, u+e(z, thutd(z,t)  z€QCR
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e Betrachten der Punkte (t;,x;) und Ersetzen der
Ableitung durch Differenzenquotienten liefert

W
Al N ATL2
k k
Ll
207
+ cugk) +d
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e Randbedingungen fiir Ahnungslose

u:m:(t; xO) — umm(ta x%) =0
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e Randbedingungen fiir Ahnungslose

umx(ta CE()) — umw(ta x%) =0

e Alternative Randbedingung

u(t,xg) = 0
u(t,z,) = zpe " — Ke ™

€T
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e [Fatal
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2.2. Numerische Stabilitat
e [Fatal

e Explizite FDM ist stabil fir w; = au,, dann und
nur dann, wenn
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2.2. Numerische Stabilitat

e [atal

e Explizite FDM ist stabil fur u; = au,, dann und
nur dann, wenn

e Mit @ = 30° erhdllt man einen Indikator fiir
Stabilitdt bei der Black-Scholes PDE (log trans-
formiert)
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2.2. Numerische Stabilitat
e [Fatal

e Explizite FDM ist stabil fur u; = au,, dann und
nur dann, wenn

L,
At < —Ax
2a
o Mit a = %a2 erhallt man einen Indikator fiir
Stabilitdt bei der Black-Scholes PDE (log trans-
formiert)
AT?
At < —
o2

e Mita = %O’2$2 erhallt man auch einen Indikator fiir
globale Stabilitét bei der Black-Scholes PDE (nicht
log transformiert)
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Beispiel Markt:

Name

rq

Spot

Strike

EUR/USD

In(1.023)

In(1.033)

0.12

0.9

0.9
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e Black-Scholes Preis: 0.037767 USD (0.04196 EUR)
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Name T4 Ty o | Spot | Strike

Einleitung

Explizites Finites. .. EUR/USD 1H(1023> 1H(1.033> 012 09 09
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e Black-Scholes Preis: 0.037767 USD (0.04196 EUR)

e Berechnungsparameter (xy = In(0.9) — 1, x, =
In(0.9) + 1)

N, My AL At p Preis
20 5 0.1 0.2 0.694  0.038853

Ax?
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Beispiel Markt:

Einleitung Name Td Ty o Spot Strike
EUR/USD | In(1.023) | In(1.033) [ 0.12] 0.9 | 0.9
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e Black-Scholes Preis: 0.037767 USD (0.04196 EUR)

Startseite |
Tiaieite | e Berechnungsparameter (xy = In(0.9) — 1, x, =
_ In(0.9) + 1)

BN n, n,  Ar At 2 Preis
S o | 20 5 01 02 0694 0.038853

_ . 1018
| 330 365 0.0061 0.00274 0.00255 —8.4-10

Vollbild |
SchlieBen |
Beenden |
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Beispiel Markt:

Einleitung Name Td Ty o Spot Strike
EUR/USD | In(1.023) | In(1.033) [ 0.12] 0.9 | 0.9

Implizite Finite. ..

e Black-Scholes Preis: 0.037767 USD (0.04196 EUR)

Startseite |
Tiaieite | e Berechnungsparameter (xy = In(0.9) — 1, x, =
_ In(0.9) + 1)

R N, Ny AT At i—“j Preis
Seite 10 von 15 | 20 5 0.1 0.2 0.694 0.038853
zurick | 330 365 0.0061 0.00274 0.00255 —8.4-10'3
320 365 0.0063 0.00274 0.00271 0.037781
Vollbild |

SchlieBen |
Beenden |
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BT e Differentialgleichung nicht log transformiert (sq =
Explizites Finites. . . -
Implizite Finite. .. 0’ Sny = 5) .

n, Ty AT At W Preis

160 365 0.0312 0.00274 0.00271 0.037784
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S e Differentialgleichung nicht log transformiert (sq =

Explizites Finites. . .
0, s,, = 5)
Implizite Finite. .. L

N, MN; AT At m Preis

160 365 0.0312 0.00274 0.00271 0.037784
170 365 0.0294 0.00274 0.00240 0.037783
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e Differentialgleichung nicht log transformiert (s
0, s,, = 5)
N, MN; AT At ﬁ Preis
160 365 0.0312 0.00274 0.00271 0.037784

170 365 0.0294 0.00274 0.00240 0.037783
200 365 0.0250 0.00274 0.00174 0.037657
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e Differentialgleichung nicht log transformiert (s
0, s,, = 5)
N, MN; AT At ﬁ Preis
160 365 0.0312 0.00274 0.00271 0.037784
170 365 0.0294 0.00274 0.00240 0.037783

200 365 0.0250 0.00274 0.00174 0.037657
300 365 0.0166 0.00274 0.00077 8.7 -10%
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BT e Differentialgleichung nicht log transformiert (sq =
Explizites Finites. . .
0, 8n, =5)
Ny Ny AL At ﬁ Preis
, 160 365 0.0312 0.00274 0.00271 0.037784

—' 170 365 0.0294 0.00274 0.00240 0.037783
I 200 365 0.0250 0.00274 0.00174 0.037657
e ] 300 365 0.0166 0.00274 0.00077 8.7 -10%

| 4

_— e Bemerkung: Ab 170 Gitterpunkten ist die FDM
Tll Losung nicht mehr global stabil.

SchlieBen |

Beenden |
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3. Implizite Finite Differen-
zen Verfahren

e [dee: Ableitungen nach der x Koordinate werden
uber den Zeitpunkt ¢, und ¢;,; gemittelt.
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3. Implizite Finite Differen-

zen Verfahren
e [dee: Ableitungen nach der x Koordinate werden
uber den Zeitpunkt ¢, und ¢;,; gemittelt.
e Becispiel:

(k) (k) (k+1) (k+1)
u; — U, (I —
i+1 1—1 (1 Oé) 1+1

xty i) ~
Ualty, i) & & 287
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e [dee: Ableitungen nach der x Koordinate werden
uber den Zeitpunkt ¢, und ¢;,; gemittelt.

e Becispiel:

uz(]j_>1 . uz('li)l u(k—i—l) o (k+1)

—I—(l—OZ) 1+1

xty i) ~
Ualti, ;) ~ 287

e PDE

U = a(x, t)up+b(x, tu+c(x, thut+d(x, t) € QCR
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Bz Wir erhalten das implizite Schema

Explizites Finites. . .
(k+1)

o (D) (k+1) _ g, (1) ks

U
7 . 1 . +1
" (1—a)a

Implizite Finite. ..

+
Q
S)
£
s
|
S
+
Q
Q
Q/_\
4
S¥


http://www.mathfinance.de/

Einleitung
Explizites Finites. . .

Implizite Finite. ..

Ordnen nach uz(.kﬂ) liefert

a b (k+1)

+ 1l —« — U

( )(sz 2A:C2)) -
ey

A AT?

W B 0

+ ab—= =Ly aeu™ + d
20X
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+ ab—

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit einfacher
Struktur.

k+1 k+1

)+71u§+1 ) = 5_1uz(lf)1+50uz(k)—|—51u£?1

DO

>

S
_|_
Q
Q

sgm

+
U

W—ngf{l) +70u§


http://www.mathfinance.de/

Implizite Finite. ..

I I L’l#ﬁw“m-’?

Austiihrlicher geschrieben:

-1 w + Y w1 + 11 w2 + 0 w3 + 0 wg + 0 us +
0 w + 71 w1 + % w2 + m uy + 0 ws + 0 us +
0 wy + 0 w + v-1 w2 + v uz + 71 ug + 0 us +
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Austiihrlicher geschrieben:

Y-1 uo + 0 w1
0 w + 7-1 w

+
+

il
Y0

0 wy + 0 w + 7v-1

Oder in Matrixform:

Y—1

0
7-1

g4l
0
7-1

U2
U2
uz

7
0

+ 0 us

+ M

u3

+ 0 wg + 0 us +
+ 0 wg + 0 wusz +

+ Y% uz3 + M uw + 0 us +

o O

o O O

ug
uy
u2
u3
Uq
Us
Up
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<
Seite 15 von 15 |
Zuriick |
Vollbild |
SchlieBen |
Beenden |

Ausfiihrlicher geschrieben:

Y-1 uo + 0 ur + 71 u2
0 w + 7-1 w1 + 7% u
0 w + 0 w + 71 u

Oder in Matrixform:

71 % m O
0 71 Y m
0 0 71 7

+OU3

+ M

u3

+ 0 us + 0 wus +
+ 0 wg + 0 wusz +

+ v u3 + M uws + 0 wus +

o O

- O O O

ug
uy
u2
u3
Uq
Us
Ug

Matrix besitzt Tridiagonalform, wenn Randbedin-
gungen keine zweiten Ableitungen enthalten. Gelost
wird dieses Gleichungssystem mit Verfahren, die die
Diinnbesetztheit der Matrix ausnutzen, z.B. Tridiago-

nalloser.
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