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hnis
her Probleme in wa
hsendem Ma�e ein-gesetzt und stellt ein erprobtes, leistungsf�ahiges Werkzeug f�ur die Bere
hnung vonBauteilen bzw. -gruppen dar. F�ur eine wirkli
hkeitsnahe Vorhersage des Werksto�-verhaltens ist es dabei erforderli
h, in die Bere
hnungsprogramme Materialmodellezu implementieren, wel
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Einf�uhrungDas Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, ein Materialmodell zur ph�anome-nologis
hen Bes
hreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens bei gro�en elastis
h-plastis
hen Verzerrungen zu entwi
keln und in Form einer verallgemeinerten Mate-rials
hnittstelle in ein Finite-Elemente-Programm zu implementieren.Theoretis
her Ausgangspunkt f�ur die Kinematik des Materialverhaltens ist das Ver-fahren der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten mit der Festle-gung plastis
her Zwis
henkon�gurationen. Die Anisotropie wird im Rahmen einesSubstrukturkonzepts erfasst, das auf der De�nition innerer Variablen in einer aus-gezei
hneten Zwis
henkon�guration beruht. F�ur allgemeine krummlinige Koordi-natensysteme wird eine materielle Formulierung des Deformationsgesetzes als einAlgebro-Di�erenzialglei
hungssystem vorgestellt. Es enth�alt neben dem hyperelasti-s
hen Teildeformationsgesetz die Evolutionsglei
hungen f�ur innere Variablen. Seinethermodynamis
he Konsistenz wird na
hgewiesen. Basierend auf einer zwe
km�a�i-gen Zeitdiskretisierung dieses Systems wird der vollst�andige Algorithmus zur nu-meris
hen L�osung des Anfangswertproblems entwi
kelt. Seine erfolgrei
he Imple-mentierung in das experimentelle Finite-Elemente-Programm SPC-PMHP der TUChemnitz wird an ausgew�ahlten Bere
hnungsbeispielen demonstriert. Der Vorteildes entwi
kelten Materialmodells besteht insbesondere darin, dass nur wenige Ma-terialparameter zur Bes
hreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens ben�otigt wer-den. Das beg�unstigt die Anwendung des Konzepts der Materialparameteridenti�ka-tion dur
h Analyse inhomogener Vers
hiebungsfelder. Eine E�ektivit�atssteigerungder numeris
hen Simulation und der Ermittlung der Materialparameter wird dur
hdie konsequente Realisierung von SPC-PMHP auf Parallelre
hnern errei
ht.Beginnend mit einigen �Uberlegungen aus der Tensoralgebra und -analysis, werden imKapitel 2 der vorliegenden Arbeit grundlegende Beziehungen der Kontinuumsme
ha-nik f�ur allgemeine krummlinige Koordinaten pr�asentiert. Diese basieren insbesondereauf Ausf�uhrungen von Truesdell/Noll, Narasimhan, Haupt und Miehe. ImVordergrund stehen dabei neben den Bilanzglei
hungen und dem 2. Hauptsatz derThermodynamik speziell die Besonderheiten der Kinematik gro�er Deformationen.Ebenso werden Axiome der Materialtheorie und weitere sinnvolle Annahmen wiedas Konzept der dualen Variablen na
h Haupt/Tsakmakis vorgestellt, wel
he beider Herleitung des Deformationsgesetzes Ber�u
ksi
htigung �nden.Auf die unters
hiedli
hen Vorg�ange in der Mikroebene eines Materials w�ahrend derelastis
hen bzw. plastis
hen Deformation wird im Kapitel 3 eingegangen. Darauf7



8 EINF�UHRUNGaufbauende ph�anomenologis
he Betra
htungsweisen zur Ber�u
ksi
htigung einer Sub-struktur (Mandel, Dafalias) werden vorgestellt sowie ein eigenes Konzept, dasdie Existenz einer speziellen Substrukturkon�guration voraussetzt, entwi
kelt. Einewi
htige Rolle spielt dabei der Begri� des plastis
hen Spins in der De�nition vonDafalias.Im 4. Kapitel wird ausgehend von der Clausius-Duhem-Unglei
hung ein thermody-namis
h konsistentes Deformationsgesetz unter Nutzung der aufbereiteten Grundla-gen und Voraussetzungen der vorangegangenen Abs
hnitte hergeleitet. Weitere kon-stitutive Annahmen �nden dabei Ber�u
ksi
htigung. Ein hyperelastis
hes Teildefor-mationsgesetz kann abgespalten werden und, basierend auf dem Prinzip vom Maxi-mum der plastis
hen Dissipation, entsteht ein Algebro-Di�erenzialglei
hungssystemzur Bes
hreibung elastis
h-plastis
hen Materialverhaltens. Speziell zu diesem Defor-mationsgesetz entwi
kelte Ans�atze f�ur die Flie�bedingung werden vorgestellt und inVerbindung mit ihnen die thermodynamis
he Konsistenz der Materialglei
hungenbewiesen.Das Kapitel 5 enth�alt die algorithmis
hen Grundlagen f�ur die numeris
he Umsetzungdes Deformationsgesetzes innerhalb des Finite-Elemente-Programmes SPC-PMHP.Zun�a
hst wird, basierend auf dem Prinzip der virtuellen Vers
hiebungen, ein kurzerAbriss �uber die inkrementell-iterative L�osung des globalen Randwertproblems mitHilfe der FEM gegeben. Die Bes
hreibung der Vorgehensweise zur numeris
hen In-tegration f�ur die L�osung des eingebetteten Anfangswertproblems nimmt einen brei-ten Raum ein. Sie basiert auf der Zeitdiskretisierung der Di�erenzialglei
hungen miteinem verallgemeinerten impliziten Eins
hritt-Di�erenzens
hema und der numeri-s
hen L�osung des daraus folgenden Systems ni
htlinearer algebrais
her Glei
hungenmit dem Newton-Verfahren. Diese Methode stellt ein Projektionsverfahren dar undgew�ahrleistet die Erf�ullung der Flie�- und der Konsistenzbedingung. Zwei m�ogli-
he Formulierungen des Deformationsgesetzes werden entwi
kelt und algorithmis
haufbereitet. Au�erdem werden die n�otigen S
hritte zur Ermittlung der konsisten-ten Materialtangente gezeigt und in Verbindung dazu die Vorteile des vorgestelltenIntegrationsverfahrens gegen�uber herk�ommli
hen Methoden unterstri
hen.S
hlie�li
h werden im Kapitel 6 die Ergebnisse der Bere
hnungen einiger ausgew�ahl-ter Beispiele vorgestellt. Die Bes
hreibung isotroper und anisotroper (kinematis
h,formativ) Verfestigungseigens
haften wird anhand der Entwi
klung von Flie�ortkur-ven demonstriert, wobei ein Verglei
h zwis
hen den neu aufgestellten Flie�bedingun-gen erfolgt. Au�erdem wird das Konvergenzverhalten der zwei Varianten des Defor-mationsgesetzes untersu
ht. Hinsi
htli
h der Simulation von anisotropen elastis
h-plastis
hen Problemen bei gro�en Verzerrungen kann die Eignung der entwi
keltenFormulierungen eindeutig na
hgewiesen werden.



Kapitel 1Stand der Fors
hung
Die numeris
he Simulation von Verformungsvorg�angen mittels der Finite-Elemente-Methode wird zur L�osung ingenieurte
hnis
her Probleme in wa
hsendem Ma�e ein-gesetzt und stellt ein erprobtes, leistungsf�ahiges Werkzeug f�ur die Bere
hnung vonBauteilen bzw. -gruppen dar.F�ur eine wirkli
hkeitsnahe Vorhersage des Werksto�verhaltens ist es einerseits er-forderli
h, in die Bere
hnungsprogramme Materialmodelle zu implementieren, wel-
he die realen Bauteileigens
haften ri
htig 
harakterisieren. Andererseits ist einezuverl�assige Identi�kation der Materialparameter zwingend notwendig. Der Aspektder Parameteridenti�kation stellt einen wi
htigen Fors
hungss
hwerpunkt am Insti-tut f�ur Me
hanik der TU Chemnitz dar.Bei der Umformung metallis
her Werksto�e (z.B. Walzen, Tiefziehen) treten ferti-gungsbedingte plastis
he Anisotropien auf. Zu deren Bes
hreibung existieren in derLiteratur unters
hiedli
he Materialmodelle. Die erforderli
hen Verfestigungsparame-ter k�onnen u.a. dur
h Analyse inhomogener Vers
hiebungsfelder ermittelt werden.Dieses Verfahren wurde in Chemnitz f�ur kleine Verzerrungen realisiert, wodur
h dietats�a
hli
hen Verh�altnisse bei Umformprozessen jedo
h ni
ht gen�ugend genau wi-dergespiegelt werden. Die vorliegende Arbeit ordnet si
h in diesen Rahmen insofernein, als mit ihr ein skleronomes Deformationsgesetz f�ur gro�e elastis
h-plastis
heVerzerrungen bereitgestellt wird. Damit wird eine wi
htige Voraussetzung f�ur dieParameteridenti�kation entspre
hend dem oben genannten Verfahren ges
ha�en, die�uber den Berei
h der kleinen Verzerrungen hinausgeht.Eine der grunds�atzli
hen Fragen der Modellbildung in der Elasto-Plastizit�at betri�tdie Aufspaltung von kinematis
hen Gr�o�en zur Bes
hreibung der Teilprozesse. Beikleinen Deformationen wird der Verzerrungstensor grunds�atzli
h additiv in einenelastis
hen und einen plastis
hen Anteil zerlegt. Green und Nagdhi s
hlugen ei-ne �Ubertragung dieser Modellvorstellung auf die Probleme �niter Deformationenvor (siehe z. B. [26, 27℄) und de�nierten f�ur einen in der Ausgangskon�guration ad-ditiv aufgespaltenen Verzerrungstensor zugeh�orige Teildeformationsgesetze. Dabeiverzi
hteten sie auf eine physikalis
he Deutung der Verzerrungsanteile.9



10 STAND DER FORSCHUNGDas allgemein anerkannte Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformati-onsgradienten, wel
hes haupts�a
hli
h auf Arbeiten von Kr�oner [41℄ und Lee [42℄zur�u
kgeht, erm�ogli
ht dur
h die Einf�uhrung einer "spannungsfreien\ Zwis
henkon-�guration eine geometris
he Interpretation der elastis
hen und plastis
hen Verzer-rungsanteile. Die Zwis
henkon�guration, in der die kinematis
hen Gr�o�en konse-quent voneinander getrennt werden k�onnen, wird dur
h eine �ktive rein elastis
heEntlastung gewonnen.Die Forderung na
h thermodynamis
her Konsistenz stellt einen weiteren wi
htigenAspekt bei der Formulierung geeigneter elastis
h-plastis
her Materialglei
hungendar. Einige Autoren (siehe z. B. Chabo
he [13℄, Coleman&Gurtin [14℄, Lubli-ner [46℄,Mandel [48, 49℄,Miehe [53, 54℄, Simo [74, 75℄, Seifert [73℄, Svendsen[80℄) leiten zun�a
hst einen allgemeinen Rahmen f�ur das Materialmodell als L�osungeines mathematis
hen Optimierungsproblems, ausgehend vom 1. und 2. Hauptsatzder Thermodynamik, ab. Dieses Vorgehen garantiert die Existenz eines Maximumsder plastis
hen Dissipation f�ur die konkret zu w�ahlenden Ans�atze der konstitutivenBeziehungen. Deren thermodynamis
he Konsistenz muss dar�uber hinaus anhand deruneinges
hr�ankten Erf�ullung der Dissipationsunglei
hung �uberpr�uft werden. Eineandere M�ogli
hkeit besteht in der direkten Auswertung der Dissipationsunglei
hungdur
h die explizite Auswahl spezieller Ans�atze f�ur konstitutive Beziehungen (freieEnergiedi
hte, Evolutionsfunktionen u.a.), die die Forderung na
h einer positivenplastis
hen Dissipation erf�ullen. Beispiele f�ur eine sol
he Verfahrensweise sind in denArbeiten von Dafalias [18℄, Haupt [30℄, Lion [44℄ und Simo&Ortiz [77℄ zu �n-den. Weitere Unters
hiede bei der Formulierung von Deformationsgesetzen existierenin Bezug auf die gew�ahlte Kon�guration, die De�nition von Verzerrungsgr�o�en (z.B.Verwendung logarithmis
her Dehnungen beiBruhns&Xiao&Meyers [12, 87℄), dieWahl der unabh�angigen Gr�o�en und deren objektiven Zeitableitungen sowie Anzahlund Struktur der inneren Variablen. Der letztgenannte Aspekt bestimmt, wel
heVerfestigungsarten (isotrop, kinematis
h, formativ) mit dem aufgestellten Deforma-tionsgesetz modelliert werden k�onnen.Zur Bes
hreibung der plastis
hen Orthotropie wurde erstmals von Hill [34℄ ei-ne quadratis
he Flie�bedingung vorges
hlagen. Moderne Zug�ange, die eine Erfas-sung allgemeiner Anisotropieeigens
haften erm�ogli
hen und h�oherstu�ge Anisotro-pietensoren oder zus�atzli
he innere Tensorvariablen verwenden (siehe u.a. Ara-vas [1℄, Besdo [8, 9℄, Haupt&Tsakmakis [32℄, Ning&Aifantis [60℄, Sansour[69℄), stellen Verbesserungen dieses ph�anomenologis
hen Ansatzes von Hill dar.Einen anderen Zugang vermitteln auf die Mikrostruktur bezogene Formulierun-gen, wie sie beispielsweise in den Arbeiten von Asaro [2℄, Dafalias [19℄, Mie-he&S
hotte&S
hr�oder [55℄, Ning&Aifantis [61℄, Ste
k [79℄ vorgestellt wer-den. Die Autoren versu
hen, dur
h Analyse der Vorg�ange auf den Gitterebenenim Mikro- und dur
h Homogenisierung au
h im Makroberei
h Aussagen f�ur dieEntwi
klung der Anisotropieeigens
haften zu tre�en. Von Dafalias [16, 17, 18℄,Mandel [48, 49℄, S
hie
k&Stumpf [72℄ werden Konzepte zur Existenz einer demKontinuum unterliegenden Substruktur vorges
hlagen, mit denen die im Material



STAND DER FORSCHUNG 11auf der Mikroebene ablaufenden anisotropen Vorg�ange ph�anomenologis
h auf derMakroebene bes
hrieben werden. Eine Anwendung sol
her Verfahren auf die S
ha-lentheorie mit den dort gebr�au
hli
hen konvektiven Koordinaten ist bei John [37℄und Pyttel [66℄ zu �nden.Die Formulierung des lokalen Anfangswertproblems zur Ermittlung der Spannun-gen und inneren Variablen basiert auf der Darstellung des Deformationsgesetzesals Algebro-Di�erenzialglei
hungssystem. Seine L�osung ist in der Regel analytis
hni
ht realisierbar. Na
h der klassis
hen Vorgehensweise wird der plastis
he Mul-tiplikator unter Erf�ullung der Konsistenzbedingung eliminiert, wodur
h ein expli-ziter Zusammenhang zwis
hen den Spannungs- und Verzerrungsges
hwindigkeitenentsteht. Dieser wird �uber eine elasto-plastis
he Materialtangente vermittelt. Zure�ektiveren Realisierung gr�o�erer Lasts
hritte bei Problemen mit �niten Deforma-tionen werden Projektionsverfahren genutzt, die eine iterative Erf�ullung der Flie�-bedingung gew�ahrleisten. Dabei wird von bekannten Zustandsgr�o�en und innerenVariablen zu Beginn eines Zeits
hrittes ausgegangen. Zur Ermittlung ihrer Wertena
h der L�osung des Randwertproblems im aktuellen Inkrement werden die Di�e-renzialglei
hungen numeris
h integriert. Die Projektionsverfahren gehen in der Re-gel von einem elastis
hen Prediktors
hritt aus. Wird dabei die Flie�bedingung ver-letzt, erfolgt ans
hlie�end eine iterative plastis
he Korrektur der Spannungen undinneren Variablen. Unters
hiede zwis
hen den vers
hiedenen Prediktor-Korrektor-Verfahren betre�en die Art und Weise der Iteration im Korrektors
hritt. Bei denim Allgemeinen als return-Algorithmen (mit dem Spezialfall des radial return) be-kannten Verfahren wird zun�a
hst die Flie�bedingung als ni
htlineare Glei
hung le-digli
h in Abh�angigkeit vom plastis
hen Multiplikator betra
htet. Mit dem Ergeb-nis ihrer numeris
hen L�osung erfolgt ans
hlie�end die Inkrementierung der Span-nungen und inneren Variablen. Vers
hiedene return-Algorithmen werden u. a. vonOrtiz&Simo [65℄, Simo&Taylor [78℄ und Ramm&Matzenmiller [67℄ vorge-stellt. Eine weitere M�ogli
hkeit besteht in der komplexen L�osung des vollst�andigenAlgebro-Di�erenzialglei
hungssystems des Deformationsgesetzes. Der hohe nume-ris
he Aufwand wird dur
h eine zuverl�assige Erf�ullung der Flie�- und der Konsi-stenzbedingung sowie dur
h eine sehr einfa
he Bere
hnungsvors
hrift f�ur die kon-sistente Materialtangente aufgewogen. Dieser Aspekt �ndet si
h u.a. in den Arbei-ten von Yamada&Yishimura&Sakurai [88℄, Zienkiewi
z&Valliapan&King[91℄, Hartmann&L�uhrs&Haupt [29℄ und Meyer&Mi
hael [51℄.Die angef�uhrten Literaturquellen verk�orpern eine repr�asentative Auswahl zur For-mulierung von Materialmodellen der �niten Elasto-Plastizit�at, f�ur eine umfassendereDarstellung des aktuellen Standes der Fors
hung sei au
h auf die Referenzlisten derzitierten Arbeiten verwiesen.



Kapitel 2Kontinuumsme
hanis
heGrundlagen
2.1 Einige Bemerkungen zur Tensorre
hnungEin beliebiger zweistu�ger Tensor A hat die ko-, kontra- bzw. gemis
htvarianteKomponentendarstellungA = AIJ GI 
GJ = AIJGI 
GJ = AIJGI 
GJ = AIJGI 
GJ (2.1)mit den Koordinaten AIJ , AIJ , AIJ bzw. AIJ und den zugeh�origen TensorbasenGI 
GJ , GI 
GJ , GI 
GJ bzw. GI 
GJ .In dieser Arbeit erfolgt die Kennzei
hnung von Vektoren und Tensoren in ihrersymbolis
hen Darstellung dur
h Bu
hstaben im Fettdru
k. Die Verwendung vonVektoren ergibt si
h jeweils eindeutig aus dem Kontext. Bei drei- und mehrstu�genTensoren wird zus�atzli
h ihre Stufe unter dem Tensorsymbol aufgef�uhrt.In der �ubli
hen Weise markieren AT und A�1 den transponierten bzw. inversenTensor.Weiterhin sei angef�ugt, dass im Rahmen der Komponenten- und Koordinatens
hreib-weise von Tensoren die Einsteins
he Summationsvereinbarung gilt und ÆIJ die ge-mis
htvarianten Koordinaten des zweistu�gen Einheitstensors I (verallgemeinertesKrone
ker-Symbol) repr�asentieren.Symmetris
he bzw. antimetris
he Tensoren sind de�niert dur
h die BeziehungenAT = A bzw. AT = �A: (2.2)Die doppelte �Ubers
hiebung zweier beliebiger Tensoren 2. Stufe A und B wird amBeispiel ihrer gemis
htvarianten Formulierungen wie folgt dargestellt:12



GRUNDLAGEN 13A��B = AIJGI 
GJ ��BKLGK 
GL = AIJBKLÆKJ ÆIL = AIJBJI : (2.3)Einfa
he �Ubers
hiebungen werden ni
ht speziell gekennzei
hnet, in diesem Fall fol-gen die Tensorsymbole ohne Verwendung eines mathematis
hen Operators aufein-ander.Es gilt weiterhin, dass die doppelte �Ubers
hiebung zweier zweistu�ger Tensorenkommutativ ist. A��B = B ��A = AT ��BT = BT ��AT (2.4)Bei der Kombination doppelter und einfa
her �Ubers
hiebungen mehrerer zweistu�-ger Tensoren kann deren Reihenfolge, wie na
hfolgend bes
hrieben, vertaus
ht wer-den: A��BC = C ��AB = B ��CA: (2.5)Die Ableitung der doppelten �Ubers
hiebung zweier zweistu�ger Tensoren na
h einemder beiden Tensoren ist in symbolis
her Darstellung de�niert als:� (A��B )�A = BT : (2.6)F�ur die materielle Zeitableitung einer skalaren Funktion f eines Tensors zweiterStufe gilt: d f(A)dt = � f(A)�A �� _AT : (2.7)Zu jedem zweistu�gen Tensor lassen si
h zwei S�atze von Invarianten angeben. Eshandelt si
h hierbei um die Haupt- und die Grundinvarianten des Tensors. Sie �ndenihre Anwendung vor allem bei der De�nition von isotropen Tensorfunktionen [10℄.Die im weiteren Verlauf der Arbeit h�au�g benutzten Grundinvarianten lauten:J1 = J1(A) = SpA = A��G (2.8)J2 = J2(A) = 12Sp (A)2 = 12AG��AG (2.9)J3 = J3(A) = 13Sp (A)3 = 13AGAG��AG (2.10)mit dem MetriktensorG = GIJGI 
GJ = GIJGI 
GJ = ÆIJGI 
GJ : (2.11)



14 KINEMATIK GROSSER DEFORMATIONENZwis
hen den Haupt- und Grundinvarianten bestehen die Zusammenh�ange [70℄:I(A) = J1 (2.12)II(A) = 12 �J21 � 2J2� (2.13)III(A) = 16 �J31 � 6J1J2 + 6J3� : (2.14)Im Weiteren werden gemis
htvariante Tensoren ledigli
h dur
h einen Bu
hstaben
harakterisiert, ko- und kontravariante Tensoren dagegen zus�atzli
h mit der ho
h-gestellten Markierung ( )[ bzw. ( )℄.2.2 Kinematik gro�er DeformationenIn diesem Abs
hnitt wird ein kurzer Abriss der geometris
hen Grundbeziehungen derKontinuumsme
hanik im Zusammenhang mit der Theorie der Deformation elastis
h-plastis
her Festk�orper gegeben. F�ur eine ausf�uhrli
he Darstellung sei auf weiterf�uh-rende Literatur verwiesen, wie beispielsweise [31, 50, 52, 83℄.Es wird vorausgesetzt, dass der K�orper B eine Menge materieller PunkteX darstellt,wel
he die Eigens
haften einer dreidimensionalen, im notwendigen Ma�e di�eren-zierbaren Mannigfaltigkeit besitzt und in den euklidis
hen Raum R3 eingebettet ist.Dann kann jedem materiellen Punkt unter Einf�uhrung eines Systems von Koordina-ten ein Tripel (X1; X2; X3) reeller Zahlen, seine materiellen Koordinaten genannt,eineindeutig zugeordnet werden:X = X �X1; X2; X3� ; XI = XI (X ) mit I = 1; 2; 3: (2.15)Das Gebiet des euklidis
hen Raumes, wel
hes der K�oper B zu jedem beliebigenZeitpunkt t einnimmt, wird Kon�guration genannt. Diese kann als mathematis
heAbbildung ' der Mannigfaltigkeit von einer Referenz- in aktuelle Kon�gurationeninterpretiert werden und verk�orpert die Menge der Ck-Di�eomorphismen (k � 2)der materiellen Punkte von B in den euklidis
hen Raum (siehe Bild 2.1):x(t) = ' (X ; t) : (2.16)Somit kennzei
hnet der Punkt x den von X zur Zeit t eingenommenen Platz imeuklidis
hen Raum. Seine r�aumli
hen Koordinaten xi mit i = 1; 2; 3 k�onnen dur
hdie Koordinaten des materiellen Punktes (materielle KoordinatenXI mit I = 1; 2; 3)und die Zeit t ausgedr�u
kt werden:xi = 'i �XI; t� : (2.17)Die Abbildung von r�aumli
hen und materiellen Koordinaten ist umkehrbar eindeu-tig, so dass au
h die inversen Beziehungen geltenX = '�1 (x; t) mit XI = �'�1�I �xi; t� : (2.18)



GRUNDLAGEN 15Wird die Kon�guration 't mit x = 't(X ) zu einem �xierten Zeitpunkt als Mo-mentankon�guration bezei
hnet, so ist o�ensi
htli
h, dass zum Zeitpunkt t = 0eine Ausgangskon�guration '0 existiert, die ni
ht notwendig dem undeformiertenZustand entspre
hen muss und f�ur die X � '0(X ) gilt. Die Bewegung (Deforma-tion) des K�orpers B wird als kontinuierli
he Folge von Momentankon�gurationenmit der Zeit t als Parameter aufgefasst, ihre Darstellung in materiellen Koordinaten(vgl. 2.16) wird Lagranges
he und in r�aumli
hen Koordinaten (siehe 2.18) Eulers
heBetra
htungsweise genannt.

Zwis
henkon�guration
~B~G1~X1 ~G2 ~X2~G3~X3��Æ��1XXXy

-6���	 e1Z1 e2 Z2e3Z3-6��	AAAAA
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�� �� �� �� �� �� ��*R
rAusgangskon�gurationt = to BoG1X1 G2X2G3X3 �����:���

Momentankon�gurationt Bg1x1 g2x2g3x3 CCOXXzHHY

-F p
6F e�������

������'t : X 7! x = 't(X )F := F t = r't

Bild 2.1: Ausgangs-, Zwis
hen- und Momentankon�gurationWeiter wird vorausgesetzt, dass im euklidis
hen Raum R3 die De�nition eines raum-festen kartesis
hen Koordinatensystems mit den Koordinaten ZI bei I = 1; 2; 3 undder orthonormalen Basis eI , I = 1; 2; 3 m�ogli
h ist. Dann kann jeder Punkt ei-ner Kon�guration des K�orpers B dur
h einen Ortsvektor identi�ziert werden (sieheBild 2.1). Bezogen auf die Ausgangskon�guration wird dieser Ortsvektor bei derExistenz einer eineindeutigen Abbildung zwis
hen dem globalen kartesis
hen Ko-ordinatensystem und einem allgemeinen, krummlinigen lokalen Koordinatensystem



16 KINEMATIK GROSSER DEFORMATIONENdes materiellen Punktes wie folgt dargestellt:R = R(Z (X )) : (2.19)Die kovarianten Basisvektoren des lokalen Koordinatensystems im materiellen PunktX lassen si
h dann als System linear unabh�angiger Tangentenvektoren an die Ko-ordinatenlinien, entlang derer si
h jeweils nur eine der Koordinaten XI mitI = 1; 2; 3 �andert, dur
h partielle Ableitungen des Ortsvektors na
h den Koordi-naten einf�uhren: GI = �R�XI = �R�ZK �ZK�XI = eK �ZK�XI : (2.20)An dieser Stelle sei die Existenz einer dualen Basis mit kontravarianten Basisvek-toren, wie sie beispielsweise in (2.1) angegeben wurde, ledigli
h erw�ahnt. Ihre De�-nition und die damit verbundenen Tensordarstellungen werden hier in der �ubli
henWeise verwendet (siehe z. B. [5℄). F�ur die Koordinaten des kovarianten Metriktensorsals Skalarprodukt der Basisvektoren gilt mit (2.20)GIJ = GIGJ = ÆKL �ZK�XI �ZL�XJ : (2.21)Analoge Beziehungen tre�en f�ur die Momentankon�guration des K�orpers zu. Dieentspre
henden Koordinatenlinien und Basisvektoren sind im Bild 2.1 eingezei
hnet.Den Ausgangspunkt der kinematis
hen Betra
htungen zur Bes
hreibung beliebigerVerzerrungen stellt der Deformationsgradient F mitF = F iI g i 
GI = � 'it (X )�XI g i 
GI = �xi�XI g i 
GI (2.22)dar [83℄. Er bildet ein materielles Linienelement dX linear von der Ausgangskon�gu-ration in die Momentankon�guration ab und bes
hreibt damit die Stre
kungen undDrehungen, die dieses Linienelement w�ahrend der Bewegung erf�ahrt. Zudem dientder Deformationsgradient au
h der Abbildung von Fl�a
hen- und Volumenelementenvon der Ausgangs- in die Momentankon�guration und kennzei
hnet somit allgemeindie lokalen Eigens
haften der Deformation. Aus der Invertierbarkeit der Abbildung(2.16) folgt, dass die Determinante der Jakobi-Matrix, die aus den Koordinatendes Deformationsgradienten gebildet wird, an jedem Ort und zu jedem Zeitpunktunglei
h Null ist. Wegen der orientierungserhaltenden Eigens
haft der Abbildung(2.16) gilt det F > 0: (2.23)Mit dem Deformationsgradienten kann in der Ausgangskon�guration ein symmetri-s
her, kovarianter Tensor C [ = F T g[ F (2.24)de�niert werden, der als Re
hts-Cau
hy-Green Tensor bekannt ist und die Abbildungder kovarianten Metrik aus der Momentan- in die Ausgangskon�guration darstellt.Zwe
km�a�ig ist zudem die De�nition eines symmetris
hen, kovarianten Tensors
[ = F �T G[ F �1 (2.25)



GRUNDLAGEN 17in der Momentankon�guration, der die inverse Gr�o�e zum so genannten Links-Cau
hy-Green-Tensor repr�asentiert und als Abbildung der kovarianten Metrik derAusgangskon�guration in die Momentankon�guration zu verstehen ist. Auf die Be-s
hreibung entspre
hender kontravarianter Tensoren wird hier verzi
htet.Mit den Tensoren (2.24) und (2.25) ist es m�ogli
h, zwei Verzerrungstensoren ein-zuf�uhren - den in der Regel Greens
her Verzerrungstensor genannten symmetris
hen,kovarianten Tensor E [ = 12 �C [ � G[� (2.26)in der Ausgangskon�guration und seine Abbildung in der Momentankon�guration,den symmetris
hen, kovarianten Almansis
hen Verzerrungstensore[ = 12 �g[ � 
[� : (2.27)Es kann gezeigt werden, dass die Verzerrungstensoren E [ bzw. e[ L�angen�anderungenvon und (oder) Winkel�anderungen zwis
hen materiellen Linienelementen bes
hrei-ben und somit als kinematis
he Ma�e f�ur die Deformation in der Ausgangs- bzw.Momentankon�guration angesehen werden k�onnen.Hier sei angemerkt, dass zur Kennzei
hnung von Variablen in der Ausgangskon�-guration Gro�bu
hstaben verwendet werden, in der Momentankon�guration Klein-bu
hstaben.An dieser Stelle seien mit den Symbolen �? und �? zwei verk�urzte Darstellungenvon Tensoroperationen eingef�uhrt ([50, 52℄). Das Abbilden eines Tensors von einerReferenz- in eine beliebige andere Kon�guration mit Hilfe des jeweiligen Abbildungs-tensors zwis
hen diesen Kon�gurationen wird als "push-forward\ oder Vors
hiebenbezei
hnet. So gilt beispielsweise f�ur die Abbildung eines kovarianten Tensors vonder Ausgangs- in die Momentankon�guration�? (:) = F �T (:)F �1: (2.28)Unter dem Namen "pull-ba
k\ oder Zur�u
kziehen ist die umgekehrte Operationbekannt: �? (:) = F T (:)F : (2.29)F�ur kontravariante Tensoren gilt entspre
hend�? (:) = F (:)F T und �? (:) = F �1 (:)F �T : (2.30)Bei elastis
h-plastis
her Deformation wird, einem Modell von Lee [42℄ folgend, ei-ne so genannte Zwis
henkon�guration de�niert, indem lokal eine �ktive elastis
heEntlastung der materiellen Teil
hen vorgenommen wird. Aus dieser De�nition derZwis
henkon�guration wird deutli
h, dass sie in der Regel ni
ht kompatibel ist. Wei-terhin ist sie nur bis auf eine beliebig �uberlagerte Drehung de�niert. Mit Hilfe dieser



18 KINEMATIK GROSSER DEFORMATIONENKon�guration gelingt aber eine konsequente Trennung von elastis
hen und plasti-s
hen Gr�o�en im Sto�gesetz. Der Deformationsgradient wird dazu multiplikativ ineinen elastis
hen Anteil F e und einen plastis
hen Anteil F p zerlegt.F = F eF p (2.31)Mit dem Teildeformationsgradienten F p werden Abbildungen von der Ausgangs-in die Zwis
henkon�guration realisiert, entspre
hend dient der Anteil F e als Abbil-dungsoperator von der Zwis
hen- in die Momentankon�guration (siehe Bild 2.1).Die folgenden Beziehungen zeigen am Beispiel des Greens
hen VerzerrungstensorsE [ die m�ogli
hen Abbildungen zwis
hen den vers
hiedenen Kon�gurationen. ZurUnters
heidung gegen�uber den materiellen und r�aumli
hen Gr�o�en werden Tensorenin der Zwis
henkon�guration mit einer Tilde versehen.E [ = F pT ~E [F p = F Te[FF p�TE [F p�1 = ~E [ = F eTe[F eF �TE [F �1 = F e�T ~E [F e�1 = e[ (2.32)
Im strengen Sinn ist der Begri� Deformationsgradient f�ur die beiden Anteile der mul-tiplikativen Zerlegung jedo
h ni
ht gere
htfertigt, da er wegen der Inkompatibilit�atder Zwis
henkon�guration ni
ht an elastis
he oder plastis
he Vers
hiebungsgr�o�enangebunden werden kann. F�ur eine lineare Abbildung von Vektoren und Tensorenvon der Zwis
hen- in die Ausgangs- und Momentankon�guration bzw. umgekehrt(De�nition entspre
hender pull-ba
k und push-forward Operationen) darf er jedo
hweiterhin verwendet werden. Es sei an dieser Stelle unterstri
hen, dass die elasti-s
hen und plastis
hen Anteile von Deformationsgradient und Verzerrungstensorenquantitativ nur mittels konstitutiver Annahmen bestimmbar sind.Na
h Naghdi [57℄ wurde das Modell der multiplikativen Zerlegung des Deformati-onsgradienten in einen elastis
hen und einen plastis
hen Anteil bereits von Kr�oner[41℄ vorges
hlagen. Ba
kmann [3℄, Lee [42℄ sowie Lee&Liu [43℄ wendeten es imFolgenden auf gro�e Deformationen an. Green und Naghdi [27, 57℄ setzten si
hintensiv mit diesem Modell auseinander und zogen einen Verglei
h mit ihrem ther-modynamis
h begr�undeten Ansatz der additiven Zerlegung des Verzerrungstensorsin der Ausgangskon�guration. Dabei wird o�ensi
htli
h, dass beide Vorgehensweisendieselben Sa
hverhalte bes
hreiben und ledigli
h auf unters
hiedli
hen konstitutivenAnnahmen f�ur die separate Modellierung elastis
her und plastis
her Ph�anomene ba-sieren.In der Ausgangskon�guration erm�ogli
ht die Einf�uhrung der multiplikativen Zer-legung des Deformationsgradienten in Verbindung mit der Nulladdition eines pla-stis
hen Verzerrungstensors eine formale De�nition von elastis
hen und plastis
hen



GRUNDLAGEN 19Teilverzerrungen. Hierbei ist allerdings zu bemerken, dass in die elastis
he Teilver-zerrung au
h der plastis
he Teildeformationsgradient eingeht und damit eine Ver-mis
hung von elastis
hen und plastis
hen Verzerrungsgr�o�en vorliegt.� Ausgangskon�guration ! Greens
her Verzerrungstensor (2.26):E [ = 12 �C [ � G[�= 12 �C [ �G[� + 12 �C p[ �C p[�= 12 �C [ �C p[� + 12 �C p[ �G[�= Ee[ + Ep[ (2.33)mit C [ = �? �g[� = F pTF eTg[F eF p (2.34)C p[ = �?p � ~G[� = F pT ~G[F p (2.35)Dur
h Vors
hieben vonE [ in die Zwis
henkon�guration wird eine konsequente Tren-nung von elastis
hen und plastis
hen Verzerrungsgr�o�en errei
ht, wogegen die Ab-bildung in die Momentankon�guration wiederum vermis
hte Anteile erzeugt.� Zwis
henkon�guration:~E [ = 12 � ~C e[ � ~G[� + 12 � ~G[ � ~
p[�= ~Ee[ + ~Ep[ (2.36)mit ~C e[ = �?e �g[� = F eTg[F e (2.37)~
p[ = �p? �G[� = F p�TG[F p�1 (2.38)� Momentankon�guration ! Almansis
her Verzerrungstensor:e[ = 12 �g[ � 
e[� + 12 �
e[ � 
[�= ee[ + ep[ (2.39)mit 
[ = �? �G[� = F e�TF p�TG[F p�1F e�1 (2.40)
e[ = �e? � ~G[� = F e�T ~G[F e�1 (2.41)



20 BILANZENGLEICHUNGENG[, ~G[ und g[ stellen die kovarianten Metriktensoren in der Ausgangs-, Zwis
hen-sowie der Momentankon�guration, C [, C p[, ~C e[, ~
p[, 
e[ und 
[ deren unters
hied-li
he Abbildungen in die vers
hiedenen Kon�gurationen dar.F�ur die Formulierung von Deformationsgesetzen wird bei elasto-plastis
hem Materi-alverhalten die Verzerrungsges
hwindigkeit ben�otigt. Eine gro�e Bedeutung besitztder Ges
hwindigkeitsgradient l = _F F �1; (2.42)der die Ges
hwindigkeit repr�asentiert, mit der si
h materielle Linienelemente w�ah-rend der Deformation �andern. Ausgehend von der Beziehung (2.42) k�onnen in derMomentankon�guration die Deformationsges
hwindigkeitd[ = 12 �g[l + lTg[� (2.43)als symmetris
her und die Rotationsges
hwindigkeitw[ = 12 �g[l � lTg[� (2.44)als antimetris
her kovarianter Tensor de�niert werden. Das Zur�u
kziehen der Defor-mationsges
hwindigkeit in die Ausgangskon�guration�? �d[� =D[ = F T 12 �g[l + lTg[�F = 12 � _F Tg[F + F Tg[ _F � = _E [ (2.45)f�uhrt auf die materielle Zeitableitung des Greens
hen Verzerrungstensors.2.3 Bilanzglei
hungen und 2. Hauptsatz derThermodynamikDie Bilanzglei
hungen (Erhaltungss�atze) bilden gemeinsam mit der Entropieunglei-
hung (2. Hauptsatz der Thermodynamik) den notwendigen Rahmen f�ur die Be-s
hreibung des dur
h �au�ere Ein
�usse verursa
hten Deformationsverhaltens einesK�orpers in We
hselwirkung mit seiner Umgebung. Dabei gelten sie unabh�angig vonden konkreten Sto�eigens
haften f�ur alle materiellen K�orper.Erhaltungss�atze werden origin�ar als Integralbeziehungen f�ur den Gesamtk�orper inder Momentankon�guration aufgestellt, sind aber au
h f�ur jedes beliebige Teilvolu-men formulierbar. Damit k�onnen sie in eine lokale De�nition als System partiellerDi�erenzialglei
hungen �uberf�uhrt werden. Im Folgenden werden die Bilanzglei
hun-gen und die Entropieunglei
hung in ihrer lokalen r�aumli
hen Darstellung kurz zu-sammengefasst.



GRUNDLAGEN 21MasseerhaltungssatzW�ahrend einer Deformation bleibt die Masse m des K�orpers - mit der Di
hte % unddem Volumen V in der Momentankon�guration - konstant.m = Z ZV Z % dV = 
onst (2.46)Es folgt, dass die materielle Zeitableitung eines Masseelementes dm glei
h Null ist,woraus si
h die Kontinuit�atsglei
hung�%�t + div(%v℄) = 0 (2.47)mit dem Ges
hwindigkeitsvektor v℄ ableiten l�asst.ImpulsbilanzenDie zeitli
he �Anderung des Impulses eines materiellen Punktes ist der angreifendenKraft �aquivalent. Damit kann die lokale Form der Impulsbilanz in der Momentan-kon�guration wie folgt angegeben werden:% _v℄ = div�℄ + %f ℄: (2.48)�℄ stellt den Cau
hys
hen Spannungstensor dar, f ℄ repr�asentiert den Vektor spezi-�s
her Massenkr�afte und _v℄ die zeitli
he �Anderung des Ges
hwindigkeitsvektors.Aus der Drehimpulsbilanz folgt die Symmetrie des Spannungstensors.�℄ = �℄T (2.49)In der Momentankon�guration kann neben dem Cau
hys
hen Spannungstensor eineweitere kinetis
he Gr�o�e� ℄ = qdet g[pdet G[ (det F )�℄ = J �℄ (2.50)de�niert werden, die als Kir
hho�s
her Spannungstensor bekannt ist. Zwis
hen die-sem, dem Spannungstensor ~T ℄ in der Zwis
henkon�guration und dem 2. Piola-Kir
hho�s
hen Spannungstensor T ℄ in der Ausgangskon�guration bestehen folgendeAbbildungsbeziehungen:T ℄ = F p�1 ~T ℄F p�T = F �1� ℄F �TF pT ℄F pT = ~T ℄ = F e�1� ℄F e�TF T ℄F T = F e ~T ℄F eT = � ℄ (2.51)



22 MATERIALGESETZEEnergieerhaltungssatz und Entropieunglei
hungDer Energieerhaltungssatz % _� = �℄�� d[ � divq℄ + % h (2.52)ist Bestandteil der Bilanzglei
hungen. Die Entropieunglei
hung% _� + div q℄� ! � %h� � 0 (2.53)bildet die Grundlage einer physikalis
h konsistenten Formulierung des Sto�gesetzes.Die spezi�s
hen Gr�o�en � und � bes
hreiben die innere Energie und die Entropie jeMasseeinheit, q℄ den W�arme
uss je Fl�a
heneinheit und h die W�armequellendi
hteje Masse- und Zeiteinheit. Die Variable � steht f�ur die absolute Temperatur.Dur
h Kombination der beiden oben genannten Beziehungen, verbunden mit derDe�nition der freien Helmholtz-Energie = � � �� (2.54)wird die Clausius-Duhem-Unglei
hung erhalten.�% � _ + _��� + �℄ � �d[ � 1� q℄ � grad � � 0 (2.55)Im isothermen Fall vereinfa
ht si
h diese in der folgenden Art und Weise:�% _ + �℄ � �d[ � 0: (2.56)2.4 Sto�gesetzeDie oben vorgestellten Bilanzglei
hungen erfassen ni
ht die in der Realit�at na
hweis-bare Tatsa
he, dass glei
he �au�ere Wirkungen zu unters
hiedli
hen Spannungs- undBewegungszust�anden in K�orpern glei
her Geometrie, aber unters
hiedli
hen Mate-rials f�uhren. Mathematis
h dr�u
kt si
h dieser Fakt darin aus, dass das Glei
hungs-system (2.47), (2.48), (2.49) und (2.52) deutli
h unterbestimmt ist. Die Unglei
hung(2.53), wel
he f�ur die L�osung des Feldproblems keine Rolle spielt, kann als Neben-bedingung aufgefasst werden, der beliebiges Materialverhalten gen�ugen muss.Zur Vervollst�andigung des Systems werden mathematis
he Beziehungen f�ur die Ap-proximation realen Materialverhaltens ben�otigt. Die Angabe der fehlenden Bestim-mungsglei
hungen { der Sto�gesetze (Materialglei
hungen, Konstitutivglei
hungen){ basiert auf der De�nition konstitutiver Annahmen.Ausgehend von langj�ahrigen Erfahrungen bei der Beoba
htung des Materialverhal-tens wurden so genannte Axiome der Materialtheorie formuliert, deren Ber�u
ksi
hti-gung einen physikalis
h sinnvollen Aufbau der Sto�gesetze gew�ahrleistet. An dieserStelle sollen einige von ihnen stellvertretend genannt werden:



GRUNDLAGEN 23� Axiom des DeterminismusAlle abh�angigen konstitutiven Variablen sind eindeutig bestimmbar dur
h dieGes
hi
hte der unabh�angigen konstitutiven Variablen im K�orper.� Axiom der lokalen WirkungDas konstitutive Verhalten eines materiellen Teil
hens wird nur von Punk-ten beein
usst, die si
h in einer gen�ugend kleinen Umgebung des betra
htetenTeil
hens be�nden. Die Anwendung dieses Axioms f�uhrt auf die De�nition deseinfa
hen Materials, der hier gefolgt werden soll. Dabei gehen in die konstitu-tiven Beziehungen nur Gradienten erster Ordnung ein.� Axiom der �Aquipr�asenzJede abh�angige konstitutive Variable ist mit allen unabh�angigen konstitutivenVariablen verkn�upft.� Axiom der thermodynamis
hen KonsistenzAlle Sto�gesetze m�ussen dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik gen�ugen.F�ur eine tiefer gehende Behandlung dieses Themas wird auf die Literatur verwiesen,siehe beispielsweise [15, 21, 59℄. Zur Begri�sbestimmung sei bemerkt, dass mit demTerminus Sto�gesetz mathematis
he Beziehungen benannt werden sollen, die kon-stitutive Zusammenh�ange zwis
hen me
hanis
hen und ni
htme
hanis
hen Gr�o�enherstellen. Da im Weiteren die Bes
hr�ankung auf me
hanis
he abh�angige und un-abh�angige Variablen erfolgt, wird der Begri� Deformationsgesetz verwendet, der eineUntergruppe des allgemeineren Sto�gesetzes bes
hreibt.2.5 Objektivit�at und objektive ZeitableitungenIn diesem Abs
hnitt wird ein weiteres Axiom der Materialtheorie, die Forderungna
h Objektivit�at (r�aumli
he Invarianz) der konstitutiven Beziehungen, ausf�uhrli-
her dargestellt.Bei der Formulierung von Deformationsgesetzen ist es erforderli
h, deren Unabh�angig-keit vom gew�ahlten Bezugssystem zu gew�ahrleisten, was dur
h die Verwendung vonso genannten objektiven Tensoren bzw. objektiven tensorwertigen Beziehungen er-rei
ht wird.Ein beliebiger zweistu�ger, in der Momentankon�guration de�nierter (Eulers
her)Tensor a ist objektiv, wenn �a = QaQT (2.57)gilt, wobei Q einen eigentli
h orthogonalen Tensor darstellt. Grundlage bildet dieTransformation der Ortsvektoren eines r�aumli
hen Bezugssystems in ein anderes (�)



24 OBJEKTIVIT�AT UND OBJEKTIVE ZEITABLEITUNGENim Sinne einer Starrk�orperbewegung mit der Drehung Q(t) und der Translation
(t): �x(t) = Q(t)x(t) + 
(t) mit QTQ = I ; detQ = 1: (2.58)Die Forderung na
h Objektivit�at tri�t ebenso auf die Zeitableitungen beliebigerTensoren zu. Da die materielle Zeitableitung Eulers
her Tensoren ni
ht objektiv ist,m�ussen in der Momentankon�guration spezielle Zeitableitungen de�niert werden.In der vorliegenden Arbeit wird dabei das Konzept der Lie-Ableitung verwendet[50, 52℄.F�ur die Bildung der Lie-Ableitung eines Tensors in der Momentankon�guration wirddieser mit dem Deformationsgradienten F in die Ausgangskon�guration zur�u
kge-zogen. Dort erfolgt die Bildung der materiellen Zeitableitung des so entstandenenLagranges
hen Tensors, die ans
hlie�end in die Momentankon�guration vorges
ho-ben wird.L �a℄� = F �F �1a℄F �T�� F T= F �(F �1)� a℄F �T + F �1 _a℄F �T + F �1a℄ �F �T�� �F T= F (F �1)� a℄ + _a℄ + a℄ �F �T�� F T= _a℄ � la℄ � a℄lT (2.59)Das Konzept der Lie-Ableitung l�asst si
h von der Momentankon�guration au
h aufbeliebige andere Kon�gurationen �ubertragen.Zum Aufstellen des Deformationsgesetzes ist es notwendig, konstitutive Ans�atze f�urbestimmte skalare oder tensorwertige Funktionen anzugeben. Diese Ans�atze m�ussenebenfalls der Forderung na
h Objektivit�at entspre
hen.Bei skalarwertigen Funktionen wird eine skalare Gr�o�e mittels Tensoren beliebigerStufe und Skalare ausgedr�u
kt. Beispiele in der Kontinuumsme
hanik sind Ans�atzef�ur die freie Energiedi
hte und f�ur die Flie�bedingung. H�angt die Funktion f vonvers
hiedenen S�atzen zweistu�ger Tensoren ai und Vektoren bj ab, erf�ullt sie dieForderung na
h Objektivit�at, wenn f�ur beliebige eigentli
h orthogonale Tensoren Qgilt: f �QaiQT ;Qbj� = f (ai;bj) : (2.60)Analog ist eine zweistu�ge tensorwertige Funktion f bei Erf�ullung der folgendenBedingung objektiv: f(QaiQT ;Qbj) = Qf(ai;bj)QT : (2.61)F�ur jeden zweistu�gen Tensor k�onnen drei voneinander unabh�angige Invariantenangegeben werden. Weiterhin existieren f�ur Kombinationen unters
hiedli
her zwei-stu�ger Tensoren zus�atzli
h die so genannten Simultaninvarianten.



GRUNDLAGEN 25Sowohl Tensor- als au
h Simultaninvarianten werden zur Formulierung isotroperTensorfunktionen genutzt. Diese erf�ullen die Forderung na
h Objektivit�at und �ndenbreite Anwendung bei der Aufstellung von konstitutiven Zusammenh�angen.Es sei darauf hingewiesen, dass au
h bei Verwendung isotroper Tensorfunktionenanisotropes Materialverhalten erfasst werden kann. Dazu sind ledigli
h zus�atzli
heinnere Variablen zur Bes
hreibung von Anisotropien als unabh�angige Gr�o�en ein-zuf�uhren.Weiterhin ist anzumerken, dass bei der Anwendung der multiplikativen Zerlegungdes Deformationsgradienten zur Bes
hreibung �niter elastis
h-plastis
her Verzerrun-gen die Invarianz der konstitutiven Beziehungen gegen�uber beliebigen Drehungen derZwis
henkon�guration gew�ahrleistet werden muss.2.6 Konzept der dualen VariablenVerzerrungen und deren zeitli
he Ableitungen lassen si
h mit Hilfe der jeweils glei-
hen Abbildungstensoren F � von der Ausgangskon�guration in beliebige andereKon�gurationen abbilden.�e[ = F ��TE[F ��1 und 4�e [ = F ��T _E[F ��1 (2.62)Im Rahmen des Konzepts der konjugierten Variablen [35, 47, 89℄ werden zu denVerzerrungsgr�o�en zugeordnete Spannungen unter Ber�u
ksi
htigung der Invarianz-eigens
haft der spezi�s
hen Spannungsleistung de�niert (Anwendung glei
her Ab-bildungstensoren F � auf Verzerrungsges
hwindigkeit und zugeordnete Spannung).Spezi�s
he SpannungsleistungT ℄�� _E [ = F ��1�� ℄F ��T �� F �T4�e [F � = �� ℄�� 4�e [ (2.63)Dieses Konzept wurde von Haupt und Tsakmakis [33℄ zum Konzept der dualenVariablen dahingehend erweitert, dass mit Hilfe der spezi�s
hen Gr�o�en Erg�anzungs-leistung und inkrementelle Leistung analog entspre
hende Spannungsges
hwindig-keiten formuliert werden k�onnen, die die Forderung na
h Invarianz der genanntenLeistungen befriedigen.Spezi�s
he Erg�anzungsleistung _T ℄ � �E[ = 5�� ℄���e[ (2.64)Spezi�s
he inkrementelle Leistung_T ℄ � � _E[ = 5�� ℄�� 4�e [ (2.65)Es gilt damit �� ℄ = F �T ℄F �T und 5�� ℄ = F � _T ℄F �T : (2.66)



26 KONZEPT DER DUALEN VARIABLENIn der Tabelle 2.1 sind vers
hiedene, aus der Literatur bekannte, objektive Zeit-ableitungen f�ur einen kontravarianten Tensor a℄ in der Momentankon�guration dar-gestellt. Der f�ur ihre De�nition verwendete Tensor 	 realisiert dabei ni
ht in jedemFall eine Abbildung in die Ausgangskon�guration.Autor Abbildungs- De�nitiontensor 	Strukturunabh�angige Zeitableitungen! Ber�u
ksi
htigung von Rotationen und L�angen�anderungenTruesdell [83℄ 	 = 1pdetF F Tra ℄ = �a℄ � l a℄ � a℄ lT + a℄ divv℄Oldroyd [62, 63℄ 	 = F Ola℄ = �a℄ � l a℄ � a℄ lT! Ber�u
ksi
htigung von RotationenJaumann [36℄ _		�1 = w Ja℄ = �a℄ � wa℄ + a℄wTGreen-Naghdi [26, 58℄ 	 = R GNa ℄ = �a℄ � �RRT a℄ + a℄ �RRTStrukturabh�angige ZeitableitungenDafalias [16, 17, 18℄ 	 = F e � Da℄ = �a℄ � �l a℄ � a℄ �lTmit �l = � �F e + F e ���T� F e�1
Tabelle 2.1: Objektive Zeitableitungen f�ur einen beliebigen kontravarianten Tensora℄ in Abh�angigkeit vom Abbildungstensor 	Die Befolgung des Prinzips der dualen Variablen f�uhrt somit zur Anwendung derOldroyd-Ableitung auf den Kir
hho�s
hen Spannungstensor bzw. der Truesdell-Ableitung auf den Cau
hys
hen Spannungstensor. In beiden F�allen gilt F � = 	.



Kapitel 3Konzept der SubstrukturDafalias [17℄ verbindet mit dem Begri� Substruktur die Ber�u
ksi
htigung mikro-skopis
her Merkmale eines Materials im makroskopis
hen konstitutiven Ansatz. DieSubstruktur wird als dem Kontinuum unterliegend betra
htet und kann gegen�uberdiesem im materiellen Punkt ver�anderte Orientierungseigens
haften aufweisen. Da-mit erm�ogli
ht das Konzept die Erfassung inelastis
her anisotroper Materialeigen-s
haften.Die Bes
hreibung mikroskopis
her plastis
her Prozesse erfolgt im Rahmen des Sub-strukturkonzepts mit Hilfe makroskopis
h de�nierter Strukturvariablen - den inne-ren Variablen zur Charakterisierung des Verfestigungsverhaltens. Der Versu
h, dieSubstruktureigens
haften mit dem Verhalten realer Mikrostrukturen im Material(z.B. Einkristallgitter) zu verbinden, ist plausibel und ans
hauli
h, jedo
h physika-lis
h ni
ht zwingend. Im Folgenden soll ein �Uberbli
k �uber die Substrukturkonzeptevon Mandel und Dafalias gegeben und die Einordnung sowie abwei
hende An-nahmen des eigenen Modells erl�autert werden.3.1 Elastis
he und plastis
he Deformationsme-
hanismenElastis
he und plastis
he Verzerrungen werden dur
h unters
hiedli
he Verformungs-me
hanismen in der Mikrostruktur des Materials hervorgerufen.So f�uhren �Anderungen der Gitterabst�ande zwis
hen den Atomen zu reversiblen elas-tis
hen Verzerrungen (siehe Bild 3.1).Das Wandern von Versetzungen bewirkt bleibende Verformungen des Materials undist damit ein Grund f�ur plastis
he Verzerrungen. Die notwendige Belastung f�ur dasAusl�osen des Wanderns der Versetzungen h�angt von der aktuellen Verteilung derVersetzungen und anderer Gitterfehler ab. Die Bewegung der Versetzungen undderen Neubildung dur
h den Frank-Read-Quellenme
hanismus [71℄ ver�andern dieVerteilung von Gitterfehlern und verursa
hen damit Verfestigung im Ma�stab desEinkristalls. 27



28 PH�ANOMENOLOGISCHE KONZEPTE
Bild 3.1: Elastis
her Verformungsme
hanismus am Einkristall

Bild 3.2: Plastis
her Verformungsme
hanismus am Einkristall (Versetzungswandern)Ausgehend von den eben dargestellten unters
hiedli
hen Verformungsme
hanismenkann vereinfa
ht festgestellt werden, dass plastis
he Verformungen die Gitterabst�an-de ni
ht beein
ussen. Eine Starrk�orperrotation des Gitters wird jedo
h zugelassen.Damit gilt, dass si
h die dur
h die Gitterstruktur bedingten Anisotropiea
hsen derdem materiellen Teil
hen unterliegenden Substruktur w�ahrend einer plastis
hen Ver-formung nur starr drehen.3.2 Ph�anomenologis
he Konzepte zur Ber�u
k-si
htigung einer SubstrukturVon mehreren Autoren [18, 38, 45, 48, 64℄ wurden unters
hiedli
he ph�anomenologi-s
he Modelle vorgestellt, inelastis
he Anisotropien und eine damit im Zusammen-hang stehende Substruktur des Materials zu bes
hreiben.Mandels Ri
htungsvektorenAus den unters
hiedli
hen elastis
hen und plastis
hen Deformationsme
hanismens
hlussfolgernd, ging Mandel in seinen Arbeiten [48, 49℄ von der Vorstellung aus,dass es bei Annahme einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradientenprivilegierte Orientierungen f�ur die w�ahrend einer elastis
h-plastis
hen Verformungm�ogli
hen De�nitionen von Zwis
henkon�gurationen gibt, die si
h dur
h Rotationenvoneinander unters
heiden.



SUBSTRUKTUR 29Diese privilegierten Zwis
henkon�gurationslagen kennzei
hnet er dur
h so genannteRi
htungsvektorsysteme. Mit der Bezei
hnung "Ri
htungsvektor\ wird dabei dieAnnahme betont, dass die Orientierung des Vektorsystems eine von den materiellenLinienelementen des Kontinuums vers
hiedene Ausri
htung in der Zwis
hen- undder Momentankon�guration verk�orpert.Am Beispiel des Einkristalls kann die Orientierung der Zwis
henkon�guration mitder Lage des Kristallgitters identi�ziert werden (siehe Bild 3.3).Ausgangskon�guration Momentankon�guration

Zwis
henkon�gurationBild 3.3: Ri
htungsvektoren (Stri
hlinien) am verformten Einkristall im Ver-glei
h zu den materiellen LinienelementenF�ur den Polykristall gestaltet si
h die Festlegung der Zwis
henkon�gurationslages
hwieriger. Da si
h der Polykristall aus Einkristallen zusammensetzt, kann die Lageseiner Zwis
henkon�guration als der Dur
hs
hnitt aller, mit dem jeweiligen Einkri-stallvolumen gewi
hteten Zwis
henkon�gurationslagen der den Polykristall bilden-den Einkristalle interpretiert werden (siehe Bild 3.4).Im Zusammenhang mit dieser Annahme stellte Mandel eine spezielle, in der Zwi-s
henkon�guration de�nierte, mitrotierende Zeitableitung auf. F�ur die Starrk�orper-drehung zwis
hen einer privilegierten Zwis
henkon�gurationslage und einer beliebi-gen anderen wurde ein orthogonaler Tensor �M eingef�uhrt, unter dessen Ber�u
ksi
h-tigung die folgende objektive Zeitableitung f�ur eine beliebige kontravariante tensor-wertige innere Variable ~A℄ in der Zwis
henkon�guration aufgestellt werden kann:5~A℄ = _~A℄ � !M ~A℄ + ~A℄!M mit !M = _�M�MT ; �M = �M (X ; t) : (3.1)
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Am Kristallgitter in der Zwis
henkon-�guration ausgeri
htete Orientierungder Einkristalle (Darstellung einer derAnisotropiea
hsen) �Uber alle Einkristalle gemittelte pri-vilegierte Orientierung im PolykristallBild 3.4: Konstitutive Annahme zur Orientierung der Zwis
henkon�gurationbei einem PolykristallMandels Vorgehensweise kann als Versu
h gewertet werden, eine dem Materialunterliegende Substruktur ph�anomenologis
h zu bes
hreiben, n�amli
h in diesem Fall�uber die Bestimmung der Orientierung der Zwis
henkon�guration und damit imZusammenhang stehender objektiver Zeitableitungen.Seine Annahme zur Lage der Zwis
henkon�guration bei einem Polykristall ist inso-fern kritikw�urdig, da eine sol
he Dur
hs
hnittsbere
hnung praktis
h ni
ht dur
hf�uhr-bar ist. Daher gab es weitere Versu
he, die Orientierung der Zwis
henkon�gurationna
h anderen Gesi
htspunkten festzulegen.Plastis
her Spin na
h DafaliasDafalias erweitert in seinen Arbeiten [16, 17, 18℄ die Theorie von Mandel undunters
heidet zwis
hen der Kinematik des Kontinuums und der einer unterliegendenSubstruktur. Au
h na
h Dafalias wird die Substruktur dur
h bevorzugte Ri
htun-gen 
harakterisiert, die als makroskopis
he Bes
hreibung mikroskopis
her Materi-alstrukturen (z. B. Kristallgitterri
htungen in Polykristallen) interpretiert werdenk�onnen. Im Gegensatz zu Mandel untersu
ht Dafalias jedo
h ni
ht die Orien-tierungsvektoren der Substruktur selbst, sondern f�uhrt eine ph�anomenologis
he Be-s
hreibung der Struktureigens
haften des Materials mittels tensorwertiger innererVariablen ein. Diese 
harakterisieren inelastis
he anisotrope Materialeigens
haftenund m�ussen dur
h geeignete Evolutionsglei
hungen bestimmt werden.



SUBSTRUKTUR 31Zur Bes
hreibung der Kinematik der Substruktur verwendet Dafalias einen spezi-ellen Deformationsgradienten F S.F S = F e� mit �T� = I und det� = +1 (3.2)Dabei wird postuliert, dass die Substruktur im Berei
h der plastis
hen Deforma-tionen ledigli
h eine Rotation ausf�uhrt, im elastis
hen Berei
h jedo
h den glei
henTransformationen wie das Kontinuum unterliegt (elastis
he Einbettung, siehe [18℄).In der Momentankon�guration ist der Ges
hwindigkeitsgradient des Kontinuums wiefolgt als ein gemis
htvarianter Tensor de�niert:l = _F F �1 = _F eF e�1 + F e _F pF p�1F e�1: (3.3)Formal l�asst si
h f�ur die Substruktur folgender Ges
hwindigkeitsgradient lS na
hder glei
hen Bildungsvors
hrift wie l de�nieren:lS = _F SF S�1 = _F eF e�1 + F e!DF e�1 = 4F eF e�1 (3.4)mit 4F e = _F e + F e!D und !D = _��T : (3.5)Da die Zwis
henkon�guration nur bis auf eine beliebige Drehung de�niert ist, kannder Deformationsgradient F au
h folgenderma�en angegeben werden:F = F e��TF p = F S �TF p: (3.6)Beim Einsetzen dieser Formulierung in (3.3) ergibt si
hl = _F eF e�1 + F e!DF e�1 + F e _F pF p�1F e�1 � F e!DF e�1= 4F eF e�1 + F e4F pF p�1F e�1= lS + F e4F pF p�1F e�1 (3.7)mit 4F p = _F p � !DF p: (3.8)Hierbei ist ersi
htli
h, dass die Formulierung des Ges
hwindigkeitsgradienten desKontinuums (3.7) den Ges
hwindigkeitsgradienten der Substruktur (siehe Glei
hung(3.4)) enth�alt.Ausgehend von De�nition (3.7) werden in der Momentankon�guration Deforma-tions- und Rotationsges
hwindigkeiten formuliert:d = 12 hl + lT i w = 12 hl � lT i : (3.9)



32 PH�ANOMENOLOGISCHE KONZEPTEBeide Glei
hungen k�onnen formal in jeweils einen elastis
hen und einen plastis
henAnteil zerlegt werden, was hier nur am Beispiel der Rotationsges
hwindigkeit de-monstriert wird:w = 12 (4F eF e�1 + F e4F pF p�1F e�1 � F e�T 4F eT � F e�TF p�T 4F pTF eT)= 12 (4F eF e�1 � F e�T 4F eT)+ 12 (F e4F pF p�1F e�1 � F e�TF p�T 4F pTF eT)= weD +wpD: (3.10)Ausgehend von der polaren Zerlegung des elastis
hen TeildeformationsgradientenF e = V eRe gilt bei kleinen elastis
hen Deformationen mit V e � IweD � �!D = _ReReT +Re!DReT = _�� ��T mit �� = Re� ; (3.11)womit die Beziehung (3.10) wie folgt lautet:w = �!D +wpD: (3.12)Mit der De�nition des materiellen Spins (Kontinuumsspin) w wird die Zwe
km�a�ig-keit der von Dafalias [17℄ vorges
hlagenen De�nition des plastis
hen Spins wpD alsRotationsges
hwindigkeit des Kontinuums gegen�uber der Substruktur deutli
h.An dieser Stelle sei betont, dass Dafalias unter dem Begri� Plastis
her Spin dieDe�nition f�ur wpDwpD = 12 (F e4F pF p�1F e�1 � F e�TF p�T 4F pTF eT) (3.13)gem�a� der Glei
hung (3.10) versteht. Diese Relation unters
heidet si
h von der inder Literatur h�au�g anzutre�enden Vereinbarung, dass die Beziehungwp = 12 nF e _F pF p�1F e�1 � F e�TF p�T _F pTF eTo (3.14)als plastis
her Spin angesehen wird, dur
h die Verwendung unters
hiedli
her Zeit-ableitungen.Entspre
hend den Glei
hungen (3.11) und (3.12) besteht ein funktionaler Zusam-menhang zwis
hen wpD, �!D und �� . Damit ist es zur Bes
hreibung der Substrukturausrei
hend, eine weitere konstitutive Beziehung f�ur eine dieser Variablen aufzustel-len.Dafalias s
hl�agt eine konstitutive Glei
hung f�ur die Bestimmung von wpD, �ahnli
hdem assoziierten Flie�gesetz, vor. Ein von ihm h�au�g verwendeter Ansatz lautet:wpD = 
wp� (�� ��� ) (3.15)



SUBSTRUKTUR 33mit dem R�u
kspannungstensor �, dem plastis
hen Multiplikator � und einem Ma-terialparameter 
wp. Na
h Dafalias bes
hreibt der konstitutive Ansatz f�ur denplastis
hen Spin die Texturentwi
klung im Material und damit eine plastis
he Ani-sotropie im makroskopis
hen, kontinuumsme
hanis
hen Sinn. Er l�asst die M�ogli
h-keit der De�nition unters
hiedli
her plastis
her Spins f�ur unters
hiedli
he innereVerfestigungsvariablen dur
h De�nition voneinander abwei
hender �i zu. Im Falleisotropen Materialverhaltens nimmt der plastis
he Spin wpD den konstanten WertNull an.Dafalias Vorgehensweise kann als ein Versu
h angesehen werden, die dem Materialunterliegende Struktur und die mit ihr als im Zusammenhang stehend interpretierteOrientierung der Zwis
henkon�guration ph�anomenologis
h mittels einer zus�atzli
henEntwi
klungsglei
hung zu bes
hreiben. Allerdings wird f�ur die Wahl des konstituti-ven Ansatzes mit Hilfe der Thermodynamik keine Begr�undung geliefert. Dafaliasgelingt es ledigli
h, zwis
hen dem ph�anomenologis
hen Ansatz f�ur den plastis
henSpin und geltenden Beziehungen in der Mikroebene des Materials Parallelen zu zie-hen [19℄.3.3 Substrukturkon�guration und objektive Zeit-ableitungAusgehend von den beiden im vorangegangenen Abs
hnitt vorgestellten Konzeptenzur Ber�u
ksi
htigung einer dem Kontinuum unterliegenden Substruktur wurde in dervorliegenden Arbeit angestrebt, im Material vorhandene plastis
he Anisotropien beigro�en Verzerrungen ph�anomenologis
h zu bes
hreiben. Hinsi
htli
h einer Verbin-dung des makroskopis
hen kontinuumsme
hanis
hen Ansatzes mit realen Material-strukturen unterhalb der Makroebene werden dabei die Vorstellungen vonMandelund Dafalias als zwe
km�a�ige plausible Konzepte zur ans
hauli
hen Motivation ei-ner Trennung der Kinematik von Kontinuum und Substruktur angesehen, ohne dasssi
h daraus konkrete, physikalis
he Aussagen ableiten lassen. Als eine grunds�atzli
heErweiterung gegen�uber den vorgestellten Substrukturmodellen werden im Folgendendie verwendeten konstitutiven Beziehungen thermodynamis
h konsistent hergeleitetund begr�undet.Abwei
hend von Mandel und Dafalias werden zudem die konstitutiven Bezie-hungen in der Ausgangskon�guration formuliert. Eine Begr�undung daf�ur sowie wei-tere Prinzipien und Annahmen, die das vorgestellte Substrukturmodell wesentli
hpr�agen, werden im Kapitel 4 vorgestellt. In der Ausgangskon�guration sind na
hdem Zur�u
kziehen der in der Glei
hung (3.10) de�nierten Rotationstensoren weDund wpD in ihrer kovarianten Darstellung folgende Variablen gegeben:W eD[ = 12 (C [F p�1F e�14F eF p � F pT 4F eTF e�TF p�TC [) (3.16)



34 SUBSTRUKTURKONFIGURATIONW pD[ = 12 (C [F p�14F p � 4F pTF p�TC [) : (3.17)Das Auftreten des Re
hts-Cau
hy-Green-Tensors in den Beziehungen (3.16) und(3.17) ist begr�undet dur
h die �Anderung von weD und wpD in kovariante Tensoren(�Ubers
hiebung mit dem Metriktensor g[ der Momentankon�guration, vgl. (2.44))und dem ans
hlie�enden Zur�u
kziehen der Glei
hungen in die Ausgangskon�gurati-on. Damit gilt f�ur den plastis
hen Spin analog zu (3.10)W pD[ =W [ �W eD[: (3.18)Eine Approximation des elastis
hen AnteilesW eD[ dur
h �!D ist wegen der Ber�u
k-si
htigung gro�er plastis
her und elastis
her Verzerrungen ni
ht gere
htfertigt. Wiesp�ater gezeigt werden kann, erweist si
h eine Ermittlung von �!D als ni
ht notwendig,da die auf die Substruktur bezogenen Gr�o�en unmittelbar aus einer konstitutivenBeziehung f�ur W pD[ bere
hnet werden k�onnen.Im Weiteren sei eine Kon�guration de�niert, die den Namen Substrukturkon�gu-ration erh�alt. Es wird angenommen, dass ein Abbildungstensor H tensorwertigeGr�o�en von der Ausgangs- in diese Substrukturkon�guration abbildet. Dementspre-
hend dient die Tensorkombination FH�1 zur Abbildung von der Substruktur-in die Momentankon�guration. Diese Substrukturkon�guration ist eine inkompa-tible Zwis
henkon�guration, die eine spezielle, konstitutiv motivierte multiplikativeZerlegung des Deformationsgradienten 
harakterisiert und si
h von der plastis
henZwis
henkon�guration unters
heidet (siehe Bild 3.5).Dafalias f�uhrt auf die Substruktur bezogene mitrotierende Zeitableitungen f�ur al-le Zustandsgr�o�en ein. Im Rahmen des vorliegenden ph�anomenologis
hen Modellswird die Entwi
klung der Spannungen und Verzerrungen hinsi
htli
h des Kontinu-ums betra
htet, w�ahrend die inneren Variablen zur Bes
hreibung der plastis
henAnisotropie auf die Substruktur bezogen werden. Dazu wird die neu eingef�uhrteKon�guration mit der De�nition einer objektiven Zeitableitung verbunden. DemKonzept der Lie-Ableitung folgend, kann f�ur eine kontravariante Variable a℄ in derMomentankon�guration eine objektive Zeitableitung in Bezug auf die Substruktur-kon�guration folgenderma�en angegeben werden:5a ℄ = FH�1 �H F �1a℄F �T| {z }A℄ HT��H�TF T= FH�1 � _HA℄HT +H _A℄HT +HA℄ _HT�H�TF T= FH�1 _̂A ℄H�TF T : (3.19)Variablen, die auf die Substrukturkon�guration bezogen sind, werden im Weiterenmit Gro�bu
hstaben und einem Da
h gekennzei
hnet.



SUBSTRUKTUR 35Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Formulierung sol
h einer objektiven Zeit-ableitung von der Existenz einer materiellen Ableitung in der Substrukturkon�gu-ration ausgeht.F�ur den Fall, dass der Abbildungstensor im FolgendenH = �TF p (3.20)gew�ahlt wird, gilt mit (3.2) FH�1 = F e� = F S: (3.21)

Ausgangskon�guration

Momentankon�guration

Zwis
henkon��guration
Substrukturkon�guration

6
F

6F p

6F e 6
F H�1
6H

6 �

Bild 3.5: Abbildungsvors
hriften zwis
hen den Kon�gurationenDamit unters
heidet si
h die Substrukturkon�guration von der plastis
hen Zwis
hen-kon�guration ledigli
h dur
h eine Drehung mit dem Transformationstensor � . DieBasisvektoren der Substrukturkon�guration k�onnen als Ri
htungsvektoren (Direk-toren) im Sinne Mandels aufgefasst werden. So ist es m�ogli
h, die Substruktur-kon�guration als eine ausgezei
hnete, speziell de�nierte Zwis
henkon�guration an-zusehen, die Materialeigens
haften der plastis
hen Anisotropie widerspiegelt.



36 SUBSTRUKTURKONFIGURATIONDie Forderung na
h Objektivit�at und Invarianz gegen�uber Drehungen der Zwis
hen-kon�guration, die dur
h eigentli
h orthogonale Tensoren Q bzw ~Q realisiert wird,f�uhrt auf das folgende Transformationsverhalten f�ur die Teildeformationsgradienten:F p? = ~QF p und F e? = QF e ~QT : (3.22)F�ur den Gesamtdeformationsgradienten giltF ? = QF : (3.23)Der Tensor � realisiert die Abbildung (hier: eine Drehung) zwis
hen der Substruk-turkon�guration und einer beliebigen Zwis
henkon�guration. Da die Substruktur-kon�guration eine ausgezei
hnete feststehende Zwis
henkon�guration repr�asentiert,folgt f�ur den Abbildungstensor � �? = ~Q� : (3.24)Mit den Beziehungen (3.22), (3.23) und (3.24) gilt f�ur die verbleibenden Abbildungs-tensoren H ? = H ; (3.25)FS? = QF S: (3.26)Es kann gezeigt werden, dass die Forderung na
h Objektivit�at und Invarianz ge-gen�uber Drehungen der Zwis
henkon�guration mit dem vorgestellten Substruktur-konzept f�ur die das Deformationsgesetz pr�agenden Gr�o�en und deren Zeitableitun-gen erf�ullt ist. Der entspre
hende Na
hweis wird exemplaris
h am Beispiel des plas-tis
hen Spins (vgl. (3.17) unter Bea
htung von (3.8)) in der Ausgangskon�gurationW pD[? = 12 �C [F p�1 ~QT � _~QF p + ~Q _F p � ( _~Q� + ~Q _�)�T ~QT ~QF p���F pT _~QT + _F pT ~QT � F pT ~QT ~Q�( _�T ~QT + �T _~QT )� ~QF p�TC [�= 12 (C [F p�14F p � 4F pTF p�TC [) =W pD[ (3.27)und f�ur die Zeitableitung (vgl.(3.19)) einer beliebigen inneren kontravarianten Va-riable in der Momentankon�guration5a ℄? = QFH�1 _̂A℄H�TF TQT = Q5a ℄QT (3.28)bzw. zur�u
kgezogen in die Ausgangskon�guration



SUBSTRUKTUR 375A℄? = F �1?5a ℄?F �T ? = F �1QTQ5a ℄QTQF �T = F �15a ℄F �T = 5A ℄ (3.29)erbra
ht.Abs
hlie�end sei angef�ugt, dass mit der Annahme (3.20) die Glei
hung (3.17) au
hformuliert werden kann alsW pD[ = 12 nC [H�1 _H � _HTH�TC [o (3.30)Auf die Beziehung (3.30) wird zu einem sp�ateren Zeitpunkt w�ahrend der Herleitungdes Deformationsgesetzes zur�u
kgegri�en. Sie liefert eine Relation zur Ermittlungder Koordinaten des AbbildungstensorsH , womit der bereits erw�ahnte Verzi
ht aufdie Notwendigkeit der Bere
hnung von �!D begr�undet ist.



Kapitel 4Ein thermodynamis
h konsistentesDeformationsgesetz f�ur �niteelastis
h-plastis
he Verzerrungen
4.1 Annahmen zur Formulierung des Deformati-onsgesetzesF�ur die Formulierung des Deformationsgesetzes werden neben den Axiomen derRationalen Me
hanik im Folgenden weitere Annahmen getro�en, die teils aus Beob-a
htungen der physikalis
hen Vorg�ange im Material abgeleitet werden k�onnen, teilsdur
h mathematis
he Praktikabilit�at motiviert sind. Konkrete Ans�atze des Defor-mationsgesetzes, die diesen Annahmen gen�ugen und die Haupts�atze der Thermody-namik ni
ht verletzen, werden thermodynamis
h konsistent genannt.KovarianzprinzipEntspre
hend diesem Prinzip soll si
h die Struktur des Deformationsgesetzes ge-gen�uber Abbildungen zwis
hen vers
hiedenen Kon�gurationen ni
ht �andern [74℄.Als Konsequenz f�uhrt diese Forderung auf die Verwendung von Lie-Ableitungen zurCharakterisierung objektiver Ges
hwindigkeitsgr�o�en, die das Vors
hieben der ma-teriellen Zeitableitung eines Tensors von der Ausgangs- in eine andere Kon�gurationrealisieren.Das wird im Folgenden am Beispiel der zeitli
hen �Anderung der freien Helmholtz-Energiedi
hte verdeutli
ht. Dabei stellt A[ eine beliebige innere Variable dar. �p?bzw. �? 
harakterisieren die push-forward-Operationen f�ur die Abbildung von Ten-soren der Ausgangskon�guration in die Zwis
hen- bzw. Momentankon�guration. All-gemein gilt f�ur die Zeitableitung einer isotropen Tensorfunktion:

38



DEFORMATIONSGESETZ 39
_ = � �JI �JI�A[ �� _A[T= � �JI  F �JI�A[F T! �� �F �T _A[TF �1�= � �JI �JI�a[ �� �L�a[��T (4.1)Werden die unabh�angigen Variablen in den vers
hiedenen Kon�gurationen wie folgtgew�ahlt Ausgangskon�guration:  =  �C[;Cp[;A[�Zwis
henkon�guration:  =  ��p? �C[� ;�p? �Cp[� ;�p? �A[��=  � ~Ce[; ~G[; ~A[�Momentankon�guration:  =  ��? �C[� ;�? �Cp[� ;�? �A[��=  �g[; 
e[;a[� ;gelten unter Verwendung des Kovarianzprinzips und unter Ber�u
ksi
htigung von(4.1) f�ur die Zeitableitungen die Zusammenh�ange:_ = � �C[ �� _C[T + � �Cp[ �� _Cp[T + � �A[ �� _A[T= � � ~Ce[ �� �Lp� ~Ce[��T + � � ~G[ �� �Lp� ~G[��T + � � ~A[ �� �Lp� ~A[��T= � �g[ �� �L�g[��T + � �
e[ �� �L�
e[��T + � �a[ �� �L�a[��TKonzept der dualen VariablenEine weitere Annahme betri�t das Konzept der dualen Variablen [33℄, wel
hes beider Herleitung des Deformationsgesetzes ber�u
ksi
htigt werden soll. Im Abs
hnitt2.6 wurde darauf bereits ausf�uhrli
her eingegangen.Additive Zerlegung der Energiedi
htefunktionDie Funktion der freien Helmholtz-Energiedi
hte wird additiv in einen elastis
henund einen plastis
hen Anteil zerlegt. In der Zwis
henkon�guration enthalten diebeiden Anteile jeweils nur Gr�o�en, die rein elastis
hes bzw. rein plastis
hes Verhalten
harakterisieren.



40 ANNAHMEN =  � ~C e[; ~G[; ~A[� =  e � ~Ce[; ~G[� +  p � ~A[� (4.2)Wahl der Kon�gurationDie Auswahl der Kon�guration, in der das komplette Deformationsgesetz letztend-li
h aufgestellt wird, bildet die Basis f�ur alle na
hfolgenden Herleitungen. Im vor-liegenden Fall wird das Materialmodell in das FEM-Programm SPC-PMHP einge-bunden, wel
hes auf einer Total-Lagranges
hen Bes
hreibungsweise basiert. Damitist es zwe
km�a�ig, eine Formulierung in der Ausgangskon�guration zu realisieren.Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass f�ur alle ni
ht auf die Substruktur be-zogenen Gr�o�en materielle Zeitableitungen verwendet werden k�onnen. Der �Uber-gang von materiellen Tensoren (z.B. 2. Piola-Kir
hho�-Spannungen) zu physikalis
hmotivierten r�aumli
hen Tensoren (z.B. Cau
hy-Spannungen) wird dur
h einfa
hepush-forward-Operationen mit dem gesamten Deformationsgradienten errei
ht.Bildung von TensorinvariantenBei der Herleitung von Deformationsgesetzen der �niten Elasto-Plastizit�at spie-len skalare Tensorfunktionen wie die Flie�bedingung und die Funktion der freienHelmholtz-Energiedi
hte eine gro�e Rolle. Die hierf�ur verwendeten Ans�atze m�ussendem Objektivit�atsprinzip gen�ugen und k�onnen unter Ber�u
ksi
htigung der Theorieisotroper Tensorfunktionen mit den Invarianten der unabh�angigen Tensorvariablengebildet werden (siehe Abs
hnitt 2.5). Hierbei ist allerdings die na
hfolgend darge-stellte Eigens
haft von Tensorinvarianten bei der Abbildung in andere Kon�gura-tionen zu bea
hten. Es gilt mit B ℄ = C [�1:Kovarianter Tensor:J1 �a[� = a[�� g℄ = F �TA[F �1�� F B ℄F T = A[��B ℄ 6= A[��G℄ (4.3)Kontravarianter Tensor:J1 �a℄� = a℄�� g[ = F A℄F T �� F �TC [F �1 = A℄�� C [ 6= A℄��G[ (4.4)So erh�alt zwar die dargestellte Abbildung der ersten Invariante eines beliebigenko-/kontravarianten Tensors a[ bzw. a℄ von der Momentan- in die Ausgangskon�-guration deren invarianten Charakter, f�uhrt jedo
h zu einer Vors
hrift, die ni
ht aufder Verwendung der jeweiligen Kon�gurationsmetrik basiert.Wird das Deformationsgesetz vollst�andig in der Ausgangskon�guration formuliert,ist zun�a
hst zu ents
heiden, in wel
her Kon�guration die Invarianten f�ur isotrope,skalarwertige Tensorfunktionen origin�ar de�niert werden m�ussen.Im vorliegenden Fall werden die Invarianten f�ur die in der Flie�bedingung auftre-tenden unabh�angigen Variablen vom Spannungstyp in der Momentankon�guration



DEFORMATIONSGESETZ 41gebildet. Der Grund f�ur diese Vorgehensweise liegt in der physikalis
h sinnvollenDe�nition des Cau
hys
hen Spannungstensors als r�aumli
he Gr�o�e. Dies wird be-sonders bei der Verwendung von Spannungsdeviatoren deutli
h, die dur
h Abspal-tung eines hydrostatis
hen Anteils vom Spannungstensor entstehen, der nur in derMomentankon�guration physikalis
h korrekt bes
hrieben werden kann.F�ur die Formulierung der freien Energiedi
hte werden die Invarianten des elasti-s
hen Anteils in der Zwis
henkon�guration gebildet, die des plastis
hen in der Sub-strukturkon�guration. Dur
h diese Vorgehensweise kann gesi
hert werden, dass dieModellierung des elastis
hen Materialverhaltens unabh�angig vom plastis
hen Defor-mationszustand erfolgt.Verwendung unters
hiedli
her AbbildungstensorenDie Existenz unters
hiedli
her Verformungsme
hanismen bei elastis
hen und plasti-s
hen Verzerrungen wurde eingehend im Kapitel 3 behandelt. Bei der Formulierungdes Materialmodells wird die Wirkung dieser Me
hanismen auf das Deformations-verhalten des K�orpers ph�anomenologis
h dur
h ausgew�ahlte unabh�angige Gr�o�enbes
hrieben. Dabei auftretende plastis
he Anisotropien werden dur
h geeignete in-nere Variablen erfasst. F�ur ihre Abbildung zwis
hen vers
hiedenen Kon�gurationenwerden spezielle Abbildungstensoren de�niert.Wie s
hon im Kapitel 3 erl�autert, wird dabei die folgende Annahme getro�en: Alletensoriellen Gr�o�en, die si
h auf das Kontinuum beziehen, wie z.B. Spannungen undVerzerrungen, werden mit dem Deformationsgradienten zwis
hen der Ausgangs- undder Momentankon�guration abgebildet.F�ur Tensoren, die der ph�anomenologis
hen Charakterisierung einer dem Kontinuumunterliegenden inneren Struktur des Materials dienen, wie z.B. innere Variablen,erfolgt die Abbildung bez�ugli
h der Momentankon�guration (siehe Bild 3.5) miteinem vom Deformationsgradienten F vers
hiedenen Tensor 	 = FH�1 (sieheTabelle 2.1).4.2 Formulierung des DeformationsgesetzesEntspre
hend der �ubli
hen Vorgehensweise der Rationalen Thermodynamik sollendie im Folgenden zu de�nierenden Deformationsgesetze der �niten Elasto-Plastizit�atdie Clausius-Duhem-Unglei
hung, hier f�ur den isothermen Fall in der Ausgangskon-�guration formuliert, erf�ullen.�%0 _ + 12 T ℄�� _C[ � 0 (4.5)Gem�a� der getro�enen Annahme (4.2) wird die freie Energiedi
hte  in einen elasti-s
hen und einen plastis
hen Anteil aufgespalten. Um die Objektivit�at und Invarianz



42 FORMULIERUNGgegen�uber Drehungen der Zwis
henkon�guration zu gew�ahrleisten, wird die Ener-giedi
htefunktion als isotrope Tensorfunktion, d.h. als Funktion der Invarianten derunabh�angigen Variablen, dargestellt. Da si
h der Wert einer skalaren Funktion beieinem Kon�gurationswe
hsel ni
ht �andert und die beiden Anteile der freien Energie-di
hte voneinander unabh�angig sind, k�onnen letztere in unters
hiedli
hen Kon�gu-rationen de�niert werden. Im vorliegenden Fall werden die Invarianten zur Formu-lierung des elastis
hen Anteils in der Zwis
henkon�guration gebildet. Der plastis
heAnteil h�angt von zwei inneren Variablen Â[1 und Â[2 vom Verzerrungstyp ab. p =  p �Â[1; Â[2� (4.6)Sie repr�asentieren entspre
hend einen symmetris
hen und einen antimetris
hen zwei-stu�gen kovarianten Tensor, ihre Bedeutung wird sp�ater eingehender erkl�art. DieInvarianten dieser inneren Variablen werden in der Substrukturkon�guration gebil-det.Als unabh�angige Variable des elastis
hen Anteils wird der in der Zwis
henkon�gu-ration formulierte elastis
he Verzerrungstensor ~Ee[ gew�ahlt. e = ~ e � ~Ee[� (4.7)F�ur dessen Grundinvarianten gelten folgende Beziehungen:J1( ~Ee[) = ~Ee[ �� ~G℄ = 12 � ~C e[ � ~G[� �� ~G℄ = 12J1( ~C e[)� 32 (4.8)J2( ~Ee[) = 12 ~Ee[ ~G℄ �� ~Ee[ ~G℄ = 18 ~C e[ ~G℄ �� ~C e[ ~G℄ � 14 ~C e[ �� ~G℄ + 38= 14J2( ~C e[)� 14J1( ~C e[) + 38 (4.9)J3( ~Ee[) = 13 ~Ee[ ~G℄ ~Ee[ ~G℄ �� ~Ee[ ~G℄= 124 � ~C e[~G℄~C e[~G℄ �� ~C e[~G℄ � 3 ~C e[~G℄ �� ~C e[~G℄ + 3 ~C e[ �� ~G℄ � 3�= 18J3( ~C e[) � 14J2( ~C e[) + 18J1( ~C e[) � 18 : (4.10)Na
h einem plastis
hen pull-ba
k in die Ausgangskon�guration lassen si
h aus denInvarianten von ~C e[ mit Bp℄ = (C p[)�1 folgende Beziehungen ableiten:
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J1( ~C e[) = ~C e[ �� ~G℄= F p�T �F pT ~C e[F p�F p�1 �� ~G℄= F p�TC [F p�1 �� ~G℄= C [ �� F p�1 ~G℄F p�T= C [ �� Bp℄= C [Bp℄ �� I= J1(C [Bp℄) (4.11)und analog J2( ~C e[) = 12 ~C e[ ~G℄ �� ~C e[ ~G℄ = 12C [Bp℄ �� C [Bp℄= 12(C [Bp℄) I �� (C [Bp℄) I= J2(C [Bp℄) (4.12)J3( ~C e[) = 13 ~C e[ ~G℄ ~C e[ ~G℄ �� ~C e[ ~G℄= 13C [Bp℄C [Bp℄ �� C [Bp℄= 13(C [Bp℄) I (C [Bp℄) I �� (C [Bp℄) I= J3(C [Bp℄): (4.13)Als isotrope Tensorfunktion kann (4.7) somit unter Ber�u
ksi
htigung von (4.11)-(4.13) folgenderma�en dargestellt werden: e = ~ e �J1( ~Ee[); J2( ~Ee[); J3( ~Ee[)�= � e �J1( ~C e[); J2( ~C e[); J3( ~C e[)�= � e �J1(C [Bp℄); J2(C [Bp℄); J3(C [Bp℄)� : (4.14)Damit ergibt si
h die M�ogli
hkeit der Formulierung des elastis
hen Anteils der freienEnergiedi
hte als Funktion eines gemis
htvarianten Tensors C [Bp℄ in der Ausgangs-kon�guration, womit (4.2) die na
hstehende Gestalt erh�alt: = � e �C [Bp℄� +  p �Â[1; Â[2� : (4.15)



44 FORMULIERUNGZur Bildung von _ werden die Zeitableitungen der inneren Variablen in der Sub-strukturkon�guration als materielle Ableitungen angenommen (siehe au
h Abs
hnitt3.3):_ = � � e� �C [Bp℄� �� ��C [Bp℄�_�T + � p�Â[1 �� Â[1_ T + � p�Â[2 �� Â[2_ T
= � � e� �C [Bp℄� �� � _Bp℄TC [T + Bp℄T _C [T� + � p�Â[1 �� Â[1_ T + � p�Â[2 �� Â[2_ T :(4.16)Unter Ber�u
ksi
htigung der Symmetrie- bzw. Antimetrieeigens
haften der innerenVariablen Â[1, Â[2 und Bp℄ sowie des Verzerrungstensors C [ in der Formulierungder �Anderung der freien Energiedi
hte_ = � � e� �C [Bp℄� �� � _Bp℄C [ + Bp℄ _C [� + � p�Â[1 �� Â[1_ � � p�Â[2 �� Â[2_ (4.17)wird beim Einsetzen von (4.17) in (4.5) folgender Ausdru
k erhalten�%o8<: � � e� �C [Bp℄� �� � _Bp℄C [ +Bp℄ _C [�+ � p�Â[1 �� Â[1_ � � p�Â[2 �� Â[2_ 9=;+ 12T ℄ �� _C [ � 0 :(4.18)Dur
h Umordnen ergibt si
h8<:12T ℄ � %o � � e� �C [Bp℄�Bp℄9=; �� _C [ � %oC [ � � e� �C [Bp℄� �� _Bp℄� %o � p�Â[1 �� Â[1_ + %o � p�Â[2 �� Â[2_ � 0 : (4.19)4.2.1 Hyperelastizit�atIm Falle rein elastis
hen Materialverhaltens liegt ein thermodynamis
h reversiblerProzess vor und die Dissipationsunglei
hung (4.19) reduziert si
h auf die Beziehung:8<:12T ℄ � %o � � e� �C [Bp℄�Bp℄9=; �� _C [ = 0 : (4.20)



DEFORMATIONSGESETZ 45Daraus l�asst si
h ein hyperelastis
hes Deformationsgesetz ableiten.T ℄ = 2 %o � � e� �C [Bp℄�Bp℄ (4.21)Zur Vereinfa
hung der Darstellung wird im Weiteren vorausgesetzt, dass die kon-stante Di
hte %0 des Ausgangszustandes in die Materialparameter der Energiedi
h-tefunktion  e eingeht. Somit vereinfa
ht si
h (4.21) zu der FormulierungT ℄ = 2 � e� �C [Bp℄�Bp℄ mit  e = %0 � e: (4.22)Die Beziehung (4.22) verletzt die Unglei
hung (4.19) au
h im Falle elastis
h-plas-tis
hen Materialverhaltens ni
ht und kann als eine Hyperelastizit�atsbeziehung be-tra
htet werden.Mit (4.14) giltT ℄ = 2 3Xi=1 � e�Ji �Ji� �C [Bp℄�Bp℄ = 2 3Xi=1 �i (J1; J2; J3) �Ji� �C [Bp℄�Bp℄: (4.23)Da aus (4.11)-(4.13) folgt, dass�Ji� �C [Bp℄�Bp℄ = �Ji�C [ mit i = 1; 2; 3 (4.24)g�ultig ist, kann (4.22) unter Bea
htung von (4.23) mit �i = 
onst und (4.24) au
hals T ℄ = 2 � e� �C [Bp℄�Bp℄ = 2 � e�C [ (4.25)formuliert werden.Bei der konkreten Bes
hreibung der Hyperelastizit�at wird auf einen verallgemeiner-ten Ansatz aus [22℄ zur�u
kgegri�en, der in der Zwis
henkon�guration folgende Formannimmt: e = nPi;j=0i+j�1 
ij hI( ~C e[)� 3ii hII( ~C e[)� 3ij + 2nPk=1 �
k hIII( ~C e[)� 1ik+ mPl=2 Dl hln III( ~C e[)il (4.26)mit �
k = � nXi;j=0i+j=k 2j 
ij : (4.27)
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htefunktion (4.26) wird entspre
hend einer allgemein g�ultigen Vorge-hensweise in der Hyperelastizit�at mit den Hauptinvarianten des kovarianten elas-tis
hen Verzerrungstensors ~C e[ gebildet und kann unter Ber�u
ksi
htigung der Be-ziehungen (2.12)-(2.14) au
h als Funktion der Grundinvarianten dargestellt werden.Sie geht bei rein elastis
hem Materialverhalten in die �ubli
hen Beziehungen derklassis
hen Hyperelastizit�at �uber, bei der eine zu (4.26) struktur�aquivalente Ener-giedi
htefunktion in Invarianten des Re
hts-Cau
hy-Green-Tensors C [ mitC [ = 2E[ + G[ (4.28)formuliert wird.Konkrete Ans�atze f�ur den elastis
hen Anteil der freien Energiedi
hte  e m�ussenbestimmten physikalis
h motivierten notwendigen Bedingungen gen�ugen:� Im undeformierten Zustand nimmt die Energiedi
htefunktion den Wert Nullan.� Die Ableitung von  e na
h dem elastis
hen Verzerrungstensor hat im undefor-mierten Zustand ebenfalls den Wert Null, d.h., bei verzerrungsfreien Kon�gu-rationen wird au
h Spannungsfreiheit angenommen.� Wird das Volumen des betra
hteten K�orpers stark komprimiert, so nimmt dieEnergiedi
htefunktion  e sehr gro�e Werte an.� Es wird gefordert, dass das linearisierte hyperelastis
he Deformationsgesetzbei kleinen Verzerrungen in das Hookes
he Gesetz �ubergeht.W�ahrend gezeigt werden kann, dass die Beziehung (4.26) die ersten drei Bedingun-gen grunds�atzli
h erf�ullt, gibt der �Ubergang zu kleinen Verzerrungen die M�ogli
hkeitder Abs
h�atzung der Materialparameter dur
h die in der linearen Elastizit�at verwen-deten Konstanten.Es erwies si
h als ausrei
hend, zur Bes
hreibung des elastis
hen Materialverhaltensvon Metallen als einen speziellen Fall von (4.26) das Neo-Hooke-Modell f�ur kom-pressible Werksto�e in der Form e = 
10(I � III � 2) + D2 (ln III)2 (4.29)zu nutzen. Die oben angef�uhrten Bedingungen zur De�nition von hyperelastis
henAnteilen der Energiedi
htefunktion sind nur notwendig und ni
ht hinrei
hend f�ureine geeignete Approximation des realen Materialverhaltens. So zeigte si
h z.B.,dass die Beziehung (4.29) bei bestimmten Materialparameterkombinationen f�ur denFall des homogenen eina
hsigen Dru
ks unrealistis
he Verl�aufe der Spannungs-Ver-zerrungs-Kurven erzeugt. Das Neo-Hooke-Modell wurde deshalb in der Form
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10(I � ln III � 3) + D2 (ln III)2 (4.30)modi�ziert. Die numeris
he Realisierung erfolgte na
h dem plastis
hen pull-ba
k indie Ausgangskon�guration unter Ber�u
ksi
htigung von
10 � E4(1 + �) = G2 ; D2 � 
102 �1� 2� (4.31)mit dem Elastizit�atsmodul E, dem S
hubmodul G und der Querkontraktionszahl �.Ein �ahnli
hes Materialmodell wurde von Simo und Pister [76℄ vorges
hlagen.4.2.2 Bes
hreibung der Plastizit�atDer na
h De�nition der Elastizit�atsbeziehung verbleibende Anteil von (4.19) stelltdie plastis
he Dissipationsunglei
hung dar. Diese kann mit den weiteren konstituti-ven Annahmen�̂℄ T = %0 � p�Â[1 �̂℄ T = �̂℄ ! �̂℄ = %0 � p�Â[1 (4.32)T̂ p℄ T = %0 � p�Â[2 T̂ p℄ T = �T̂ p℄ ! T̂ p℄ = �%0 � p�Â[2 (4.33)und unter Ber�u
ksi
htigung der Beziehung (4.21) au
h in der folgenden Form ge-s
hrieben werden.Dp = � �̂℄��Â[1_ � T̂ p℄��Â[2_ � 12 C [T ℄C p[�� _Bp℄ � 0 (4.34)Hierbei sind die ersten beiden Terme in der Substrukturkon�guration de�niert, derdritte dagegen in der Ausgangskon�guration. �̂℄ ist die zu Â[1 arbeitskonjugierteVariable und repr�asentiert den R�u
kspannungstensor. Analog stellt T̂ p℄ die zu derantimetris
hen inneren Variable Â[2 arbeitskonjugierte Gr�o�e vom Spannungstypdar.Wie s
hon erw�ahnt, wird die Annahme getro�en, dass die Zeitableitungen der inne-ren Variablen in der Substrukturkon�guration materielle Ableitungen sind. Werdendiese materiellen Ableitungen in die Ausgangskon�guration abgebildet, entstehendort unter den im Abs
hnitt 4.1 dargestellten Annahmen Zeitableitungen vom Lie-Typ, deren Objektivit�at und Invarianz gegen�uber Drehungen der Zwis
henkon�gu-ration im Abs
hnitt 3.3 na
hgewiesen wurde.Dp = ��℄��4A[1 � T p℄ ��4A[2 � 12 C [T ℄C p[�� _Bp℄ � 0 (4.35)mit



48 FORMULIERUNG�℄ = H�1�̂℄H�T  ! 5�℄ = H�1�̂℄_ H�TA[1 = HT Â[1H  ! 4A[1 = HT Â[1_ H (4.36)T p℄ = H�1T̂ p℄H�T  ! 5T p℄ = H�1T̂ p℄_ H�TA[2 = HT Â[2H  ! 4A[2 = HT Â[2_ H (4.37)Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Materialien betra
htet, f�ur die dasDru
ker-Postulat erf�ullt ist, wel
hes die Werksto�stabilit�at auf eine Energieaussa-ge zur�u
kf�uhrt (siehe Krei�ig [39℄). Aus diesem Postulat l�asst si
h das Prinzipvom Maximum der plastis
hen Dissipation ableiten, wel
hes, einer von vers
hiede-nen Autoren verwendeten Vorgehensweise (siehe z.B. Simo [74℄) folgend, auf einemathematis
he ExtremwertaufgabeDp �T ℄; �℄; T p℄� �! max (4.38)mit der Flie�bedingung F zur Charakterisierung der Grenzen des elastis
hen Berei-
hes F �T ℄;�℄;T p℄� � 0 (4.39)als Nebenbedingung zur�u
kgef�uhrt werden kann (Dp = 0 f�ur F < 0).Entspre
hend der mathematis
hen Theorie der ni
htlinearen Optimierung, wie siez.B. bei Rao [68℄ dargestellt ist, wird dieses Problem na
h dem Verfahren derLagrange-Multiplikatoren dur
h die Aufgabe zur Ermittlung eines station�aren Punk-tes (Extremwert oder Sattelpunkt) f�ur die folgende Hilfsfunktion ersetzt:M = �Dp �T ℄; �℄; T p℄� + �G �T ℄; �℄; T p℄; y� ! stat (4.40)mit G �T ℄; �℄; T p℄; y� = F �T ℄; �℄; T p℄�+ y2: (4.41)Die skalare Gr�o�e y ist eine S
hlupfvariable, mit wel
her die Nebenbedingung (4.39)als Glei
hung G �T ℄; �℄; T p℄; y� = 0 (4.42)realisiert wird. � stellt einen Lagranges
hen Multiplikator dar, der im vorliegendenFall mit dem plastis
hen Multiplikator identis
h ist.Die folgenden, au
h unter dem Namen Kuhn-Tu
ker-Bedingungen bekannten,Beziehungen bilden die notwendige Voraussetzung f�ur die Existenz eines lokalenMinimums der Extremwertaufgabe (4.40) als Sonderfall des station�aren Punktes(zur allgemeinen Theorie siehe [68℄):
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��Dp �T ℄;�℄;T p℄��T ℄ + ��F �T ℄;�℄;T p℄��T ℄ = 0 (4.43)��Dp �T ℄;�℄;T p℄���℄ + ��F �T ℄;�℄;T p℄���℄ = 0 (4.44)��Dp �T ℄;�℄;T p℄��T p℄ + ��F �T ℄;�℄;T p℄��T p℄ = 0 (4.45)F �T ℄;�℄;T p℄� � 0 (4.46)�F �T ℄;�℄;T p℄� = 0 (4.47)� � 0: (4.48)Unter Bea
htung von (4.35) werden aus (4.43) - (4.45) das assoziierte Flie�gesetz_Bp℄ = �2�B ℄ �F�T ℄Bp℄; (4.49)und die Evolutionsglei
hungen f�ur die Entwi
klung der inneren Variablen4A[1 T = �� �F��℄ ! 4A[1 = �� �F��℄ (4.50)4A[2 T = �� �F�T p℄ ! 4A[2 = � �F�T p℄ (4.51)erhalten.An dieser Stelle wird die konstitutive Annahme getro�en, dass die Lie-Ableitung derinneren Variable A[2 dem plastis
hen SpinW pD[ in der Ausgangskon�guration (vgl.(3.17)) entspre
hen soll, d.h.W pD[ = 4A[2 = � �F�T p℄ : (4.52)Aus den Beziehungen (4.43) - (4.48) k�onnen die Be- und Entlastungsbedingungen inKuhn-Tu
ker-Form abgeleitet werden (siehe au
h Simo [74℄, Miehe [54℄, Szabo[82℄).



50 FORMULIERUNG� Belastung: F (T ℄;�℄;T p℄) = 0 � > 0 (4.53)� Entlastung: F (T ℄;�℄;T p℄) < 0 � = 0 (4.54)� Neutrale Belastung: F (T ℄;�℄;T p℄) = 0 � = 0 (4.55)Als hinrei
hende Bedingung f�ur das Vorhandensein eines Minimums der FunktionM (4.40) und damit des Maximums von Dp (4.38) mit der Nebenbedingung (4.39)muss die Forderung na
h einer positiv de�niten Hesse-Matrix erf�ullt sein. UnterBer�u
ksi
htigung von (4.35) reduziert si
h die Hesse-Matrix vonM auf die Matrixder zweiten Ableitungen der Flie�bedingung na
h den Spannungen und den innerenVariablen vom Spannungstyp. Wenn die Flie�bedingung eine streng konvexe Funk-tion verk�orpert, ist deren Hesse-Matrix positiv de�nit. Somit folgt aus dem Prinzipvom Maximum der plastis
hen Dissipation die allgemein anerkannte Forderung na
hKonvexit�at der Flie�bedingung.F�ur die thermodynamis
he Konsistenz konkreter Ans�atze der �niten Elasto-Plasti-zit�at ist es erforderli
h na
hzuweisen, dass sie der BedingungDp �T ℄; �℄; T p℄� � 0 (4.56)ni
ht widerspre
hen.Die numeris
he Integration des plastis
hen Teildeformationsgesetzes erfordert eineZeitdiskretisierung. Diese bedingt die Nutzung der folgenden Zusammenh�ange f�urdie Lie-Ableitungen mit den materiellen Ableitungen in der Ausgangskon�guration(siehe au
h (3.19) und (4.36-4.37)).5�℄ = _�℄ +H�1 _H�℄ +�℄ _HTH�T (4.57)5T p℄ = _T p℄ +H�1 _HT p℄ + T p℄ _HTH�T (4.58)Bei den Tensoren �℄ und A[1 bzw. T p℄ undA[2 handelt es si
h um arbeitskonjugierteGr�o�en, deren Verkn�upfung �uber die freie Energiedi
hte (vgl. (4.17) und (4.34))erfolgt. Im Weiteren wird f�ur  p in der Substrukturkon�guration ein in Â[1 und Â[2quadratis
her Ansatz gew�ahlt: p = 12�
1Ĝ℄Â[1��Ĝ℄Â[1 � 12�
2Ĝ℄Â[2��Ĝ℄Â[2: (4.59)Unter Ber�u
ksi
htigung der konstitutiven Annahmen (4.32) und (4.33)
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�̂℄ T = %0 � p�Â[1 ! �̂℄ = %0 � p�Â[1T̂ p℄ T = %0 � p�Â[2 ! T̂ p℄ = �%0 � p�Â[2f�uhrt dieser Ansatz auf �̂℄ = 
1Ĝ℄Â[1Ĝ℄ (4.60)T̂ p℄ = �
2Ĝ℄Â[2Ĝ℄ (4.61)mit 
1 = �
1%0; 
2 = �
2%0: (4.62)Dur
h ans
hlie�ende Abbildung in die Ausgangskon�guration mit dem Tensor Hentstehen die Beziehungen �℄ = 
1X ℄A[1X ℄ (4.63)T p℄ = �
2X ℄A[2X ℄ (4.64)mit X ℄ =H�1Ĝ℄H�T : (4.65)Analog dazu werden die objektiven Zeitableitungen gebildet (vgl. (4.36) u. (4.37)).5�℄ = 
1X ℄4A[1X ℄ (4.66)5T p℄ = �
2X ℄4A[2X ℄ (4.67)Unter Ber�u
ksi
htigung von (4.57) und (4.58) und unter Einbeziehung der Evoluti-onsglei
hungen (4.50) und (4.51) lassen si
h damit die materiellen Zeitableitungender inneren Variablen in der Ausgangskon�guration angeben._�℄ = 
1X ℄  �� �F��℄!X ℄ �H�1 _H�℄ ��℄ _HTH�T (4.68)_T p℄ = 
2X ℄  �� �F�T p℄!X ℄ �H�1 _HT p℄ � T p℄ _HTH�T (4.69)Die Zeitableitung des hyperelastis
hen Teildeformationsgesetzes (4.22) lautet
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_T ℄ = 2 " �2 e�(C [Bp℄)�(C [Bp℄)T �� � _C [Bp℄ +C [ _Bp℄�#Bp℄ + 2 � e�(C [Bp℄) _Bp℄:(4.70)Es kann gezeigt werden, dass dieser Ausdru
k �aquivalent zu_T ℄ = 12D4 ℄ �� " _C [ � 2� �F�T ℄ #� � T ℄ �F�T ℄B ℄ +B ℄ �F�T ℄T ℄! (4.71)mit D4 ℄ = 4 �2 e�C [�C [T (4.72)ist (siehe Anhang A). Hier und im Weiteren wird folgende S
hreibweise f�ur zweitepartielle Ableitungen einer skalaren Funktion na
h zweistu�gen Tensoren verwendet(ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit am Beispiel der Ableitung einer Funktion fna
h zwei gemis
htvarianten Tensoren X und Y ):�2f�X �Y = ��Y KL  �f�XIJGI 
GJ!
GK 
GL= �2f�XIJ�Y KLGI 
GJ 
GK 
GL (4.73)Gemeinsam mit den Evolutionsglei
hungen f�ur die inneren Variablen (4.68) und(4.69) bildet die Zeitableitung (4.71) bei Erf�ullung der Flie�bedingung F = 0 das fol-gende Deformationsgesetz des elastis
h-plastis
hen K�orpers in Form eines Algebro-Di�erenzialglei
hungssystems._T ℄ = 12D4 ℄�� _C [ �D4 ℄��� �F�T ℄ � � T ℄ �F�T ℄B ℄ +B ℄ �F�T ℄T ℄! (4.74)_�℄ = 
1X ℄  �� �F��℄!X ℄ �H�1 _H�℄ � �℄ _HTH�T (4.75)_T p℄ = 
2X ℄  �� �F�T p℄!X ℄ �H�1 _HT p℄ � T p℄ _HTH�T (4.76)_Epv = �s23B ℄ �F�T ℄ ��B ℄ �F�T ℄ (4.77)F = F �T ℄;�℄;T p℄� = 0 (4.78)Seine L�osung stellen die Spannungen, die inneren Variablen und der plastis
he Mul-tiplikator dar.
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hung (4.77) f�ur die Ges
hwindigkeit der plastis
hen Bogenl�ange1 Epv istBestandteil des Systems, weil z.B. die isotrope Verfestigung, 
harakterisiert dur
hdie aktuelle Flie�spannung TF , von Epv abh�angt. Da der mit der isotropen Verfesti-gung verbundene Energieanteil vollst�andig dissipiert, wird Epv ni
ht in die Liste derunabh�angigen Variablen der freien Energiedi
hte aufgenommen. Zur Ermittlung derplastis
hen Bogenl�ange wird eine Evolutionsglei
hung in der Form (4.77) verwendet.Es kann gezeigt werden, dass f�ur beliebige orthogonale krummlinige Koordinaten-systeme, wie sie im Rahmen der betra
hteten FE-Modelle Verwendung �nden, na
hdem �Ubergang von mathematis
hen auf physikalis
he Tensorkoordinaten eine Unter-s
heidung in ko- und kontravariante Tensoren ni
ht mehr erforderli
h ist. F�ur eine�ubersi
htli
here Darstellung wird deshalb im Weiteren auf deren spezielle Kenn-zei
hnung verzi
htet mit Ausnahme von Abs
hnitten, in denen sie f�ur ein besseresVerst�andnis sinnvoll ers
heint. An den entspre
henden Stellen wird gesondert aufdie erneute Verwendung dieser Kennzei
hnung hingewiesen.Das Algebro-Di�erenzialglei
hungssystem (4.74)-(4.78) l�asst si
h dann wie folgt dar-stellen: _T + �D4 �� � F� T � 12D4 �� _C + � T �F�T B +B �F�T T ! = 0 (4.79)_� � 
1X  ���F��!X +H�1 _H� +� _HTH�T = 0 (4.80)_T p � 
2X  �� �F�T p!X +H�1 _HT p + T p _HTH�T = 0 (4.81)_Epv � �s23 B � F� T ��B � F� T = 0 (4.82)F = (T ;�;T p) = 0: (4.83)
1(4.77) wird in der �ubli
hen Weise aus der De�nition _Epv =q 23Bp℄ _Ep[��Bp℄ _Ep[ unter Ber�u
k-si
htigung von (2.33) und (4.49) abgeleitet. Es ist anzumerken, dass mit dieser De�nition einerplastis
hen Verglei
hsgr�o�e vom Verzerrungstyp die Glei
hheit der Bilanzen der Spannungslei-stung im ein- und mehrdimensionalen Fall ledigli
h f�ur eine Flie�bedingung na
h v. Mises exaktna
hgewiesen werden kann. Aus diesem Grund wird die Verglei
hsgr�o�e Epv im Weiteren ni
ht alsplastis
he Verglei
hsdehnung, sondern als plastis
he Bogenl�ange bezei
hnet.



54 FLIESSBEDINGUNGENSeine verallgemeinerte Form lautet_T + �D4 �� � F� T � 12D4 �� _C + � T �F�T B +B �F�T T ! = 0 (4.84)_� + Q1 (T ;�;T p; �) = 0 (4.85)_T p + Q2 (T ;�;T p; �) = 0 (4.86)_Epv + Q3 (T ;�;T p; �) = 0 (4.87)F (T ;�;T p) = 0 (4.88)mit Q1 = 
1X  ��F��!X +H�1 _H� +� _HTH�T (4.89)Q2 = 
2X  � �F�T p!X +H�1 _HT p + T p _HTH�T (4.90)Q3 = ��s23 B � F� T ��B � F� T (4.91)D4 = 4 �2 e�C �C T : (4.92)
4.3 Flie�bedingungenDieses Unterkapitel widmet si
h der Formulierung zwe
km�a�iger Flie�bedingungenf�ur das im vorhergehenden Abs
hnitt 4.2 hergeleitete Deformationsgesetz (4.84)-(4.88). Hierbei werden vers
hiedene Ans�atze aus der Literatur und eigene Model-le vorgestellt, ihre Eignung zur Bes
hreibung der vers
hiedenen Verfestigungsartenuntersu
ht und ihre thermodynamis
he Konsistenz f�ur beliebige Spannungs- undVerzerrungszust�ande �uberpr�uft.An dieser Stelle sei no
hmals darauf hingewiesen, dass die Formulierung der Flie�-bedingungen mit Hilfe von Invarianten des Spannungstensors und der inneren Varia-blen vom Spannungstyp entspre
hend der konstitutiven Annahme in Abs
hnitt 4.1stets in der Momentankon�guration erfolgt. F�ur eine Lagranges
he Darstellung desDeformationsgesetzes werden die Flie�bedingungen in die Ausgangskon�gurationzur�u
kgezogen. Hierdur
h ergeben si
h modi�zierte Invariantende�nitionen gem�a�den Relationen (4.3) bzw. (4.4), was im Folgenden das Auftreten des Re
hts-Cau
hy-Green-Tensors in den Formulierungen der unters
hiedli
hen Flie�bedingungen in derAusgangskon�guration erkl�art.
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hung der erw�ahnten spezi�s
hen De�nition invarianter Gr�o�en wirdin diesem Abs
hnitt erneut die Darstellung in mathematis
hen Tensorkoordinatenmit ko- und kontravarianter Kennzei
hnung gew�ahlt.4.3.1 Probleme ohne SubstrukturWenn keine Substruktur betra
htet wird, entf�allt die innere Variable T p℄ und derAbbildungstensor H wird zum Einheitstensor. Damit geht die Substrukturkon�gu-ration in die Ausgangskon�guration �uber.Modi�zierter Ansatz na
h Baltow-Saw
zuk [4℄Baltow und Saw
zuk [4℄ haben f�ur kleine Verzerrungen eine verallgemeinertequadratis
he Flie�bedingung zur Ber�u
ksi
htigung isotroper, kinematis
her und Dis-torsionsverfestigung vorges
hlagen. Dieser Ansatz wird hier unter Ber�u
ksi
htigungvorangegangener Bemerkungen zur Invariantende�nition f�ur gro�e Verzerrungen mo-di�ziert und als Referenzmodell zur Untersu
hung des Ein
usses von Substruktur-formulierungen auf die Ergebnisse numeris
her Simulationen genutzt.F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� � 23 T 2F = 0 (4.93)mit �T ℄ = T ℄ � 13 �T ℄��C[�B℄; ��℄ analog (4.94)K4 [ =K4 [is +K4 [an (4.95)und dem isotropen Anteil des vierstu�gen Tensors in Koordinatendarstellung(Kis)IJKL = 12 �CIKCJL + CILCJK � 23CIJCKL� : (4.96)Diese modi�zierte Formulierung na
h Baltow-Saw
zuk ist in das FE-ProgrammSPC-PMHP aufgenommen worden. Eine Entwi
klung des vierstu�gen Tensors K4 [wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ni
ht realisiert (keine Evolutionsglei-
hung f�ur K4 [ im Deformationsgesetz). Der anisotrope Anteil K4 [an von K4 [ ist imProgramm mit dem Nulltensor belegt, kann aber au
h mit von Null vers
hiedenenAnfangswerten besetzt werden. Somit ist zwar keine Bes
hreibung einer Distorsions-verfestigung m�ogli
h, wohl aber die einer speziellen Anfangsanisotropie.Die thermodynamis
he Konsistenz dieses modi�zierten Ansatzes kann lei
ht na
h-gewiesen werden. Aus der Beziehung (4.23) folgt� e�(C [Bp℄) = �1 �J1�(C [Bp℄) + �2 �J2�(C [Bp℄) + �3 �J3�(C [Bp℄) (4.97)



56 FLIESSBEDINGUNGENmit den Konstanten �i; i = 1; 2; 3. Unter Ber�u
ksi
htigung der Invarianten (4.11)-(4.13) kann ges
hlussfolgert werden, dass die Terme� e�(C [Bp℄)Bp℄ und C [ � e�(C [Bp℄) (4.98)zweistu�ge symmetris
he Tensoren darstellen. Aus12C [T ℄C p[ = C [ � e�(C [Bp℄)Bp℄C p[ = C [ � e�(C [Bp℄) (4.99)folgt die Symmetrie des zweistu�gen Tensors C [T ℄C p[, womit die Dissipationsun-glei
hung (4.35) au
h ges
hrieben werden kann alsDp = ��℄��4A[1 � T p℄��4A[2 � 12C p[T ℄C [�� _Bp℄ � 0: (4.100)Diese reduziert si
h im Fall einer Betra
htung ohne Substruktur aufDp = ��℄�� _A[1 � 12T ℄��C [ _Bp℄C p[ � 0: (4.101)Unter Ber�u
ksi
htigung des assoziierten Flie�gesetzes (4.49) und der Evolutionsglei-
hung (4.50) kann die Beziehung (4.101) au
h ges
hrieben werden alsDp = �(�℄�� �F��℄ + T ℄�� �F�T ℄) � 0: (4.102)Gem�a� der Kuhn-Tu
ker-Bedingung (4.48) gilt� � 0: (4.103)Daher muss der Klammerausdru
k in (4.102) stets einen ni
ht negativen Wert an-nehmen und somit die Unglei
hung�℄�� �F��℄ + T ℄�� �F�T ℄ � 0 (4.104)erf�ullt sein. Dur
h Einsetzen der ersten Ableitungen von (4.93)�F�T ℄ = 2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄� (4.105)�F��℄ = �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄� (4.106)



DEFORMATIONSGESETZ 57in die Beziehung (4.104) ergibt si
h:�℄ �� ��2K4 [�� � �T ℄ � ��℄��+ T ℄�� � 2K4 [�� � �T ℄ � ��℄��= 2 �T ℄ � �℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� : (4.107)Unter Bea
htung der speziellen Struktur des vierstu�gen Tensors K4 [ = K4 [is (vgl.(4.96)) gilt hier und f�ur die weiteren Ans�atze der Flie�bedingung�T ℄ � �℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� : (4.108)Damit folgt unter Ber�u
ksi
htigung von (4.107) der Na
hweis der thermodynami-s
hen Konsistenz der Flie�bedingung (4.93):� �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� = 23 T 2F � 0: (4.109)4.3.2 Probleme mit SubstrukturEine grunds�atzli
he Motivation bei der Formulierung spezieller Flie�bedingungenf�ur Probleme mit Substruktur war das Streben na
h einem Deformationsgesetz zurBes
hreibung plastis
her Anisotropien, wel
hes es erlaubt, Ans�atze f�ur den plasti-s
hen Spin, wie sie z.B. bei Dafalias aufgestellt werden [18℄, innerhalb des vomvorgestellten Deformationsgesetz gebotenen Rahmens thermodynamis
h konsistentherleiten zu k�onnen.Um dieses Ziel zu errei
hen, wurden vers
hiedene Flie�bedingungsans�atze entworfenund auf ihre thermodynamis
he Konsistenz �uberpr�uft. Dabei spielte au
h ihre Leis-tungsf�ahigkeit in Bezug auf die Bes
hreibung unters
hiedli
her Verfestigungsarteneine relevante Rolle. Die folgenden Ans�atze basieren auf dem Modell na
h Baltow-Saw
zuk (4.93), wel
hes um zwe
km�a�ige Zusatzterme zur Ber�u
ksi
htigung derSubstruktur erweitert wurde.Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zuk mit einem von T ℄, T p℄ und �℄abh�angigen ZusatztermIn den Arbeiten von Dafalias [16, 17, 18℄ wird h�au�g als Evolutionsglei
hung f�ur denplastis
hen Spin in der Momentankon�guration die folgende Beziehung angegeben(s.a. (3.15)): wpD = 
wp� (�� � �� ) : (4.110)Ummit dem hier vorgestellten Deformationsgesetz eine analoge Relation zu erhalten,wurde der na
hstehende Ansatz f�ur die Flie�bedingung erforderli
h:F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄�+ 
sC [T p℄C [�� �T ℄C [�℄ ��℄C [T ℄�� 23 T 2F = 0 (4.111)



58 FLIESSBEDINGUNGENHier und in den folgenden Ans�atzen f�ur Flie�bedingungen mit Zusatzterm wird je-weils ein ni
ht negativer Parameter 
s eingef�uhrt, mit dem der Zusatzterm gegen�uberdem Baltow-Saw
zuk-Modell gewi
htet bzw. ganz verna
hl�assigt werden kann.F�ur den Sonderfall 
s = 0 liegt die Flie�bedingung ohne Ber�u
ksi
htigung der Sub-struktur vor.Die Ableitungen von (4.111) na
h den Tensoren vom Spannungstyp lauten:�F�T ℄ = 2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 
sC [ n�℄C [T p℄ � T p℄C [�℄oC [ (4.112)�F��℄ = �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 
sC [ nT p℄C [T ℄ � T ℄C [T p℄oC [ (4.113)�F�T p℄ = �
sC [ nT ℄C [�℄ � �℄C [T ℄oC [: (4.114)Zur �Uberpr�ufung der thermodynamis
hen Konsistenz des Deformationsgesetzes aufder Grundlage der Dissipationsunglei
hung (4.100) ist unter Ber�u
ksi
htigung derBeziehungen (4.49), (4.50) und (4.51) nur eine Betra
htung der Flie�bedingung er-forderli
h. Dp = �(T ℄ �� �F�T ℄ + �℄ �� �F��℄ � T p℄ �� �F�T p℄) � 0 (4.115)Da der plastis
he Multiplikator � gem�a� der Kuhn-Tu
ker-Bedingung (4.48) iminelastis
hen Berei
h positiv sein muss, rei
ht es aus, den Na
hweis der Ni
htnega-tivit�at f�ur den Klammerausdru
k in der Beziehung (4.115) zu f�uhren.T ℄ �� �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 
sC [ h�℄C [T p℄ � T p℄C [�℄iC [�+�℄ �� ��2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 
sC [ hT p℄C [T ℄ � T ℄C [T p℄iC [��T p℄ �� n�
sC [ hT ℄C [�℄ ��℄C [T ℄iC [o= 2� �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄�+ 3
sC [T p℄C [�� �T ℄C [�℄ � �℄C [T ℄�= 43T 2F + 
sC [T p℄C [�� �T ℄C [�℄ � �℄C [T ℄� (4.116)Der erste Term in der letzten Zeile der Glei
hung (4.116) ist als quadratis
her Aus-dru
k stets positiv. Beim zweiten Term kann im Gegensatz dazu ni
hts Konkreteszum Vorzei
hen ausgesagt werden, da es si
h hier um eine doppelte �Ubers
hiebungvon zwei unters
hiedli
hen antimetris
hen Tensoren handelt. Diese kann eine positive



DEFORMATIONSGESETZ 59oder negative skalare Gr�o�e darstellen. Damit k�onnen Spannungs- und Deformati-onszust�ande existieren, f�ur die die plastis
he Dissipation negative Werte annimmt.Folgli
h kann der Ansatz (4.111) f�ur die Flie�bedingung im Rahmen des vorgestelltenMaterialmodells zur Verletzung der thermodynamis
hen Konsistenz des Deformati-onsgesetzes f�uhren und wird aus diesem Grund im Weiteren ni
ht verwendet.Im Folgenden werden einige, im Rahmen des vorgestellten Materialmodells ent-wi
kelte Flie�bedingungen mit Zusatzterm f�ur die Erfassung der Substruktur ange-geben, deren thermodynamis
he Konsistenz na
hgewiesen werden kann. Aus Gr�un-den der Zwe
km�a�igkeit und unter Ber�u
ksi
htigung bisher getro�ener konstitutiverAnnahmen werden f�ur die Auswahl geeigneter Zusatzterme folgende Voraussetzun-gen postuliert:- Die Flie�bedingung soll quadratis
h bleiben.- Die Zusatzterme stellen jeweils die zweite Grundinvariante eines kontravarian-ten zweistu�gen TensorsM ℄Si dar, der si
h aus T ℄, �℄ und T p℄ zusammensetzt.Dabei wird seine Grundinvariante urspr�ungli
h in der Momentankon�gurationgebildet und ans
hlie�end in die Ausgangskon�guration zur�u
kgezogen.2J2(m℄Si) =m℄Sig[��m℄Sig[ =M ℄SiC [��M ℄SiC [ (4.117)- Die Ableitung �F=�T p℄ muss entspre
hend der konstitutiven Annahme f�urden plastis
hen Spin (4.52) antimetris
h sein.Mit T p℄ und �℄ erweiterter Ansatz na
h Baltow-Saw
zuk, symmetris
herZusatztermZur Entwi
klung einer thermodynamis
h konsistenten Flie�bedingung f�ur Proble-me mit Substruktur wurde zun�a
hst ein einfa
her, symmetris
her, von T p℄ und �℄abh�angiger Zusatzterm in die Formulierung von F aufgenommen.F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S1C [��M ℄S1C [ � 23 T 2F = 0 (4.118)mit M ℄S1 = h�T p℄C [�℄ +�℄C [T p℄i (4.119)Die ersten Ableitungen f�ur diesen Ansatz lauten:�F�T ℄ = 2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄� (4.120)�F��℄ = �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+2
s n�C [M ℄S1C [T p℄C [ +C [T p℄C [M ℄S1C [o (4.121)�F�T p℄ = 2
s n�C [M ℄S1C [�℄C [ +C [�℄C [M ℄S1C [o : (4.122)



60 FLIESSBEDINGUNGENBeim Na
hweis der thermodynamis
hen Konsistenz in analoger Weise zu den beidenvorangegangenen Flie�bedingungen ergibt si
h folgende Beziehung:T ℄ �� �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�� + �℄ �� ��2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄��+�℄ �� n2
s h�C [M ℄S1C [T p℄C [ +C [T p℄C [M ℄S1C [io�T p℄ �� n2
s h�C [M ℄S1C [�℄C [ +C [�℄C [M ℄S1C [io= 2� �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄�+ 4
sM ℄S1C [��M ℄S1C [= 43T 2F + 2
sM ℄S1C [��M ℄S1C [ � 0 : (4.123)Die letzte Zeile von (4.123) beinhaltet einerseits einen in TF quadratis
hen Term, an-dererseits eine doppelte �Ubers
hiebung von zwei identis
hen symmetris
hen Tenso-ren. Beide Anteile sind damit stets positiv, womit die thermodynamis
he Konsistenzdes Ansatzes (4.118) bewiesen wurde.Da der Zusatzterm mit dem symmetris
hen Tensor M ℄S1 keine Abh�angigkeit vomSpannungstensor T ℄ aufweist, wird deutli
h, dass der Ansatz (4.119) ledigli
h isotro-pe Verfestigungsanteile der quadratis
hen Flie�bedingung (4.118) beein
ussen kann.Zudem l�asst si
h anhand der im folgenden Kapitel vorgestellten Struktur des zeitdis-kretisierten Deformationsgesetzes (4.84)-(4.88) zeigen, dass si
h f�ur die Formulierungder Flie�bedingung (4.118) unter Ber�u
ksi
htigung des speziellen Ansatzes (4.119)keine Entwi
klung der inneren Variable T p℄ einstellt, wenn diese ni
ht mit einer vomNulltensor vers
hiedenen Anfangsbelegung versehen wurde. Das bedeutet, dass eineEntwi
klung der formativen Verfestigung, die auf dem vorgestellten Substruktur-konzept beruht, nur bei bereits vorhandener Anfangsanisotropie mit formativen An-teilen errei
ht werden kann. Die genannten Eins
hr�ankungen bei der Erfassung dervers
hiedenen Verfestigungsarten f�uhrten zur Entwi
klung leistungsf�ahigerer Flie�-bedingungen.Mit T p℄ und T ℄ erweiterter Ansatz na
h Baltow-Saw
zuk, symmetris
herZusatztermBei diesem Ansatz wurde im Verglei
h zu (4.118) im Zusatzterm die innere Variable�℄ dur
h den 2. Piola-Kir
hho�s
hen Spannungstensor T ℄ ersetzt. Damit nimmt dieFlie�bedingung die FormF = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S2C [��M ℄S2C [ � 23 T 2F = 0 (4.124)mit M ℄S2 = h�T p℄C [T ℄ + T ℄C [T p℄i (4.125)



DEFORMATIONSGESETZ 61an und f�ur die zugeh�origen ersten Ableitungen gilt:�F�T ℄ = 2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+2
s n�C [M ℄S2C [T p℄C [ +C [T p℄C [M ℄S2C [o (4.126)�F��℄ = �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄� (4.127)�F�T p℄ = 2
s n�C [M ℄S2C [T ℄C [ +C [T ℄C [M ℄S2C [o : (4.128)Au
h diese Formulierung der Flie�bedingung gen�ugt der Forderung na
h Erf�ullungder Dissipationsunglei
hung. Wegen ihrer strukturellen Analogie zum Ansatz (4.118)mit (4.119) wird auf den konkreten Na
hweis verzi
htet.Bei der Implementierung dieses Ansatzes in das FE-Programm SPC-PMHP konntesowohl eine zus�atzli
he isotrope als au
h kinematis
he und Distorsionsverfestigungsimuliert werden. Allerdings l�asst si
h au
h f�ur die Formulierung (4.125) des Zu-satzterms zeigen, dass eine Entwi
klung plastis
her Anisotropien die Existenz einerAnfangsanisotropie mit formativen Anteilen voraussetzt.Im Folgenden wird ein Ansatz f�ur eine Flie�bedingung mit Zusatzterm vorgestellt,der diese Eins
hr�ankung behebt und alle genannten Verfestigungse�ekte erfasst.Mit T p℄, T ℄ und �℄ erweiterter Ansatz na
h Baltow-Saw
zuk, symmet-ris
her ZusatztermEine reine Addition der Zusatzterme aus (4.118) und (4.124) w�urde keine ents
hei-denden Ver�anderungen f�ur die Bes
hreibung der unters
hiedli
hen Verfestigungsar-ten und der plastis
hen Anisotropie ergeben. Daher wird eine Kombination der dreiGr�o�en vom Spannungstyp T ℄, �℄ und T p℄ vorges
hlagen:F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S3C [��M ℄S3C [ � 23 T 2F = 0 (4.129)mit M ℄S3 = h�T ℄�T p℄�C [�℄ +�℄C [ �T ℄+T p℄�i : (4.130)Die ersten Ableitungen der Flie�bedingung (4.129) lauten wie folgt:�F�T ℄ = 2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+2
sC [ nM ℄S3C [�℄ +�℄C [M ℄S3oC [ (4.131)�F��℄ = �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+2
sC [ nM ℄S3C [ �T ℄ � T p℄�+ �T ℄ + T p℄�C [M ℄S3oC [ (4.132)�F�T p℄ = 2
sC [ n�M ℄S3C [�℄ +�℄C [M ℄S3oC [: (4.133)



62 FLIESSBEDINGUNGENZum Beweis der thermodynamis
hen Konsistenz von (4.129) werden diese Ableitun-gen wieder in den Klammerausdru
k der Unglei
hung (4.115) eingesetzt.T ℄ �� �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 2
sC [ hM ℄S3C [�℄ +�℄C [M ℄S3iC [�+�℄ �� � �2K4 [ �� � �T ℄ � ��℄��+�℄ �� n2
sC [ hM ℄S3C [ �T ℄ � T p℄�+ �T ℄ + T p℄�C [M ℄S3iC [o� T p℄�� �2
sC [ h�M ℄S3C [�℄ +�℄C [M ℄S3iC [�= 2 � �T ℄ � ��℄� ��K4 [ �� � �T ℄ � ��℄�+ 4
s nM ℄S3C [��M ℄S3C [o= 43T 2F + 2
s nM ℄S3C [��M ℄S3C [o � 0 (4.134)Die letzte Zeile der Beziehung (4.134) beinhaltet analog zu (4.123) einen quadra-tis
hen Term in TF und die doppelte �Ubers
hiebung eines symmetris
hen Tensorsmit si
h selbst. Es gilt wiederum, dass diese Anteile stets positiv sind, womit au
hf�ur diese Flie�bedingung die thermodynamis
he Konsistenz na
hgewiesen werdenkonnte.Beim Testen dieses Ansatzes im FE-Programm wurde festgestellt, dass er sowohl inder Lage ist, isotrope und kinematis
he, als au
h Distorsionsverfestigung zu bes
hrei-ben. Eine Entwi
klung von T p℄ kann au
h aus einem isotropen Ausgangszustandheraus erfolgen. Damit konnten die Eins
hr�ankungen der vorhergehenden Ans�atzeerfolgrei
h beseitigt werden.Konkrete Bere
hnungsbeispiele mit den vorgestellten thermodynamis
h konsistentenFlie�bedingungen werden im Kapitel 6 n�aher vorgestellt.



Kapitel 5Numeris
he Simulation
5.1 Numeris
he Behandlung des Rand- und An-fangswert-ProblemsAnfangs-Randwert-Probleme der �niten Elasto-Plastizit�at sind gew�ohnli
h ni
htmehr analytis
h l�osbar. In diesem Fall wird der Einsatz numeris
her Verfahren er-forderli
h. Geometris
h und physikalis
h ni
htlineare Anfangs-Randwert-Aufgabenwerden in der Praxis unter Nutzung von Ortsdiskretisierungsverfahren, wie z.B. derMethode der Finiten Elemente (FEM), und Zeitdiskretisierungsverfahren bearbeitet.Das Randwert-Problem wird in diskreten Orten des Kontinuums (z.B. den Knotendes FE-Netzes) dur
h Erf�ullung der Glei
hgewi
htsbedingungen gel�ost. Ni
htlineareAufgabenstellungen erfordern seine Linearisierung im Zusammenhang mit einer in-krementellen Vorgehensweise. Diese kann aus der Ges
hwindigkeitsformulierung derGrundbeziehungen zur Bes
hreibung des Glei
hgewi
htszustandes abgeleitet wer-den.Das Anfangswert-Problem bezieht si
h auf die L�osung des Algebro-Di�erenzial-glei
hungssystems f�ur das Deformationsgesetz, wie es z.B. in den Glei
hungen (4.84)-(4.88) vorgestellt wurde, wel
hes zur Bere
hnung der Spannungen, inneren Variablenund des plastis
hen Multiplikators zeitli
h diskretisiert wird.In diesem Kapitel werden die Grundlagen und numeris
hen Algorithmen f�ur dieL�osung von Anfangs-Randwert-Problemen der �niten Elasto-Plastizit�at mit demexperimentellen FE-Programm SPC-PMHP vorgestellt. Dabei nimmt die Behand-lung der Randwert-Aufgabe einen relativ geringen Raum ein. F�ur die Darstellungallgemeiner Grundlagen der FEM wird auf die Literatur verwiesen [6, 90℄. Eineausf�uhrli
he Herleitung des in SPC-PMHP realisierten FE-Modells �ndet si
h in[24℄.Den Ausgangspunkt der mathematis
hen Formulierung des FEM-Glei
hungssystemsbildet das Prinzip der virtuellen Vers
hiebungen. Es bes
hreibt f�ur Glei
hgewi
hts-zust�ande die Glei
hheit der Arbeit der inneren und �ausseren Kr�afte f�ur eine beliebigevirtuelle Vers
hiebung. 63



64 RAND- UND ANFANGSWERT-PROBLEMDur
h �Ubers
hieben des Impulssatzes (2.48) f�ur quasistatis
he Probleme in seinerDarstellung in der Ausgangskon�guration mit einer virtuellen Vers
hiebung ÆU undder ans
hlie�enden Integration �uber das gesamte K�orpervolumen wird na
h einigenUmformungen unter Ber�u
ksi
htigung der Arbeit von Randkr�aften R das Prinzipder virtuellen Vers
hiebungenZV0 T ��ÆEdV0 = ZA0 R ÆU dA0 + ZV0 %0K ÆU dV0 (5.1)erhalten. Dabei stellt K den Vektor der Massenkr�afte in seiner materiellen Formu-lierung dar, Bes
hleunigungsterme wurden verna
hl�assigt. Die ben�otigte Ges
hwin-digkeitsformulierung von (5.1) lautet [24℄:ZV0 n _T ��Æ _E + T �� h(GRAD ( _U ))TGRAD (Æ _U )io dV0 == ZA0 _R Æ _U dA0 + ZV0 %0 _K Æ _U dV0 : (5.2)Wird die materielle Zeitableitung des 2. Piola-Kir
hho�s
hen Spannungstensorsdur
h _T = dTdE �� _E (5.3)ersetzt, entstehtZV0 ( dTdE �� _E! ��Æ _E + T �� h(GRAD ( _U ))TGRAD (Æ _U )i) dV0 == ZA0 _R Æ _U dA0 + ZV0 %0 _K Æ _U dV0 : (5.4)Hierbei verk�orpert dT =dE die konsistente Materialmatrix.Im Rahmen der FEM wird das dur
h die Belastungen verursa
hte Vers
hiebungs-feld der materiellen Punkte (! U ) so ermittelt, dass die Erf�ullung des lokalen undglobalen Glei
hgewi
hts gew�ahrleistet ist. Dazu wird das Vers
hiebungsfeld in einerendli
hen Anzahl von Punkten des Kontinuums, den Knoten des FE-Netzes, aus derL�osung des Randwert-Problems bestimmt. Vers
hiebungen im Inneren der Elemen-te werden aus den Knotenvers
hiebungen und geeigneten Formfunktionen bere
h-net. Aus den Vers
hiebungen abgeleitete kinematis
he Gr�o�en wie die Verzerrungenund deren Zeitableitungen k�onnen damit ebenfalls in jedem beliebigen materiellenPunkt dur
h die Knotenvers
hiebungen, deren Zeitableitungen, die Formfunktionenund deren Ableitungen na
h den Ortskoordinaten dargestellt werden. Glei
hes gilt



NUMERISCHE SIMULATION 65f�ur inkrementelle Gr�o�en na
h dem Ersetzen materieller Zeitableitungen in der Ge-s
hwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Vers
hiebungen (5.4) dur
hDi�erenzenquotienten.Na
h dem Einsetzen dieser Approximationen in die Variationsformulierung (5.4) ent-steht letztendli
h na
h einigen Umformungen das folgende ni
htlineare algebrais
heGlei
hungssystem f�ur die Knotenvers
hiebungsinkremente � �U - das so genannteFEM-Stei�gkeitssystem [24℄: KT(U )� �U = � �P : (5.5)Mit KT wird die Gesamtstei�gkeitsmatrix bezei
hnet, wel
he aus den einzelnenElementstei�gkeitsmatrizen KT = numel℄e=1 K eT (5.6)mit K eT = ZV e0 "BT  dTdE !B + �GTT � �G# dV e0 (5.7)aufgebaut ist. Die Elementstei�gkeitsmatrix setzt si
h aus einem materiellen(1. Term mit konsistenter Materialmatrix in (5.7)) und einem geometris
hen Anteil(2. Term) zusammen. Dabei stellt B die bekannte ni
htlineare Beziehung zwis
henden Verzerrungsinkrementen in einem materiellen Punkt und den Knotenvers
hie-bungs�anderungen dar. Unter T � wird eine Matrix mit spezieller Anordnung derKoordinaten des Spannungstensors verstanden. Die Matrix �G verkn�upft Vers
hie-bungsgr�o�en in den Knoten mit Vers
hiebungsableitungen bez�ugli
h der globalenOrtskoordinaten in einem materiellen Punkt [24℄. Der Vektor � �P verk�orpert dieInkremente der auf die Knoten bezogenen Volumen- und Ober
�a
henkr�afte.Das ni
htlineare algebrais
he Glei
hungssystem (5.5) wird mit Hilfe des Newton-Verfahrens innerhalb jedes Lastinkrements gel�ost (Glei
hgewi
htsiteration).Die Gesamtstei�gkeitsmatrixKT h�angt u.a. von den Spannungen ab, wie aus Glei-
hung (5.7) zu ersehen ist. Bei elasto-plastis
hem Materialverhalten liegt f�ur dieSpannungs-Verzerrungs-Beziehung kein expliziter Zusammenhang vor. Vielmehrwird die Abh�angigkeit der Spannungen von den Verzerrungen �uber eine Ges
hwindig-keitsformulierung bes
hrieben, n�amli
h �uber das in Kapitel 4 hergeleitete Algebro-Di�erenzialglei
hungssystem (4.84)-(4.88). Daher ergibt si
h die Notwendigkeit derL�osung dieses Systems als Anfangswert-Problem zur Bestimmung der Spannun-gen und inneren Variablen (Deformationsgesetziteration). W�ahrend die L�osung desRandwert-Problems in jedem Lasts
hritt globalen Charakter hat, �ndet die L�osungdes Anfangswert-Problems innerhalb jeder Glei
hgewi
htsiteration eines Lasts
hrit-tes lokal in den Integrationsst�utzstellen (Gau�punkte) statt.Im folgenden Bild sind die wesentli
hen Iterationss
hleifen innerhalb des FE-Pro-gramms SPC-PMHP zum besseren Verst�andnis s
hematis
h vereinfa
ht dargestellt.
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Bild 5.1: S
hema der Iterationss
hleifen f�ur das FE-Programm SPC-PMHP5.2 Numeris
he Integration des Deformationsge-setzesIn diesem Abs
hnitt wird die L�osung des Anfangswert-Problems (4.84)-(4.88) mitHilfe numeris
her Zeitdiskretisierungsverfahren ausf�uhrli
h dargestellt.Zur Charakterisierung der einzelnen Iterationss
hleifen (siehe au
h Bild 5.1) sei an-gemerkt, dass mit ()n die Kennzei
hnung des Lasts
hrittbeginns erfolgt. Zu diesem



NUMERISCHE SIMULATION 67Zeitpunkt tn wird die L�osung des Feldproblems als bekannt vorausgesetzt. Die Be-zei
hnung ()jn+1 ers
heint f�ur die zu bere
hnenden Gr�o�en der j-ten Glei
hgewi
hts-iteration des Lasts
hrittes [tn; tn+1℄ sinnvoll.Wegen der besseren �Ubersi
htli
hkeit und der weiteren Vers
ha
htelung der Itera-tionsverfahren dur
h die lokale Iteration des Deformationsgesetzes wird jedo
h imWeiteren auf die Kennzei
hnung der Glei
hgewi
htsiteration innerhalb des Last-s
hrittes verzi
htet, der Index j somit k�unftig weggelassen.Wird eine der im Folgenden hergeleiteten Beziehungen erst zum Ende des ausite-rierten Lasts
hrittes ben�otigt, so wird dies an der entspre
henden Stelle explizitangegeben. Ansonsten gelten alle Beziehungen f�ur jeden globalen Iterationss
hritt jim Lastinkrement.Es sei hier darauf verwiesen, dass bei der konkreten programmte
hnis
hen Umset-zung die Koordinaten zweistu�ger Tensoren als Vektoren und die vierstu�ger Ten-soren als Matrizen verarbeitet werden.Formulierung des Anfangswert-Problems mit TUnter Nutzung des verallgemeinerten impliziten Eins
hritt-Di�erenzens
hemasyn+1 = yn + (� fn+1 + (1� �) fn) � t (5.8)zur L�osung der gew�ohnli
hen Di�erenzialglei
hungd yd t = _y = f(t; y) (5.9)mit dem Zeitinkrement � t = tn+1 � tn (5.10)und dem Wi
htungsfaktor� 2 [0; 1℄; � = 8><>: 0; 0 : Euler vorw�arts1; 0 : Euler r�u
kw�arts0; 5 : Crank-Ni
olson (Trapezregel) (5.11)wird folgende Diskretisierung der Glei
hungen (4.84)-(4.88) na
h der Zeit erzielt:T n+1 � T n � ��12D4 n+1�� _Cn+1 + (1� �)12D4 n�� _Cn��t+ "��n+1 D4 n+1�� � F� T �����n+1 + (1� �)�n D4 n�� � F� T �����n#�t+��n+1 "T n+1 � F� T �����n+1Bn+1 +Bn+1 � F� T �����n+1 T n+1#�t+(1� �)�n "T n � F� T �����nBn +Bn � F� T �����n T n#�t = 0 (5.12)



68 NUMERISCHE INTEGRATION�n+1 ��n + h�Q1n+1 + (1� �)Q1ni�t = 0 (5.13)T pn+1 � T pn + h�Q2n+1 + (1� �)Q2ni�t = 0 (5.14)Epvn+1 � Epvn + h�Q3n+1 + (1� �)Q3ni�t = 0 (5.15)F (T n+1;�n+1;T pn+1) = 0 (5.16)In die Beziehung (5.12) gehen die materielle Zeitableitung des Tensors der Gesamt-verzerrungen zu Beginn des Lasts
hrittes und f�ur die aktuelle Glei
hgewi
htsite-ration im Lasts
hritt ein. Letztere kann ni
ht direkt aus anderen zur Verf�ugungstehenden Gr�o�en bere
hnet werden. F�ur die Eliminierung von _Cn+1 wird daherwegen der Konsistenz mit dem bisher genutzten Zeitdiskretisierungsverfahren dieBeziehung (5.8) erneut angewendet, womit si
h folgende Approximation f�ur _Cn+1ergibt: _Cn+1 = 1��t h�Cn+1 � (1� �) _Cn�ti (5.17)mit �Cn+1 = Cn+1 �Cn: (5.18)Na
h dem Einsetzen dieser Beziehung in (5.12) entsteht das folgende ni
htlineareSystem algebrais
her Glei
hungen bez�ugli
h T n+1, �n+1, T pn+1, Epv n+1 und �n+1:T n+1 � T n + "��n+1 D4 n+1�� � F� T �����n+1 + (1� �)�n D4 n�� � F� T �����n#�t� 12D4 n+1���Cn+1 � 12(1� �)�D4 n �D4 n+1� �� _Cn�t+��n+1 "T n+1 � F� T �����n+1Bn+1 +Bn+1 � F� T �����n+1 T n+1#�t+(1� �)�n "T n � F� T �����nBn +Bn � F� T �����n T n#�t = 0 (5.19)�n+1 ��n + h�Q1n+1 + (1� �)Q1ni�t = 0 (5.20)T pn+1 � T pn + h�Q2n+1 + (1� �)Q2ni�t = 0 (5.21)Epvn+1 � Epvn + h�Q3n+1 + (1� �)Q3ni�t = 0 (5.22)F (T n+1;�n+1;T pn+1) = 0 (5.23)



NUMERISCHE SIMULATION 69Es ist anzumerken, dass die Bere
hnung von _Cn+1 ledigli
h am Ende des aktuellenLasts
hrittes na
h Glei
hung (5.17) erfolgt. Dabei erh�alt � den glei
hen Wert wieim Deformationsgesetz (5.19)-(5.23), wel
her aus Konvergenzgr�unden stets � 0; 5gew�ahlt wird. Eine Ausnahme bildet der erste Lasts
hritt (n = 0) mit � = 1.Um die weiteren L�osungss
hritte verk�urzt darstellen zu k�onnen, wird ein Variablen-Vektor z eingef�uhrt. z = (T ;�;T p; Epv ; �)T (5.24)Ebenso wird ein die linke Seite des Glei
hungssystems (5.19)-(5.23) repr�asentierenderOperator G de�niert. G = G �zn; zn+1;�Cn+1; _Cn� (5.25)Da die Gr�o�en zn und _Cn aus dem vorhergehenden Lasts
hritt und das Verzer-rungsinkrement aus der aktuellen L�osung des Randwert-Problems bekannt sind undsomit als �xiert angesehen werden, verk�orpert der Variablenvektor zn+1zn+1 = �T n+1;�n+1;T pn+1; Epvn+1 ; �n+1�T (5.26)die L�osung des ni
htlinearen algebrais
hen Glei
hungssystems in seiner symbolis
henDarstellung Gn+1 = G (zn+1) = 0 (5.27)f�ur den Lasts
hritt [tn; tn+1℄.Zur Bere
hnung von zn+1 aus (5.27) wird das Newtonverfahrenzi+1n+1 = zin+1 � �rzin+1 G��1 Gin+1 (5.28)herangezogen, als dessen Ergebnis ein lineares algebrais
hes Glei
hungssystem�rzin+1 G��zi+1n+1 = � Gin+1; (5.29)f�ur die iterative Ermittlung der Inkremente des L�osungsvektors z�zi+1n+1 = zi+1n+1 � zin+1 (5.30)folgt. Hierbei stellt (rz G ) die Jakobi-Matrix dar. Diese, die partiellen Ableitungendes Glei
hungssystems (5.19)-(5.23) na
h den unabh�angigen Variablen beinhaltendeMatrix lautet:



70 NUMERISCHE INTEGRATION0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
I4 + M TT M T� M TT p 0 M T���Q1�T �t I4 + ��Q1�� �t ��Q1�T p �t 0 ��Q1�� �t��Q2�T �t ��Q2�� �t I4 + ��Q2�T p �t 0 ��Q2�� �t��Q3�T �t ��Q3�� �t ��Q3�T p �t 1 ��Q3�� �t�F�T �F�� �F�T p �F�Epv 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA (5.31)mit M TT = ��D4 �� � 2 F� T � T �t+ �� "I4 �F�T B +B �F�T I4#�t+�� "T �2F�T �T B +B �2F�T �T T #�t (5.32)M T� = ��D4 �� � 2 F� T � � �t + �� "T �2F�T ��B +B �2F�T ��T #�t (5.33)M TT p = ��D4 �� � 2 F� T � T p �t+ �� "T �2F�T �T pB +B �2F�T �T pT #�t (5.34)M T� = �D4 �� � F� T �t + � "T �F�T B +B �F�T T #�t (5.35)und den folgenden, unabh�angig von der konkreten Flie�bedingung geltenden Ablei-tungen der Evolutionsfunktionen (vgl. (4.89)-(4.91))�Q1�T = 
1X  � �2F���T !X (5.36)�Q1�� = 
1X  � �2F����!X +H�1 _H I4 + I4 _HTH�T (5.37)�Q1�T p = 
1X  � �2F���T p!X (5.38)



NUMERISCHE SIMULATION 71�Q2�T = 
2X  � �2F�T p�T !X (5.39)�Q2�� = 
2X  � �2F�T p��!X (5.40)�Q2�T p = 
2X  � �2F�T p�T p!X +H�1 _H I4 + I4 _HTH�T (5.41)�Q3�T = ��23B �F�T B �� �2F�T �Tr23B �F�T ��B �F�T (5.42)�Q3�� = ��23B �F�T B �� �2F�T ��r23B �F�T ��B �F�T (5.43)�Q3�T p = ��23B �F�T B �� �2F�T �T pr 23B �F�T ��B �F�T (5.44)�Q1�� = 
1X �F� X (5.45)�Q2�� = 
2X �FT pX (5.46)�Q3�� = �s23B �F�T ��B �F�T (5.47)Der in dieser Arbeit verwendete vierstu�ge Tensor I4 bezei
hnet einen Anteil desbekannten allgemeinen isotropen Tensors und ist hier in seiner Koordinatens
hreib-weise mit IIJKL = ÆIKÆJL: (5.48)de�niert, wobei Æ das Krone
ker-Symbol darstellt.F�ur die in der Jakobi-Matrix (5.31) enthaltene erste Ableitung der Flie�bedingungna
h der plastis
hen Bogenl�ange gilt im Rahmen der vorgestellten Materialmodelleunabh�angig von der konkreten Form der Flie�bedingung�F�Epv = �43TF �TF�Epv : (5.49)Im FE-Programm SPC-PMHP wurde folgendes Potenzgesetz f�ur die Entwi
klungder Flie�spannung TF realisiert:



72 NUMERISCHE INTEGRATIONTF = TF0 + a [(Epv + �)n + �n℄ : (5.50)Ein Ansatz dieser Form wurde f�ur kleine Verzerrungen von Ludwik vorges
hlagenund von Ulbri
ht modi�ziert [85℄. Neben der Anfangs
ie�spannung TF0 k�onnendabei die Materialparameter a und n genutzt werden, um die Beziehung (5.50) anexperimentelle Flie�kurven anzupassen. Der Parameter � dient ledigli
h der Vermei-dung unendli
h gro�er Ableitungen�TF�Epv = an (Epv + �)n�1 (5.51)an der Stelle Epv = 0 bei n < 1.Wie bereits erw�ahnt, gelten die Beziehungen (5.36)-(5.47) und (5.49) unabh�angigvon den konkret in dieser Arbeit pr�asentierten Flie�bedingungen. Die weiterhin not-wendigen Ableitungen der speziellen Flie�bedingungen (4.93), (4.118), (4.124) und(4.129) na
h den unabh�angigen Variablen sind im Anhang B zusammengefasst.F�ur die zugeh�orige re
hte Seite �G n+1 des linearen Glei
hungssystems (5.29) gilt8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

( � T n+1 + T n � "��n+1 D4 n+1�� � F� T ����n+1 + (1� �)�n D4 n�� � F� T ����n#�t+ 12D4 n+1���Cn+1 + 12 (1� �)�D4 n �D4 n+1� �� _Cn�t���n+1 �T n+1 � F� T ���n+1Bn+1 +Bn+1 � F� T ���n+1 T n+1��t�(1� �)�n hT n � F� T ���nBn +Bn � F� T ���n T ni�t )��n+1 +�n � h�Q1n+1 + (1� �)Q1ni�t�T pn+1 + T pn � h�Q2n+1 + (1� �)Q2ni�t�Epvn+1 +Epvn � ��Q3n+1 + (1� �)Q3n��t�F (T n+1;�n+1;T pn+1)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
(5.52)

An dieser Stelle sei angef�ugt, dass dur
h die Multiplikation der letzten Zeile von(5.31) mit dem Inkrement des L�osungsvektors �zn+1 = zn+1 � zn im ausiterierten



NUMERISCHE SIMULATION 73Zustand (d.h. na
h erfolgrei
her L�osung des Anfangswert-Problems) die im vorge-stellten Modell implizierte Erf�ullung der Konsistenzbedingung _F = 0 im Sinne ei-ner Approximation des Di�erenzials der Flie�bedingung dur
h eine Einfa
hdi�erenzna
hgewiesen wird.Es sei no
hmals verdeutli
ht, dass das Glei
hungssystem (5.29) zur Bere
hnung derSpannungen, inneren Variablen und des plastis
hen Multiplikators in allen Integ-rationsst�utzstellen f�ur jeden i-ten lokalen Iterationss
hritt in jeder j-ten globalenGlei
hgewi
htsiteration des Lasts
hrittes [tn; tn+1℄ auszuwerten ist.Zur L�osung von (5.29) wird ein direktes Verfahren na
h Gau� eingesetzt. Zun�a
hstwird jedo
h mit der aus (5.19) abgeleiteten BeziehungT 0n+1 = T n + 12D4 n+1���Cn+1 (5.53)ein elastis
her Prediktor ausgef�uhrt. F�allt der Elastizit�atstestF �T 0n+1;�n;T pn� < 0 (5.54)positiv aus, ist mit (5.53) bereits die neue Spannungsl�osung gegeben. Eine Ver�ande-rung der inneren Variablen erfolgt in diesem Falle f�ur den aktuellen Lasts
hrittni
ht. Erweist si
h das Materialverhalten jedo
h als elastis
h-plastis
h, werden dieSpannungen, inneren Variablen und der plastis
he Multiplikator na
h dem Iterati-onss
hema (5.28) korrigiert. Als Startwert f�ur diesen Prozess �ndet der Vektorz0n+1 = �T 0n+1;�n;T pn; Epv ; �n�T (5.55)Verwendung. Der Iterationsvorgang wird beendet, wenn das Quadrat der euklidi-s
hen Norm der re
hten Seite von (5.29)kG in+1k2 = �G in+1�T G in+1 (5.56)eine vorgegebene Abbru
hs
hranke unters
hreitet.Na
h jedem Iterationss
hritt i + 1 des Deformationsgesetzes muss mit den bere
h-neten i+1-ten Werten der Spannungen und inneren Variablen zum Zeitpunkt n+1die zugeh�orige plastis
he Verzerrung Bp i+1n+1 ermittelt werden. Ihre Gr�o�e beein
usstsowohl die elastis
he Materialmatrix D4 (vgl. Beziehungen (4.15), (4.70)) als au
hden Abbildungstensor H (siehe (5.107)).F�ur die Bere
hnung des Tensors der plastis
hen VerzerrungenBp i+1n+1 wurden zwei un-ters
hiedli
he Algorithmen entwi
kelt, in das FE-Programm SPC-PMHP implemen-tiert und getestet. Dabei ist zu bemerken, dass f�ur eine ri
htige Erfassung der Sym-metrieeigens
haften von Bp im Prozess der numeris
hen Integration seiner Zeitab-leitung folgende Form der assoziierten Flie�regel (4.49) gelten soll:



74 NUMERISCHE INTEGRATION_Bp = 12 � _Bp + _BpT� = �� B �F�T Bp +Bp �F�T B! : (5.57)� Ausgehend von der De�nition des assoziierten Flie�gesetzes (5.57) und derZeitdiskretisierung (5.8) kann der Tensor der plastis
hen Verzerrungen na
hjedem Iterationss
hritt (5.28) f�ur die Ermittlung von z i+1n+1 in der folgenden,zu den �ubrigen Zeitdiskretisierungen konsistenten Form aktualisiert werden:Bp i+1n+1 = Bpn � ��i+1n+1 24B i+1n+1 � F� T �����i+1n+1Bp in+1 +Bp in+1 � F� T �����i+1n+1B i+1n+1 35�t�(1� �)�n "Bn � F� T �����nBpn + Bpn � F� T �����nBn # �t : (5.58)� In der Regel, insbesondere bei gro�en Lasts
hritten, erf�ullen die na
h Iterati-onss
hema (5.28) ermittelten Spannungen ni
ht die Bedingung (4.25). Daherwurde versu
ht, mittels einer modi�zierten Bere
hnungsweise von Bp eine ver-besserte �Ubereinstimmung mit dem hyperelastis
hen Teildeformationsgesetzzu errei
hen.Dazu wird entspre
hend (4.25) das ni
htlineare Glei
hungssystem(GT )i+1n+1 = GT �Bp i+1n+1 � = T i+1n+1 � 2 � e�C �����i+1n+1 = 0 (5.59)de�niert, in wel
hem der Tensor der plastis
hen Verzerrungen die unbekann-te Variable darstellt. Die L�osung dieses ni
htlinearen Systems mit Hilfe desNewtonverfahrens f�uhrt auf folgendes Iterationss
hema zur Bere
hnung desplastis
hen Verzerrungstensors:�Bp i+1n+1 �l+1 = �Bp i+1n+1 �l � 0�r�Bp i+1n+1 �lGT1A�1 GT h�Bp i+1n+1 �li ; (5.60)wobei unter Ber�u
ksi
htigung von (4.25) gilt:rBpGT (Bp) = � ��B p  2 � e�C ! = � �T�B p = � �D4 : (5.61)Es kann gezeigt werden, dass der Ein
uss der vorgestellten Algorithmen zur Aktua-lisierung des Tensors der plastis
hen Verzerrungen auf die Feldl�osung mit der FEMgering ist, die zweite Methode jedo
h in der Regel ein etwas besseres Konvergenz-verhalten f�ur die Deformationsgesetziteration aufweist.



NUMERISCHE SIMULATION 75Konsistente MatrixZur Generierung der Elementstei�gkeitsmatrizen K eT (5.7) f�ur das linearisierte FE-Glei
hungssystem wird die konsistente Materialtangente dT =dE ben�otigt. Aus derimpliziten Di�erenziation des Glei
hungssystems (5.19)-(5.23) in der FormGn+1 = G (zn+1;En+1) = 0 (5.62)na
h dem Tensor der Gesamtverzerrungen E folgt die BeziehungdGdEn+1 = � G�En+1 + �rzn+1 G� d zn+1dEn+1 = 0 : (5.63)Da die in Glei
hung (5.63) enthaltene Jakobi-Matrix bereits aus der Integration desDeformationsgesetzes vorliegt, kann unmittelbar die konsistente Materialtangentef�ur den na
hfolgenden globalen Iterationss
hritt angegeben werden:
�rzn+1 G�

0BBBBBBBBBBBBBBB�
dTdE jn+1d�dE jn+1dT pdE jn+1dEpvdE jn+1d �dE jn+1

1CCCCCCCCCCCCCCCA =
0BBBBBBBBBBBBBBB�
D4 n+1 +M4 n+1040400

1CCCCCCCCCCCCCCCA (5.64)
mitM4 n+1 = 2��n+1  T n+1 �F�T �����n+1Bn+1 I4 Bn+1 +Bn+1 I4 Bn+1 �F�T �����n+1 T n+1!�t:(5.65)Die konsistente Materialtangente wird jeweils na
h Beendigung der lokalen Itera-tion f�ur das Deformationsgesetz ermittelt und f�ur die na
hfolgende Korrektur derVers
hiebungsl�osung verwendet (Glei
hgewi
htsiteration bzw. Lasts
hritt).Dieser Algorithmus zur Ermittlung der konsistenten Materialmatrix unter Ber�u
k-si
htigung der De�nition des Materialmodells als Algebro-Di�erenzialglei
hungssys-tem zeigt die Vorteile des vorgestellten Verfahrens zur Integration des Deformati-onsgesetzes gegen�uber herk�ommli
hen Methoden. So werden zwar au
h bei den ausder Literatur bekannten L�osungsverfahren der Eliminierung des plastis
hen Mul-tiplikators und der Return-Methoden zum jeweiligen Algorithmus konsistente Ma-terialmatrizen ermittelt, ihre numeris
he Bere
hnung erfordert jedo
h zus�atzli
henAufwand, da sie ni
ht in die eigentli
he L�osung des Anfangswert-Problems einge-bettet werden kann. Au�erdem wird beim Verfahren der Eliminierung des plasti-s
hen Multiplikators die Erf�ullung der Flie�bedingung ni
ht dur
h den Algorithmus



76 NUMERISCHE INTEGRATIONgew�ahrleistet. Das hier vorgestellte Projektionsverfahren verdeutli
ht insbesonde-re dur
h die M�ogli
hkeit der Ausnutzung der �Ahnli
hkeit numeris
her Strukturen(z.B. lineare Glei
hungssysteme mit jeweils glei
her Systemmatrix und unters
hied-li
her re
hter Seite) die Vorteile des FE-Programmes SPC-PMHP bei der Bearbei-tung vers
hiedenartiger Detailprobleme im Prozess der FE-Bere
hnung (L�osung desAnfangswert-Problems, Ermittlung der konsistenten Materialmatrix u.a.).Zudem wird die konsistente Materialmatrix mit der glei
hen numeris
hen Genauig-keit approximiert wie die kinetis
hen Gr�o�en.Hervorzuheben ist weiterhin die Allgemeing�ultigkeit der grunds�atzli
hen Vorgehens-weise der vorgestellten Methodik unabh�angig von der konkreten Struktur der An-s�atze f�ur Energiedi
htefunktion, Flie�bedingung und Evolutionsglei
hungen. Dasverleiht der in SPC-PMHP realisierten Materials
hnittstelle eine hohe Flexibilit�at.Alternative Formulierung des Anfangswert-Problems mit BpBei der Formulierung des Deformationsgesetzes gem�a� (5.19)-(5.23) werden in deriterativen L�osung die gesu
hten Inkremente der Spannungen T und T p bzw. derR�u
kspannungen � stets aufaddiert. Diese Vorgehensweise kann bei gro�en Last-s
hritten zu Ungenauigkeiten der bere
hneten Spannungen f�uhren.Die ermitteltenWerte f�ur den 2. Piola-Kir
hho�s
hen Spannungstensor m�ussen theo-retis
h glei
h denen sein, die si
h aus der Ableitung des freien Energie-Potenzialsna
h dem elastis
hen Verzerrungstensor ergeben. Wenn die Lasts
hritte zu gro�gew�ahlt werden, ist diese Glei
hheit ni
ht mehr hinrei
hend gew�ahrleistet.Eine M�ogli
hkeit der korrekteren Spannungsbere
hnung bei gr�o�eren Lasts
hrit-ten bietet die direkte Einbeziehung des assoziierten Flie�gesetzes (5.57) anstelleder Zeitableitung des hyperelastis
hen Deformationsgesetzes (4.84) in das Algebro-Di�erenzialglei
hungssystem (4.84)-(4.88). Als neue unabh�angige Variable ersetztder plastis
he Verzerrungstensor Bp die bisherige, den Tensor der 2. Piola-Kir
hho�-Spannungen T .Die Formulierung des Deformationsgesetzes (4.84)-(4.88) ver�andert si
h wie folgt:_Bp + � "B � F� T Bp +Bp � F� T B# = 0 (5.66)_� + Q1(T ;�;T p; �) = 0 (5.67)_T p + Q2(T ;�;T p; �) = 0 (5.68)_Epv + Q3(T ;�;T p; �) = 0 (5.69)F (T ;�;T p) = 0 : (5.70)



NUMERISCHE SIMULATION 77Werden erneut die impliziten Eins
hrittverfahren (5.8) f�ur die Zeitdiskretisierunggenutzt, ergibt si
h das folgende System ni
htlinearer algebrais
her Glei
hungenBpn+1 �Bpn + "(1� �)�n  Bn � F� T �����nBpn +Bpn � F� T �����nBn!+ ��n+1  Bn+1 � F� T �����n+1Bpn+1 +Bpn+1 � F� T �����n+1Bn+1!#�t = 0 (5.71)�n+1 ��n + h�Q1n+1 + (1� �)Q1ni�t = 0 (5.72)T pn+1 � T pn + h�Q2n+1 + (1� �)Q2ni�t = 0 (5.73)Epv n+1 � Epv n + [�Q3n+1 + (1� �)Q3n℄ �t = 0 (5.74)Fn+1(T n+1;�n+1;T pn+1) = 0 ; (5.75)das in analoger Weise wie (5.27) symbolis
h dargestellt und mittels des Newton-Verfahrens gel�ost werden kann. Dabei nimmt der Variablenvektor z die Formzn+1 = �Bpn+1;�n+1;T pn+1; Epvn+1 ; �n+1�T (5.76)an und die Jakobi-Matrix erh�alt das folgende Aussehen:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
I4 + MBpBp MBp� MBpT p 0 MBp���Q1�Bp �t I4 + ��Q1�� �t ��Q1�T p �t 0 ��Q1�� �t��Q2�Bp �t ��Q2�� �t I4 + ��Q2�T p �t 0 ��Q2�� �t� �Q3�Bp �t ��Q3�� �t ��Q3�T p �t 1 ��Q3�� �t�F�Bp �F�� �F�T p �F�Epv 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(5.77)



78 NUMERISCHE INTEGRATIONmit MBpBp = �� "B �F�T I4 + I4 �F�T B +B �2F�T �BpBp +Bp �2F�T �BpB#�t(5.78)MBp� = �� "B �2F�T ��Bp +Bp �2F�T ��B#�t (5.79)MBpT p = �� "B �2F�T �T pBp +Bp �2F�T �T pB#�t (5.80)MBp� = � "B �F�T Bp +Bp �F�T B#�t : (5.81)
Es gilt unter Ber�u
ksi
htigung von (5.61)�F�Bp = �F�T �� �T�Bp = �F�T �� �D4 (5.82)und analog �Q1�Bp = �Q1�T �� �D4 (5.83)�Q2�Bp = �Q2�T �� �D4 (5.84)�Q3�Bp = �Q3�T �� �D4 (5.85)�2F�T �Bp = �2F�T �T �� �D4 : (5.86)Daraus folgt na
h der Linearisierung des Glei
hungssystems (5.71)-(5.75) im Rah-men des Newton-Verfahrens ein System linearer algebrais
her Glei
hungen der Form(5.29) mit der modi�zierten Jakobi-Matrix rzG



NUMERISCHE SIMULATION 790BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
I4 + MBpBp MBp� MBpT p 0 MBp���Q1�T �� �D4 �t I4 + ��Q1�� �t ��Q1�T p �t 0 ��Q1�� �t��Q2�T �� �D4 �t ��Q2�� �t I4 + ��Q2�T p �t 0 ��Q2�� �t��Q3�T �� �D4 �t ��Q3�� �t ��Q3�T p �t 1 ��Q3�� �t�F�T �� �D4 �F�� �F�T p �F�Epv 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(5.87)

und der re
hten Seite �Gn+18>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�Bpn+1 +Bpn � "��n+1  Bn+1 � F� T ����n+1Bpn+1 +Bpn+1 � F� T ����n+1Bn+1!+ (1� �)�n �Bn � F� T ����nBpn +Bpn � F� T ����nBn���t��n+1 +�n � h�Q1n+1 + (1� �)Q1ni�t�T pn+1 + T pn � h�Q2n+1 + (1� �)Q2ni�t�Epv n+1 + Epvn � [�Q3n+1 + (1� �)Q3n℄ �t� F (T n+1;�n+1;T pn+1)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;(5.88)Die Spannungen werden na
h jedem lokalen Iterationss
hritt i + 1 aus dem hyper-elastis
hen DeformationsgesetzT i+1n+1 = 2 � e(Cn+1;Bp i+1n+1 )�C n+1 (5.89)bere
hnet. Daraus ergibt si
h f�ur den elastis
hen PrediktorT 0n+1 = 2 � e(Cn+1;Bpn)�Cn+1 : (5.90)Mit diesen Prediktorspannungen wird erneut entspre
hend der Beziehung (5.54)�uberpr�uft, ob no
h elastis
hes Materialverhalten vorliegt. Ist das ni
ht der Fall, wirddas Glei
hungssystem (5.71)-(5.75) na
h dem S
hema (5.28) iterativ gel�ost, bis das



80 NUMERISCHE INTEGRATIONQuadrat der euklidis
hen Norm der re
hten Seite eine vorgegebene Abbru
hs
hrankeunters
hreitet. Die Startwerte f�ur den Iterationsprozess werden im Vektorz0n+1 = (Bpn;�n;T pn; Epv n; �n)T (5.91)zusammengefasst.Den Ausgangspunkt f�ur die Bere
hnung der konsistenten Materialtangente bildetbei dieser Formulierung das hyperelastis
he TeildeformationsgesetzT = 2� e�C ; (5.92)von dem das vollst�andige Di�erenzial gebildet wird:dT = 2 �2 e�C �C �� dC + ��Bp  2� e�C ! �� dBp = 12D4 �� dC + �D4 �� dBp : (5.93)Ausgehend von dieser Beziehung lautet die konsistente MaterialmatrixdTdE = 2dTdC =D4 + 2 �D4 �� dBpdC : (5.94)Zur Ermittlung des unbekannten vierstu�gen Tensors dBpdC wird das Glei
hungssys-tem (5.71)-(5.75) implizit na
h dem re
hten Cau
hy-Green-Tensor C di�erenziertdGdCn+1 = � G�Cn+1 + �rzn+1 G� d zn+1dCn+1 = 0 ; (5.95)was auf die Beziehung
�rzn+1 G�

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
dBpdC jn+1d�dC jn+1dT pdC jn+1dEpvdC jn+1d �dC jn+1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�M4 n+1040400
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA (5.96)

mit�M4 n+1 = ��n+1  Bn+1 I4 Bn+1 �F�T �����n+1Bpn+1 +Bpn+1 �F�T �����n+1Bn+1 I4 Bn+1!�t(5.97)



NUMERISCHE SIMULATION 81f�uhrt. Die L�osung dieses linearen Glei
hungssystems liefert die unbekannte Gr�o�edBpdC , mit der die Bere
hnung der konsistenten Materialtangente entspre
hend Glei-
hung (5.94) erfolgen kann.5.3 Ebener SpannungszustandBei der numeris
hen Simulation zweidimensionaler Probleme in kartesis
hen Koor-dinaten ist der ebene Verzerrungszustand mit C33 = 1 = 
onst, CI3 = C3I = 0(I = 1; 2) das nat�urli
he FE-Modell, da nur die zwei Knotenvers
hiebungskoordina-ten in der betra
hteten Ebene ermittelt werden, die zudem von der Koordinate X3senkre
ht zur Ebene ni
ht abh�angen. Die Ber�u
ksi
htigung des ebenen Spannungs-zustandes mit den BedingungenC33 6= 1; T I3 = T 3I = 0; (I = 1; 2; 3) (5.98)erfordert daher in FE-Programmen eine besondere Behandlung als ebenes Problem.Es wird ein Algorithmus vorgestellt, der eine Ver�anderung des Verzerrungstensorsinnerhalb der L�osung des Anfangswertproblems in der Form gew�ahrleistet, dass dieGlei
hung T 33 �(C33)n+1� = 0 (5.99)erf�ullt wird. Dabei ist anzumerken, dass bei der iterativen L�osung von (5.99) ledigli
hdie Abh�angigkeit der Spannungskoordinate T 33n+1 von der Koordinate (C33)n+1 desTensors der Gesamtverzerrungen betra
htet wird. Weitere unabh�angige Variablen,wie die �ubrigen Koordinaten des Verzerrungstensors, werden w�ahrend der L�osungvon (5.99) als konstant angenommen.Da bei ni
htlinearemMaterialverhalten eine explizite Angabe der Materialmatrix f�urden ebenen Spannungszustand ni
ht m�ogli
h ist (im Gegensatz beispielsweise zumHookes
hen Gesetz), wird im FE-Programm SPC-PMHP die ni
htlineare Glei
hung(5.99) numeris
h gel�ost. Zu diesem Zwe
k wird erneut das Newton-Verfahren verwen-det, bei dem si
h eine neue L�osung (C33)n+1jl+1 aus der vorhergehenden (C33)n+1jlwie folgt ergibt:(C33)n+1jl+1 = (C33)n+1jl � 0� �T 33�C33!n+1�����l1A�1 T 33n+1 ((C33)n+1jl) : (5.100)Dieser Algorithmus zur Ber�u
ksi
htigung des ebenen Spannungszustandes gilt un-abh�angig von dem konkreten funktionellen Zusammenhang (5.99). Im Weiteren wirddie konsistente Behandlung des ebenen Spannungszustandes f�ur die im Abs
hnitt5.2 vorgestellten Formulierungen des Anfangswert-Problems dargelegt. Dazu mussdie entspre
hende Abh�angigkeit der Spannungskoordinate T 33n+1 von (C33)n+1 auf derBasis des jeweiligen Deformationsgesetzes angegeben werden.



82 EBENER SPANNUNGSZUSTANDWeiterhin sind die im Algorithmus (5.100) enthaltenen Ableitungen von T 33 na
hC33 zum Zeitpunkt n + 1 zu bilden. Die Korrektur der Tensorfelder erfolgt in jederIntegrationsst�utzstelle f�ur die aktuelle Glei
hgewi
htsiteration des Lastinkrements[tn; tn+1℄. Sie wird wiederum ni
ht dur
h den speziellen Index j gekennzei
hnet. Un-abh�angig von der konkreten De�nition des Materialmodells wird im FE-ProgrammSPC-PMHP diese Korrektur jeweils vor dem elastis
hen Prediktor und vor jederL�osung des diskretisierten Deformationsgesetzes innerhalb der lokalen Iterations-s
hleife i (vgl. Bild 5.1) des Anfangswert-Problems ausgef�uhrt. Damit ist gew�ahrleis-tet, dass der in der Koordinate C33 korrigierte Verzerrungszustand bei der L�osungdes Anfangswert-Problems alle Koordinaten des Spannungstensors und der innerenVariablen im Sinne des ebenen Spannungszustandes beein
usst. Diese wirken ih-rerseits im Prozess der globalen Glei
hgewi
htsiterationen auf den gesamten Verzer-rungstensor ein, so dass letzten Endes Tensorfelder ermittelt werden, die den ebenenSpannungszustand mit einer gew�uns
hten Genauigkeit bes
hreiben. Die Startwertef�ur den Newton-Algorithmus (5.100) werden aus der aktuellen L�osung des Rand-wertproblems gewonnen.Formulierung des Anfangswert-Problems mit TAus der Beziehung (5.19) des diskretisierten Deformationsgesetzes folgt unter derVoraussetzung T 33n = 0 na
hstehende Glei
hung zur Ermittlung der Verzerrungsko-ordinate (C33)n+1 im Falle des ebenen Spannungszustandes:T 33n+1 (C33) = �� �n+1�tD33KLn+1 � F� TLK �����n+1 � (1� �)�n�tD33KLn � F� TLK �����n+12(1� �)�t �D33KLn � D33KLn+1 � � _CLK�n+12 D33KLn+1 h(CLK)n+1 � (CLK)ni�2��n+1 T 33n+1 � F� T 33 �����n+1B33n+1 = 0 : (5.101)Die Summation der Tensorkoordinaten erfolgt jeweils �uber die IndexpaareKL = (11; 22; 33; 12; 21).Das Iterationss
hema (5.100) erfordert die Bere
hnung der partiellen Ableitung derGlei
hung (5.101) na
h der Verzerrungskoordinate (C33)n+1. Ausgehend von Bezie-hung (5.101) hat diese Ableitung folgende Form:



NUMERISCHE SIMULATION 83� T 33 (C33)� C33 �����n+1 = �� �n+1�t � D33KL� C33 �����n+1 � F� TLK �����n+1�12(1� �)�t � D33KL� C33 �����n+1 � _CLK�n+12 � D33KL� C33 �����n+1 h(CLK)n+1 � (CLK)ni + 12 D3333n+1+2��n+1 T 33n+1 � F� T 33 �����n+1 �B33n+1�2 (5.102)mit �B33�C33 = �B33 �C33�C33 B33 = � �B33�2 : (5.103)Somit sind zus�atzli
h die Ableitungen�D3311�C33 ; �D3322�C33 ; �D3333�C33 ; �D3312�C33 = �D3321�C33 (5.104)des vierstu�gen hyperelastis
hen MaterialtensorsD4 na
h der VerzerrungskoordinateC33 zu bere
hnen. Auf die Angabe dieses formal mathematis
hen Vorgehens f�ur denkonkreten Ansatz des elastis
hen Anteils der freien Energiedi
hte (4.30) wird hierverzi
htet.Alternative Formulierung des Anfangswert-Problems mit BpMit der Darstellung des diskretisierten Deformationsgesetzes dur
h das Glei
hungs-system (5.71)-(5.75) ergibt si
h eine weniger aufwendige Behandlung des ebenenSpannungszustandes. Na
h dem Iterationsalgorithmus (5.100) muss dazu ledigli
hdie ni
htlineare Glei
hungT 33n+1 (C33) = 2 � e�C33 �����n+1 = 0 ; (5.105)basierend auf der Beziehung (5.89), gel�ost werden. Die in (5.100) ben�otigte Span-nungskoordinate T 33n+1 ((C33)n+1) folgt aus der partiellen Ableitung des elastis
henAnteils der freien Energiedi
hte na
h der Verzerrungskoordinate (C33)n+1, die Ab-leitung dieser Spannungskoordinate na
h der Verzerrungskoordinate (C33)n+1 aus� T 33n+1 (C33)� C33 = ��C33  2 � e�C33 �����n+1! = 2 �2 e�C33�C33 �����n+1 = 12 D3333n+1 : (5.106)



84 ABBILDUNGSTENSOR H5.4 Bere
hnung des Abbildungstensors HDer AbbildungstensorH und seine materielle Zeitableitung _H sind Bestandteil derEvolutionsglei
hungen (4.75) und (4.76) f�ur die inneren Variablen und deren Ablei-tungen na
h den Spannungen und den inneren Variablen bei Ber�u
ksi
htigung derSubstruktur. Im Kapitel 3 wurde die De�nition dieses Abbildungstensors zwis
hender Ausgangs- und der Substrukturkon�guration bereits im Detail dargestellt. ImFolgenden wird auf das f�ur seine Bestimmung entwi
kelte Verfahren n�aher eingegan-gen. Dabei wird in diesem Abs
hnitt wegen der besseren Verst�andli
hkeit erneut dieDarstellung in mathematis
hen Tensorkoordinaten mit ihrer speziellen Kennzei
h-nung ko- und kontravarianter Tensoren verwendet.Der TensorH setzt si
h aus dem plastis
hen Anteil des Deformationsgradienten F pund einem orthogonalen Drehtensor � zusammen. Letzterer vermittelt eine Abbil-dung zwis
hen der Substrukturkon�guration und der plastis
hen Zwis
henkon�gu-ration (vgl. Bild 3.5). H = �TF p (5.107)Na
h Anwendung der polaren Zerlegung f�ur den plastis
hen Anteil des Deformati-onsgradienten F p = RpU p (5.108)und dem Zusammenfassen der Tensoren �T und Rp zu einem orthogonalen Dreh-tensor �Rp ergibt si
h H = �RpU p : (5.109)Dabei realisiert der Zweipunkttensor �Rp eine Drehung zwis
hen der Ausgangskon�-guration und der Substrukturkon�guration. Der symmetris
he plastis
he Stre
kten-sor U p ist in der Ausgangskon�guration de�niert. Seine Koordinaten werden ausder L�osung des Eigenwertproblems f�ur den bekannten plastis
hen VerzerrungstensorC p[ = Bp℄�1 ermittelt. Da C p[ = (U p)T U p[ (5.110)gilt, sind die Eigenwerte von U p glei
h der Quadratwurzel der Eigenwerte von C p[.Weiterhin wurde die konstitutive Annahme getro�en, dass die Lie-Ableitung derantimetris
hen inneren Variable A[2 dem in Glei
hung (3.30) de�nierten plastis
henSpin entspri
ht. Unter Ber�u
ksi
htigung von (4.51) gilt:W pD[ = 12 �C [H�1 _H � _HTH�TC [� = 4A[2 = � �F�T p℄ : (5.111)



NUMERISCHE SIMULATION 85Diese Beziehung stellt eine Bestimmungsglei
hung f�ur H dar, wel
he innerhalb derlokalen Deformationsgesetziteration (5.28) na
h jeder L�osung z i+1n+1 auszuwerten ist.Es soll wiederum auf die Kennzei
hnung der globalen Glei
hgewi
htsiteration j undau
h der lokalen Iteration i verzi
htet werden. Somit kann Glei
hung (5.111) ge-s
hrieben werden als:12 �C [n+1H�1n+1 _H n+1 � _H Tn+1H�Tn+1C [n+1� = � �F�T p℄ �����n+1 : (5.112)Dur
h konsistente Substitution der Zeitableitung _Hn+1 �aquivalent zu _Cn+1 (sieheGlei
hung (5.17)) mittels _Hn+1 = �H n+1��t � 1� �� _Hn (5.113)(mit � = 1 bei n = 0) ergibt si
h f�ur (5.112) folgender Ausdru
k12 �C [n+1 hH�1n+1 (Hn+1 �Hn)� (1� �)�tH�1n+1 _Hni�� ��H Tn+1 �H Tn�H�Tn+1 � (1� �)�t _H TnH�Tn+1�C [n+1� = ���t �F�T p℄ �����n+1 ;(5.114)der si
h weiter zusammenfassen l�asst:12 �C [n+1 h�H�1n+1Hn � (1� �)�tH�1n+1 _Hni �� ��H TnH�Tn+1 � (1� �)�t _H TnH�Tn+1�C [n+1� = ���t �F�T p℄ �����n+1 :(5.115)Die Ber�u
ksi
htigung der polaren Zerlegung des Abbildungstensors H (5.109) mo-di�ziert die Beziehung (5.115) wie folgt:12 ��C [n+1U p�1n+1 �RpTn+1 hHn + (1� �)�t _Hni ++ �H Tn + (1� �)�t _H Tn� �Rpn+1U p�1n+1C [n+1� = ���t �F�T p℄ �����n+1 :(5.116)Die Werte f�ur Hn und _Hn sind aus dem vorhergehenden Lasts
hritt, C [n+1 ausder aktuellen L�osung des Randwert-Problems und U p�1n+1 sowie �F=�T p℄ jn+1 aus



86 ABBILDUNGSTENSOR Hder aktuellen L�osung des Anfangswert-Problems bekannt. Somit stellt die Bezie-hung (5.116) ein Glei
hungssystem zur Ermittlung der Koordinaten des orthogona-len Drehtensors �Rpn+1 dar. Na
h L�osung dieses Systems kann der AbbildungstensorH unter Ber�u
ksi
htigung der Beziehung (5.109) bere
hnet werden.F�ur eine �ubersi
htli
here Darstellung der weiteren Operationen werden einige Ab-k�urzungen eingef�uhrt. M [ = U p�1n+1C [n+1 (5.117)N =H Tn + (1� �)�t _H Tn (5.118)Z [ = 2���t �F�T p℄ �����n+1 (5.119)R = �Rpn+1 (5.120)Mit diesen Vereinbarungen gilt�M [TRTN T +NRM [ = Z [ (5.121)bzw. in Koordinatens
hreibweise�N JKMIL �MIKN JL �RIJ = ZKL : (5.122)Da Z [ ein antimetris
her Tensor ist, gelten Z(KK) � 0 (keine Summation �uber denIndex K) und ZKL = �ZLK , so dass letztendli
h im dreidimensionalen Fall nur dreivoneinander unabh�angige Glei
hungen f�ur die Bere
hnung von R erhalten werdenk�onnen. F�ur eine eindeutige Bestimmung von R ist das unzurei
hend, weshalb na
hzus�atzli
hen Bedingungen gesu
ht werden muss. Da R ein orthogonaler Tensor ist,muss RTR = I (5.123)erf�ullt sein, womit die no
h fehlenden se
hs Glei
hungen gewonnen werden k�onnen.Na
h �Ubergang von der Tensor- in die Matrizens
hreibweise ergibt si
h das folgendeni
htlineare Glei
hungssystem.



NUMERISCHE SIMULATION 87(M12N11�M11N21)R11 + (M22N11�M21N21)R12+(M32N11�M31N21)R13 + (M12N12�M11N22)R21+(M22N12�M21N22)R22 + (M32N12�M31N22)R23+(M12N13�M11N23)R31 + (M22N13�M21N23)R32+(M32N13�M31N23)R33 � Z12 = 0 (5.124)(M13N11�M11N31)R11 + (M23N11�M21N31)R12+(M33N11�M31N31)R13 + (M13N12�M11N32)R21+(M23N12�M21N32)R22 + (M33N12�M31N32)R23+(M13N13�M11N33)R31 + (M23N13�M21N33)R32+(M33N13�M31N33)R33 � Z13 = 0 (5.125)(M13N21�M12N31)R11 + (M23N21�M22N31)R12+(M33N21�M32N31)R13 + (M13N22�M12N32)R21+(M23N22�M22N32)R22 + (M33N22�M32N32)R23+(M13N23�M12N33)R31 + (M23N23�M22N33)R32+(M33N23�M32N33)R33 � Z23 = 0 (5.126)R211 +R221 +R231 � 1 = 0 (5.127)R212 +R222 +R232 � 1 = 0 (5.128)R213 +R223 +R233 � 1 = 0 (5.129)R11R12 +R21R22 +R31R32 = 0 (5.130)R11R13 +R21R23 +R31R33 = 0 (5.131)R12R13 +R22R23 +R32R33 = 0 (5.132)Dieses ni
htlineare Glei
hungssystem kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens nume-ris
h gel�ost werden, worauf im Anhang C n�aher eingegangen wird.Bei einem ebenen Problem entfallen einige der Koordinaten von M , R und N .M = 0BBBB� M11 M12 0M21 M22 00 0 M33 1CCCCA (5.133)
N = 0BBBB� N11 N12 0N21 N22 00 0 N33 1CCCCA (5.134)
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R = 0BBBB� R11 R12 0R21 R22 00 0 R33 1CCCCA = 0BBBB� 
os 
 � sin 
 0sin 
 
os 
 00 0 1 1CCCCA (5.135)Unter Ber�u
ksi
htigung der Beziehungen zwis
hen den Koordinaten eines orthogona-len Tensors (5.135) gelingt es, im ebenen Fall das Glei
hungssystem (5.124)-(5.132)auf eine Relation zu reduzieren, n�amli
h auf eine Bestimmungsglei
hung f�ur denunbekannten Winkel 
:�Z12 + [(M12N11 �M11N21) + (M22N12 �M21N22)℄ 
os 
+[(M12N12 �M11N22)� (M22N11 �M21N21)℄ sin 
 = 0 (5.136)bzw. in verk�urzter S
hreibweise�Z12 + A 
os 
 +B sin 
 = 0 : (5.137)Unter Ber�u
ksi
htigung von (5.135) kann die Glei
hung (5.137) mit den BeziehungenR21 = �R12 = sin 
 (5.138)R11 = R22 = 
os 
 = q1� R221 (5.139)in folgender Weise als ni
htlineare Glei
hung f�ur die Koordinate R21 des Drehtensorsdargestellt werden: �Z12 + Aq1�R221 +BR21 = 0 : (5.140)Na
h einigen Umformungen kann diese Koordinate als L�osung einer quadratis
henGlei
hung R221 � 2Z12BA2 +B2 R21 + Z212 � A2A2 +B2 = 0 (5.141)analytis
h bere
hnet werden. Mit den Beziehungen (5.138) und (5.139) ist damit dervollst�andige Drehtensor R f�ur das 2D-Problem de�niert.



Kapitel 6Bere
hnungsbeispieleZur Umsetzung der in den vorangegangenen Abs
hnitten vorgestellten Material-modelle wurde das experimentelle Finite-Elemente-System SPC-PMHP entwi
kelt.Dieses Programm liegt in einer parallelisierten Version vor, die au
h sequenziell ab-gearbeitet werden kann und damit auf Ein- und Mehrprozessormas
hinen einsetzbarist. Mit ihm werden die folgenden modernen numeris
hen Algorithmen zur Simula-tion �niter elastis
h-plastis
her Verzerrungen realisiert:� Parallele Gebietszerlegungste
hniken (domain de
omposition) zur e�ektivenVerteilung und Bearbeitung gro�dimensionierter Probleme.� Konjugierte Gradientenverfahren mit hierar
his
her Vorkonditionierung zuriterativen L�osung des FEM-Stei�gkeitssystems.� Ged�ampfte Newton-Raphson-Methode mit konsistenter Linearisierung und ein-fa
her Lasts
hrittweitensteuerung zur numeris
hen Behandlung der Randwert-aufgabe; eÆziente Ermittlung der konsistenten Materialtangente.� Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten { additive Zerlegung derEnergiedi
htefunktion.� Substrukturte
hnik zur Ber�u
ksi
htigung plastis
her Anisotropien.� Thermodynamis
h konsistentes Deformationsgesetz als System von Di�erenzial-und algebrais
hen Glei
hungen; Diskretisierung des Anfangswertproblems mitEins
hritt-Standardverfahren und L�osung der ni
htlinearen Glei
hungssyste-me mit ged�ampften Newton-Methoden.In diesem Kapitel werden Bere
hnungsbeispiele diskutiert, deren Realisierung mitSPC-PMHP erfolgte. Die unters
hiedli
hen Formulierungen des Deformationsgeset-zes (siehe z.B. Ber�u
ksi
htigung einer Substruktur mit entspre
henden Flie�bedin-gungen, Einbeziehung von T oder Bp als unabh�angige Variable in das Deformati-onsgesetz) werden in Bezug auf ihre Ergebnisse miteinander vergli
hen. Dabei wird89



90 EINFACHER SCHUBinsbesondere der Ein
uss der Substruktur auf die Entwi
klung plastis
her Aniso-tropien betra
htet, die si
h im Experiment unter anderem dur
h Drehungen derFlie�ortkurven auswirken [28℄. Die folgenden Beispiele dienen ni
ht der quantitati-ven Veri�zierung von Versu
hsergebnissen, sondern vielmehr der Demonstration derLeistungsf�ahigkeit der konstitutiven Ans�atze.F�ur die Untersu
hung grunds�atzli
her Fragestellungen zur Plausibilit�at der numeri-s
hen Ergebnisse und des Konvergenzverhaltens von SPC-PMHP wurde der einfa-
he S
hub als Beispiel eines homogenen Problems ausgew�ahlt. Aufgabenstellungenmit inhomogenen Verteilungen der Feldgr�o�en sind die S
heibe mit Lo
h und dieVier-Punkt-Biegeprobe. Alle Modelle wurden im Rahmen des ebenen Spannungszu-standes (ESZ) behandelt.Zum einfa
heren Verst�andnis werden im Folgenden den unters
hiedli
hen Variantender Formulierung des Deformationsgesetzes Versionsnummern zugeordnet.Ber�u
ksi
htigung Glei
hungsnummer Formulierung des Versionsnummereiner Substruktur Flie�bedingung Def.-ges. mitnein (4.93) T 2.0tja (4.118) T 2.1tja (4.124) T 2.2tja (4.129) T 2.3tnein (4.93) Bp 2.0
ja (4.118) Bp 2.1
ja (4.124) Bp 2.2
ja (4.129) Bp 2.3
Die FE-Vernetzung wurde f�ur alle Beispiele mit 8-Knoten-Viere
kelementen vorge-nommen. Zur Ermittlung von Integralen �uber das Elementvolumen wurde im Rah-men des Gau�-Verfahrens zur Verk�urzung der Re
henzeit eine reduzierte Integrationmit vier St�utzstellen im Element genutzt. F�ur diesen Fall muss anhand der Geome-trie des verformten Netzes �uberpr�uft werden, dass keine Null-Energie-Eigenformen(hourglass-modes) auftreten. Bei Problemen dieser Art kann auf eine vollst�andigeIntegration zur�u
kgegri�en werden, die in SPC-PMHP ebenfalls verf�ugbar ist.6.1 Einfa
her S
hubAm Beispiel des einfa
hen S
hubs wird zun�a
hst demonstriert, dass mit zunehmen-der Lasts
hrittanzahl eine Konvergenz der L�osung f�ur die unters
hiedli
hen Versio-nen mit T und Bp na
hgewiesen werden kann.



BERECHNUNGSBEISPIELE 91Bei der Simulation des me
hanis
hen Problems wurden folgende Vers
hiebungsrand-bedingungen auf eine quadratis
he Probe aufgebra
ht (Bild 6.1):
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Bild 6.1: Vers
hiebungsrandbedingungen beim einfa
hen S
hubF�ur die Materialparameter des elastis
hen Anteils der Energiedi
htefunktion (4.30)wurden unter Ber�u
ksi
htigung der Beziehungen (4.31) eine Querkontraktionszahlvon � = 0; 3 und ein S
hubmodul G = 80770 MPa zugrunde gelegt. Diese Werte gel-ten au
h f�ur alle weiteren Bere
hnungen und werden sp�ater ni
ht mehr angegeben.Die f�ur die Bes
hreibung des isotropen Verfestigungsverhaltens ben�otigten Parame-ter der Flie�kurve (vgl. (5.50)) besitzen folgende Werte: TF0 = 200 MPa, a = 1000MPa, � = 1; 0 � 10�8 und n = 0; 3. S
hlie�li
h lautet der Materialkennwert der kine-matis
hen Verfestigung 
1 = 200 MPa und f�ur den Fall der Ber�u
ksi
htigung einerSubstruktur gehen au�erdem die Gr�o�en 
2 = 100 MPa und 
s = 1; 0 � 10�4 MPa�2in das Deformationsgesetz ein. Eine Anfangsanisotropie wurde ni
ht betra
htet.Im Bild 6.2 ist die Entwi
klung der S
hubspannung �12 ohne Ber�u
ksi
htigung derSubstruktur bei einer S
hubverzerrung von 
12 = 2; 0 in Abh�angigkeit von unter-s
hiedli
hen Lasts
hrittgr�o�en erkennbar. Daraus wird ersi
htli
h, dass die Version2.0t bereits bei wenigen gro�en Lasts
hritten zuverl�assige Ergebnisse liefert, woge-gen die Abwei
hungen bei der 2.0
-Version bei kleiner Lasts
hrittanzahl deutli
herausfallen. Es ist zu bemerken, dass si
h daf�ur das Konvergenzverhalten der De-formationsgesetzvariante mit Bp als robuster und eÆzienter als jenes der Versionmit T erweist. Das �ndet seinen Ausdru
k in einer deutli
h kleineren Anzahl vonGlei
hgewi
htsiterationen pro Lasts
hritt (2-3 bei 2.0
-Version im Verglei
h zu 5-7
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�12
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1000
2000
3000
4000
5000[MPa ℄ d d d d d d d d d dt t t t t t t t t t

d Version 2.0
t Version 2.0t

Bild 6.2: Einfa
her S
hub bei einer S
hubverzerrung von 
12 = 2; 0, Konvergenzder L�osung f�ur die S
hubspannung �12 mit zunehmender Lasts
hritt-anzahl am Beispiel der Programmversionen 2.0t und 2.0
bei 2.0t). Zus�atzli
h gestaltet si
h das Konvergenzverhalten bei der L�osung des An-fangswertproblems f�ur die Version mit Bp g�unstiger. Diese wird daher im Weiterenbevorzugt.Im Folgenden werden die Verl�aufe der einzelnen Koordinaten des Cau
hys
hen Span-nungstensors w�ahrend der wa
hsenden S
hubbelastung f�ur die unters
hiedli
hen De-formationsgesetzvarianten 2.0 bis 2.3 dargestellt.Bei der numeris
hen Simulation muss gew�ahrleistet sein, dass die Formulierungenmit T und Bp bei glei
hem Materialmodell (identis
he Evolutionsbeziehungen undMaterialparameter) und gen�ugend gro�er Lasts
hrittanzahl (siehe Bild 6.2) ver-glei
hbare Ergebnisse liefern. Anhand der Bilder 6.3 und 6.4, in denen ausgew�ahlteResultate der Versionen 2.0t und 2.0
 gegen�ubergestellt werden, kann das eindeutigna
hgewiesen werden. Damit er�ubrigt si
h die Pr�asentation der zu 2.1
 und 2.3
analogen Spannungsverl�aufe f�ur die Versionen 2.1t und 2.3t.
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Bild 6.3: Einfa
her S
hub, Entwi
klung der Koordinaten der Cau
hy-Spannungbei Verwendung von Version 2.0
 (ohne Substruktur)
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Bild 6.4: Einfa
her S
hub, Entwi
klung der Koordinaten der Cau
hy-Spannungbei Verwendung von Version 2.0t (ohne Substruktur)
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�22Bild 6.5: Einfa
her S
hub, Entwi
klung der einzelnen Koordinaten der Cau
hy-Spannung bei Verwendung von Version 2.1
 (mit Substruktur)
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her S
hub, Entwi
klung der einzelnen Koordinaten der Cau
hy-Spannung bei Verwendung von Version 2.3
 (mit Substruktur)



BERECHNUNGSBEISPIELE 95Wie aus den Bildern 6.3 und 6.4 ersi
htli
h wird, sind die Verl�aufe der Spannungs-koordinaten qualitativ verglei
hbar mit Ergebnissen, die in der Literatur unter Ver-wendung der objektiven Zeitableitung na
h Oldroyd f�ur den einfa
hen S
hubdargestellt werden (siehe z.B. Svendsen [81℄). Die Verwendung einer Ableitungvom Lie-Typ, die in der Momentankon�guration der Oldroyd-Ableitung entspri
ht,verhindert das Auftreten von Oszillationen in den Spannungsverl�aufen, wie sie beiEinsatz anderer objektiver Zeitableitungen teilweise beoba
htet werden (siehe u.a.[81, 86℄).In den Bildern 6.5 und 6.6 wird deutli
h, dass die dur
h die Ber�u
ksi
htigung einerSubstruktur bes
hriebenen speziellen E�ekte einer plastis
hen Anisotropie die Span-nungsverl�aufe ents
heidend beein
ussen. Auf die Darstellung von Ergebnissen derVersion 2.2
 konnte verzi
htet werden, da sie bei Fehlen einer Anfangsanisotropiemit denen der Version 2.1
 identis
h sind (siehe au
h folgendes Beispiel).Die deutli
hen Unters
hiede in den Spannungsverl�aufen (Bild 6.3 vergli
hen mit denBildern 6.5 und 6.6) sind den verwendeten Ans�atzen f�ur die Flie�bedingung undden ausgew�ahlten Materialparametern ges
huldet. Aufs
hluss �uber das letztendli
hzutre�ende Modell geben geeignete Experimente.6.2 S
heibe mit Lo
hDas Bere
hnungsbeispiel einer S
heibe mit Lo
h dient u.a. zur Demonstration derEntwi
klung der Flie�ortkurven bei Verwendung der unters
hiedli
hen Versionen desDeformationsgesetzes. Auf die S
heibe wird am oberen und unteren Rand eine glei
h-verteilte Normalvers
hiebung aufgebra
ht. Die Bere
hnung erfolgte unter Annahmeeines ebenen Spannungszustandes. In den zugeh�origen Bildern wird die Entwi
k-lung von Flie�ortkurven f�ur die Zustandsgr�o�en in der Integrationsst�utzstelle 1 desElementes 9 dargestellt (9/1 siehe Bild 6.7).Zun�a
hst wird anhand der folgenden vier Diagramme verdeutli
ht, wel
he Verfesti-gungsanteile mit den vers
hiedenen Deformationsgesetzvarianten simuliert werdenk�onnen. Dabei gelten die verwendeten Materialparameter (
1 = 40 MPa, TF0 = 200MPa, a = 100 MPa, � = 1; 0 � 10�8, n = 0; 3, 
2 = 1; 0 � 104 MPa, 
s = 5; 0 � 10�3MPa�2) f�ur alle Versionen, um einen aussagekr�aftigen Verglei
h zu erhalten. Dieinneren Variablen � und T p haben keine Anfangsbelegung.Bei der Auswertung der Flie�ortkurvendiagramme wird festgestellt, dass es mit derVersion 2.0
 m�ogli
h ist, isotrope und kinematis
he Verfestigung zu bes
hreiben. Impr�asentierten Beispiel (siehe Bild 6.8) liegt eine Vers
hiebung der Ellipse nahezuauss
hlie�li
h in �1-Ri
htung vor. Dieses Verhalten kann als eine Ann�aherung desVerformungszustandes an den des eina
hsigen Zuges interpretiert werden.Die Versionen 2.1
 und 2.2
 liefern v�ollig identis
he Entwi
klungen der Flie�ort-kurven (siehe Bilder 6.9 und 6.10). Der Grund daf�ur liegt in dem Fakt, dass f�urdiese Ans�atze ohne anisotrope Anfangsbelegung keine Entwi
klung von T p zustan-de kommt. Damit bleibt T p ein Nulltensor, wodur
h die Zusatzterme (vgl. (4.119)
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Bild 6.7: S
heibe mit Lo
h (ein Viertel des Quers
hnittes). Vernetzung undRandbedingungen. Lage der Integrationsst�utzstellenund (4.125)) in den beiden Flie�bedingungen (4.118) und (4.124) vers
hwinden. Dif-ferenzen in Bezug auf die Version 2.0
 entstehen ledigli
h dur
h die Verwendung un-ters
hiedli
her Zeitableitungen f�ur den Tensor der R�u
kspannungen (Lie-Ableitungunter Ber�u
ksi
htigung des Abbildungstensors H bei den Versionen 2.1
 und 2.2
gegen�uber der klassis
hen materiellen Zeitableitung bei 2.0
). Erstere rufen eineD�ampfung der kinematis
hen Verfestigungsanteile im Verglei
h zu 2.0
 hervor.S
hlie�li
h kann mit Version 2.3
 gezeigt werden, dass f�ur diese Variante die zus�atz-li
hen Terme in der Flie�bedingung (vgl. (4.130)) neben isotroper und kinematis
herau
h eine formative Verfestigung, erkennbar an der deutli
hen �Anderung des A
h-senverh�altnisses und der Drehung der Ellipse, bewirken (siehe Bild 6.11).
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 aus�uben.Version 2.1
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h-nungen unver�andert �ubernommen.

�2

�1�300 �200 �100 0 100 200 300[MPa ℄
�300�200�1000
100200300[MPa ℄

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppp ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppp

��������
���������� �������AFKuy=h = 0; 5

AFKuy=h = 0; 5

�0 = 0�0 6= 0

Bild 6.12: S
heibe mit Lo
h, Version 2.1
: Ein
uss einer Anfangsbelegung von �auf die Lage der Anfangs
ie�ortkurve (AFK) und der Folge
ie�ortkur-ve bei 50% Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�ohe (uy=h = 0; 5)



100 SCHEIBE MIT LOCHIm Bild 6.12 als unterbro
hene Linien gezei
hnete Ellipsen repr�asentieren die mit�0 laut (6.1) ermittelten Anfangs- und Folge
ie�ortkurven. Die weiteren Kurven(Volllinien) f�ur �0 = 0 dienen zum Verglei
h.Deutli
h zu sehen ist im Bild 6.12 der vers
hobene Ellipsenmittelpunkt der Anfangs-
ie�ortkurve im Beispiel mit �0 6= 0. Es ist au�erdem lei
ht erkennbar, dass si
hunters
hiedli
he Startwerte f�ur � au
h auf die Entwi
klung der Folge
ie�ortkurvenauswirken.Werden zus�atzli
h f�ur die innere Variable T p Anfangsbelegungen vorgegeben, ent-wi
keln si
h gegen�uber den bisherigen Darstellungen ver�anderte Flie�ortkurven. ImFolgenden wird der Ein
uss vier m�ogli
her Arten von Anfangsbelegungen1. �0 6= 0 , T p0 6= 02. �0 = 0 , T p0 6= 03. �0 6= 0 , T p0 = 0 (s. bereits im Bild 6.12)4. �0 = 0 , T p0 = 0 (s. bereits im Bild 6.12)auf die Lage der Flie�ortkurven bei einer Vers
hiebung des Randes um 50% ge-gen�uber der Ausgangsh�ohe in einem Bild dargestellt. Dabei wird f�ur �0 wiederumdie Beziehung (6.1) verwendet. Der Startwert f�ur T p0 lautet:T p0 = 0BBBB� 0 �100MPa 0100MPa 0 00 0 0 1CCCCA (6.2)Wie aus dem Bild 6.13 ersi
htli
h wird, verursa
hen die unters
hiedli
hen Anfangsbe-legungen vier voneinander vers
hiedene Folge
ie�ortkurven. Es �andern si
h je na
hArt des Anfangszustandes die Lage des Ellipsenmittelpunktes und in geringf�ugi-gem Ma�e au
h die L�angen der Halba
hsen. Das l�asst auf eine Beein
ussung derkinematis
hen und der isotropen Verfestigung dur
h die unters
hiedli
hen Anfangs-belegungen s
hlie�en. Die A
hsenverh�altnisse und Neigungen der Ellipsen bleibenunver�andert. Damit kann ges
hlussfolgert werden, dass in der Version 2.1
 eine An-fangsbelegung der inneren Variable T p zwar eine Entwi
klung derselben erm�ogli
htund dadur
h zus�atzli
he Anteile zur kinematis
hen und isotropen Verfestigung bei-gesteuert werden. Formative Verfestigungsanteile werden mit diesem Ansatz jedo
herwartungsgem�a� ni
ht erfasst.
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�1�300 �200 �100 0 100 200 300[MPa ℄
�300�200�1000
100200300[MPa ℄ ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqq qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

������� ��������
�����������0 6= 0, T p0 6= 0�0 6= 0, T p0 = 0

�0 = 0, T p0 6= 0�0 = 0, T p0 = 0

Bild 6.13: S
heibe mit Lo
h, Version 2.1
: Ein
uss unters
hiedli
her Anfangsbe-legungen von � und T p auf die Lage der Folge
ie�ortkurven bei 50%Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�oheVersion 2.2
Analog zur Version 2.1
 erfolgt au
h f�ur 2.2
 eine Untersu
hung des Ein
usses derAnfangsbelegungen von �0 und T p0. F�ur diese Bere
hnungen werden die Werte derMaterialparameter bis auf 
2 = 0; 01 MPa und 
s = 0; 5 MPa�2 aus der Versi-on 2.1
 �ubernommen. Die verh�altnism�a�ig gro�en �Anderungen letzterer Parametersind einerseits darin begr�undet, die unters
hiedli
hen Charakteristika der einzelnenDeformationsgesetzvarianten besonders hervorzuheben. Andererseits wirken si
h dieParameter bei glei
henWerten infolge der vers
hiedenen Formulierungen generell aufdas Materialverhalten z.T. re
ht unters
hiedli
h aus.Wenn die Startwerte f�ur den R�u
kspannungstensor �0 6= 0 gew�ahlt werden undglei
hzeitig T p0 mit einem Nulltensor belegt ist, liefert die Version 2.2
 Ergebnis-se, die mit denen der entspre
henden Re
hnung aus 2.1
 identis
h sind (vgl. Bild6.12). Dieses Verhalten ist dadur
h begr�undet, dass ohne Anfangsbelegung von T peine Entwi
klung dieser Variable au
h bei der Deformationsgesetzvariante 2.2
 ni
htm�ogli
h ist. Damit wird der Zusatzterm in der Flie�bedingung (4.124) zu Null undVersion 2.2
 f�uhrt auf zu 2.1
 analoge Resultate.
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hiede in den Ergebnissen der Deformationsgesetzformulierungen 2.1
 und2.2
 lassen si
h erst bei einer Belegung von T p0 mit einem von Null vers
hiedenenTensor konstatieren. Das wird dur
h die Darstellung von Folge
ie�ortkurven bei50% Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�ohe in Abh�angigkeit von vers
hiedenenAnfangsbelegungen in den Bildern 6.14 und 6.15 verdeutli
ht.Der bei dieser Version f�ur T p0 verwendete Starttensor lautetT p0 = 0BBBB� 0 �5; 5MPa 05; 5MPa 0 00 0 0 1CCCCA : (6.3)

�2

�1�300 �200 �100 0 100 200 300[MPa ℄
�300�200�1000
100200300[MPa ℄ ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

� �
�� �0 = 0, T p0 = 0��� �0 6= 0, T p0 = 0

Bild 6.14: S
heibe mit Lo
h, Version 2.2
: Ein
uss unters
hiedli
her Anfangsbe-legungen von � und T p auf die Lage der Folge
ie�ortkurven bei 50%Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�ohe
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�1�300 �200 �100 0 100 200 300[MPa ℄
�300�200�1000
100200300[MPa ℄ pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

���������0 = 0, T p0 6= 0������0 6= 0, T p0 6= 0

Bild 6.15: S
heibe mit Lo
h, Version 2.2
: Ein
uss unters
hiedli
her Anfangsbe-legungen von � und T p auf die Lage der Folge
ie�ortkurven bei 50%Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�oheBei den Bere
hnungen mit der Version 2.2
 wurde eine sehr gro�e Emp�ndli
hkeitder Kurvenform gegen�uber der Wahl der Startwerte von T p festgestellt. Eine vomNulltensor vers
hiedene Anfangsbelegung von T p ruft neben isotropen und kine-matis
hen au
h formative Verfestigungsanteile bei der Flie�ortkurvenentwi
klunghervor. Dies ist deutli
h im Bild 6.15 an den im Verglei
h zur Misess
hen Theoriegestre
kteren Ellipsen erkennbar. Eine Drehung der Kurven kann mit der verwende-ten Flie�bedingung jedo
h ni
ht errei
ht werden. Alle Ellipsen in den Bildern 6.14und 6.15 sind in einem Winkel von 45Æ geneigt.Version 2.3
Letztendli
h wird au
h f�ur die Version 2.3
 der Ein
uss unters
hiedli
her Anfangs-belegungen von � und T p auf die Entwi
klung der Flie�ortkurven untersu
ht. Dabeiwerden die Materialparameter aus den vorangegangenen Re
hnungen weitestgehend�ubernommen, ledigli
h 
1 = 100 MPa, 
2 = 10000 MPa und 
s = 0; 015 MPa�2erfahren �Anderungen. Au
h hier liegt der Grund der Modi�kationen, wie bereits f�urdie Version 2.2
 dargelegt wurde, in dem Streben na
h aussagekr�aftigen Kurven-verl�aufen und dem unters
hiedli
hen Ein
uss der Materialparameter aufgrund der



104 SCHEIBE MIT LOCHvoneinander abwei
henden Deformationsgesetzformulierungen. Die f�ur eine ans
hau-li
he Demonstration verwendeten Startbelegungen der Tensoren � und T p lauten:�0 = ��0 = 0BBBB� 19MPa �20MPa 0�20MPa �20MPa 00 0 1MPa 1CCCCA (6.4)bzw. T p0 = 0BBBB� 0 �5; 5MPa 05; 5MPa 0 00 0 0 1CCCCA : (6.5)In einer ersten Analyse werden wiederum Anfangs- und Folge
ie�ortkurven f�ur jeein Beispiel mit und ohne Anfangsbelegung f�ur � bei T p0 = 0 pr�asentiert (Bild 6.16,vgl. mit Bild 6.12 f�ur die Version 2.1
).

�2

�1�400 �300 �200 �100 0 100 200 300 400[MPa ℄�400�300�200�1000
100200300400[MPa ℄

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppp ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppp

�������uy=h = 0; 5 �����AFK �0 6= 0

������ AFK �0 = 0������uy=h = 0; 5

Bild 6.16: S
heibe mit Lo
h, Version 2.3
: Ein
uss einer Anfangsbelegung von� auf die Lage und Form der Anfangs
ie�ortkurve (AFK) und derFolge
ie�ortkurve bei 50% Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�ohe



BERECHNUNGSBEISPIELE 105Der vom Nulltensor vers
hiedene Starttensor f�ur � bewirkt neben einer Vers
hie-bung des Ellipsenmittelpunktes weg vom Koordinatenursprung eine starke Aufwei-tung der Anfangs
ie�ortkurve im Verglei
h zu der Variante mit �0 = 0. Hervor-gerufen wird dieses Verhalten dur
h das Vorhandensein von � im Zusatzterm derFlie�bedingung. Bei beiden Folge
ie�ortkurven sind formative Verfestigungsanteileeindeutig an den gedrehten und in ihren Proportionen ver�anderten Ellipsen erkenn-bar.Im folgenden Diagramm (Bild 6.17) werden die f�ur eine Vers
hiebung des Randesum 50 % in Bezug auf die Ausgangsh�ohe bere
hneten Flie�ortkurven dargestellt, diemit unters
hiedli
hen Anfangsbelegungen �0 und T p0 ermittelt wurden.
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Bild 6.17: S
heibe mit Lo
h, Version 2.3
: Ein
uss unters
hiedli
her Anfangsbe-legungen von � und T p auf die Lage und Form der Folge
ie�ortkurvenbei 50% Vers
hiebung gegen�uber der Ausgangsh�oheBei einer Anfangsbelegung �0 mit dem Nulltensor kommt es zu keinen si
htba-ren Unters
hieden zwis
hen den Folge
ie�ortkurven f�ur T p0 = 0 und T p0 mit derStartbelegung entspre
hend (6.5). Dagegen wirken si
h die unters
hiedli
hen T p-Anfangsbelegungen bei �0 6= 0 deutli
her aus.Klar erkennbar sind au
h in diesem Bild die formativen Verfestigungsanteile, dieneben den kinematis
hen und isotropen in der Version 2.3
 zus�atzli
h auftreten.



106 SCHEIBE MIT LOCHEine weiteres Ergebnis zum Bere
hnungsbeispiel S
heibe mit Lo
h betri�t die Ent-wi
klung der plastis
hen Bogenl�ange w�ahrend der Verformung. Im folgenden Bild6.18 sind f�ur vers
hiedene Stufen der Deformation die verformte S
heibengeometriemit den zugeh�origen Werten der plastis
hen Bogenl�ange als Iso
�a
hen dargestellt.

    Ep v0;00;7

Bild6.18:
S
heibemit
Lo
h,Versio
n2.3
:Entw
i
klungder
plastis
hen
Bogenl �ange
bei12,5%,2
5%,37,5%

und50%Ve
rs
hiebungd
esRandesin
Bezugaufd
ieAusgangs
h �ohe(Darst
ellungderv
erformten

Geometrieim
Originalma�
stab)



BERECHNUNGSBEISPIELE 1076.3 Gekerbte Vier-Punkt-Biege-ProbeDas in dieser Arbeit entwi
kelte Deformationsgesetz ist u.a. f�ur den Einsatz imRahmen der Materialparameteridenti�kation bei gro�en Verzerrungen vorgesehen.Die am Institut f�ur Me
hanik der TU Chemnitz bisher dur
hgef�uhrten Identi�katio-nen erfolgten f�ur kleine Verzerrungen dur
h Auswertung von inhomogenen Vers
hie-bungsfeldern an gekerbten Vier-Punkt-Biege-Proben, wobei die numeris
he Simula-tion mit dem Finite-Elemente-Programm PMEP [7, 11, 23, 40℄ dur
hgef�uhrt wurde.Im Folgenden werden Ergebnisse pr�asentiert, die einerseits zum Verglei
h der FE-Programme PMEP und SPC-PMHP (Version 2.0t) dienen. So m�ussen bei kleinenVerzerrungen nahezu identis
he L�osungen entstehen, da in diesem Fall das Deforma-tionsgesetz der verwendeten Version von SPC-PMHP in das von PMEP �ubergeht.Andererseits wird die Leistungsf�ahigkeit der Formulierung f�ur gro�e Verzerrungengetestet, indem die Bere
hnung bis zum Ber�uhren der Kerbenden fortgesetzt wird.Die Biegebeanspru
hung wurde dur
h eine dreie
kf�ormige Linienlast im Quers
hnittder Probe mit der Verteilungsdi
hte Fl an den Probenr�andern simuliert. In denfolgenden Bildern 6.19 und 6.20 werden die Randbedingungen und die w�ahrend derBere
hnung gew�ahlte Vernetzung der Probe pr�asentiert.

� � �
- - -Fl

-x
6y

Bild 6.19: Vier-Punkt-Biege-Probe, RandbedingungenWie eine Gegen�uberstellung der mit den unters
hiedli
hen FE-Programmen ermit-telten Ergebnisse in dem im Bild 6.20 gekennzei
hneten Gebiet A ergibt, wird f�urdie plastis
he Bogenl�ange eine gute �Ubereinstimmung erzielt (siehe Bild 6.21).



108 4-PUNKT-BIEGE-PROBE

ABild 6.20: Vier-Punkt-Biege-Probe, Vernetzung mit 244 Elementen und 1053Knoten

  

  
2; 52 � 10�2

0; 0 EpvBild 6.21: Vier-Punkt-Biege-Probe: Auss
hnitt A (siehe Bild 6.20); Iso
�a
hen-darstellung der plastis
hen Bogenl�ange, Verglei
h der Ergebnissef�ur die Programme SPC-PMHP (�nite Elastoplastizit�at, links) undPMEP (kleine elastis
h-plastis
he Verzerrungen, re
hts) bei einer Ver-teilungsdi
hte Fl = 270 N/mm



BERECHNUNGSBEISPIELE 109Bei Fortsetzung der Bere
hnung bis zum Ber�uhren der Kerbenden wird die in Bild6.22 dargestellte Verteilung der plastis
hen Bogenl�ange in der Vier-Punkt-Biege-Probe erhalten. Als Referenz wurde die unverformte Probengeometrie eingezei
hnet.

 

  
0; 471

0; 0EpvBild 6.22: Vier-Punkt-Biege-Probe: Iso
�a
hendarstellung der plastis
hen Bo-genl�ange mit Darstellung der unverformten Ausgangsgeometrie beieiner Verteilungsdi
hte Fl = 600 N/mm



Kapitel 7Zusammenfassung
Bei der numeris
hen Simulation von Umformvorg�angen stellt die Finite-Elemente-Methode ein erprobtes, leistungsf�ahiges Werkzeug dar, wel
hes bei der Bere
hnungvon Werkst�u
ken und Baugruppen ein breites Anwendungsfeld besitzt.F�ur eine m�ogli
hst genaue Erfassung des Materialverhaltens ist es einerseits not-wendig, auf den entspre
henden Werksto� abgestimmte Materialgesetze in das FE-Programm zu implementieren (! mathematis
he Modellierung des Materialverhal-tens). Andererseits m�ussen die in den Gesetzen auftretenden Materialparameter zu-verl�assig identi�ziert worden sein (! Parameteridenti�kation). Die vorliegende Ar-beit ordnet si
h in beide Themen ein. So wurde ein Deformationsgesetz zur ph�ano-menologis
hen Bes
hreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens (kinematis
h, for-mativ) f�ur �nite elastis
h-plastis
he Verzerrungen entwi
kelt, wel
hes im Rahmender Materialparameteridenti�kation in einem FE-Programm zur Anwendung kom-men soll.Zur Formulierung des Deformationsgesetzes wurde das Verfahren der multiplikativenZerlegung des Deformationsgradienten mit der Festlegung plastis
her Zwis
henkon-�gurationen angewendet. F�ur die Kennzei
hnung der Anisotropie dient ein Sub-strukturkonzept, wel
hes mit der De�nition innerer Variablen in einer besonderenZwis
henkon�guration, der Substrukturkon�guration, verbunden ist. Dabei wurdenBetra
htungsweisen herangezogen, mit denen versu
ht wird, die in der Mikrostruk-tur ablaufenden Vorg�ange der elastis
hen und plastis
hen Deformationen in einerrelativ einfa
hen Form ph�anomenologis
h im Makroberei
h zu ber�u
ksi
htigen. Mitder Einf�uhrung zus�atzli
her innerer Variablen und damit im Zusammenhang ste-hender spezieller Flie�bedingungen gelang es, die Anzahl der f�ur die Bes
hreibunganisotropen Materialverhaltens notwendigen Materialparameter zu reduzieren unddamit g�unstigere Bedingungen f�ur die im Ans
hluss vorgesehene Parameteridenti�-kation zu s
ha�en.Das Deformationsgesetz als Algebro-Di�erenzialglei
hungssystem wurde unter Nut-zung des Prinzips vom Maximum der plastis
hen Dissipation thermodynamis
h kon-sistent hergeleitet und in der Ausgangskon�guration formuliert (! Lagranges
he110



ZUSAMMENFASSUNG 111Bes
hreibungsweise). Es enth�alt neben dem hyperelastis
hen Teildeformationsgesetzund den Evolutionsglei
hungen f�ur innere Variablen au
h die Flie�bedingung.Basierend auf einer zwe
km�a�igen Zeitdiskretisierung des aufgestellten Algebro-Di�erenzialglei
hungssystems mittels eines verallgemeinerten impliziten Eins
hritt-Di�erenzens
hemas wurde der vollst�andige Algorithmus zur numeris
hen L�osung desAnfangswertproblems entwi
kelt. Es wurden zwei unters
hiedli
he Formulierungendes Deformationsgesetzes algorithmis
h aufbereitet. Die aus der Zeitdiskretisierungfolgenden Systeme ni
htlinearer algebrais
her Glei
hungen wurden jeweils numeris
hmit dem Newton-Verfahren gel�ost. Diese Vorgehensweise z�ahlt zu den Projektions-verfahren und gew�ahrleistet die Erf�ullung der Flie�bedingung. Au�erdem wurde inVerbindung mit den n�otigen S
hritten zur Bestimmung der konsistenten Materi-altangente auf die Vorteile des vorgestellten Iterationsverfahrens gegen�uber ande-ren herk�ommli
hen Methoden hingewiesen. Das in dieser Weise numeris
h aufbe-reitete Deformationsgesetz wurde erfolgrei
h in das experimentelle Finite-Elemente-Programm SPC-PMHP der TU Chemnitz implementiert.An ausgew�ahlten Bere
hnungsbeispielen (einfa
her S
hub, S
heibe mit Lo
h, Vier-Punkt-Biegeprobe) konnte im Weiteren seine Leistungsf�ahigkeit bei der Simulationvon Umformvorg�angen mit gro�en elastis
h-plastis
hen Verzerrungen demonstriertwerden. So wurden mit den entwi
kelten Programmversionen u.a. die Auswirkungenvon unters
hiedli
hen Formulierungen der Flie�bedingungen auf die Bes
hreibungder Anisotropie anhand der si
h ausbildenden Flie�ortkurven dargestellt.Auf der Basis einer einfa
hen Version dieses Materialmodells (klassis
her Ansatzohne Substruktur) gelang bereits die Entwi
klung, Algorithmisierung und erfolg-rei
he Implementierung der Beziehungen f�ur die Parameteridenti�kation bei gro�enelastis
h-plastis
hen Verzerrungen [25℄. Eine E�ektivit�atssteigerung der numeris
henSimulation und der Ermittlung der Materialparameter wird dur
h die konsequenteRealisierung von SPC-PMHP auf Parallelre
hnern errei
ht.



112Liste h�au�g verwendeter Formelzei
henIm Folgenden werden wesentli
he Bezei
hnungen zusammengefasst, die in mehrerenAbs
hnitten der Arbeit auftreten. Symbole, die nur an einer Stelle Verwendung �n-den, sind dort erkl�art. Wegen der besseren �Ubersi
htli
hkeit der Darstellung wirdweitgehend auf mehrfa
he Indizierung und spezielle Kennzei
hnung der Symboleverzi
htet. Die damit verbundene Verwendung glei
her Bezei
hnungen mit unter-s
hiedli
her Bedeutung kann jedo
h ni
ht zu Verwe
hslungen f�uhren, da betre�endeSymbole jeweils nur an einer Stelle benutzt werden.Skalare:a Parameter der isotropen Verfestigung
1; 
2 Parameter des Ansatzes der plastis
hen freien Energiedi
hte
s Parameter der Flie�bedingungDp Plastis
he DissipationE Elastizit�atsmodulEpv Plastis
he Bogenl�angeF Flie�bedingungG S
hubmodulI; II; III HauptinvariantenJi i-te GrundinvarianteL Ableitung vom Lie-Typn Parameter der isotropen VerfestigungQ3 Evolutionsfunktion f�ur die Entwi
klung der plastis
hen Bogenl�anget ZeitTF Flie�spannung in der Ausgangskon�gurationTF0 Anfangs
ie�spannung in der Ausgangskon�gurationV0 Volumen in der Ausgangskon�gurationV Volumen in der Momentankon�guration� Wi
htungsfaktor f�ur Zeitdiskretisierungsverfahren des Anfangswert-problems� Parameter der isotropen VerfestigungÆij Koordinaten des zweistu�gen Einheitstensors (Krone
ker-Symbol)� Lagranges
her Multiplikator (plastis
her Multiplikator)



113� Querkontraktionszahl Funktion der freien Energiedi
hte%0 Di
hte in der Ausgangskon�guration% Di
hte in der Momentankon�guration� TemperaturMatrizen und Tensoren:A1;A2 Innere Variablen vom Verzerrungstyp zur Bes
hreibung des Verfesti-gungsverhaltensB Inverser Re
hts-Cau
hy-Green-TensorC Re
hts-Cau
hy-Green-TensorD4 Hyperelastis
he Materialmatrix�D4 Tensor der Ableitung des Spannungstensors na
h dem Tensor derplastis
hen VerzerrungenE Greens
her VerzerrungstensorF DeformationsgradientG Operator zur Charakterisierung eines ni
htlinearen algebrais
henGlei
hungssystemsGI ;GI Ko- und kontravariante Basisvektoren der Ausgangskon�gurationG Metrik der Ausgangskon�guration~G Metrik der Zwis
henkon�gurationĜ Metrik der Substrukturkon�gurationg Metrik der Momentankon�gurationH Abbildungstensor zwis
hen Ausgangs- und Substrukturkon�gurationI Zweistu�ger EinheitstensorI4 Anteil des vierstu�gen isotropen Tensors IIJKL = ÆIKÆJLK Vektor der Massenkr�afteK4 Distorsionstensor vierter Stufel Ges
hwindigkeitsgradient in der Momentankon�gurationM Si Zweistu�ge Tensoren f�ur die Bildung von Zusatztermen zur Ber�u
k-si
htigung der Substruktur in der Flie�bedingung



114Q Beliebiger eigentli
h orthogonaler DrehtensorQ1, Q2 EvolutionsfunktionenR Vektor der Randkr�afteR DrehtensorT 2. Piola-Kir
hho�s
her SpannungstensorT p Zu A2 arbeitskonjugierter SpannungstensorW Rotationsges
hwindigkeit bzw. SpinX In die Ausgangskon�guration zur�u
kgezogene Metrik der Substruk-turkon�gurationz Variablenvektor� R�u
kspannungstensor� Orthogonaler Drehtensor� Cau
hys
her SpannungstensorOperatoren und sonstige Symbole:(:)T Transponierter Tensor(:)�1 Inverser Tensor(:)[ Kovarianter Tensor(:)℄ Kontravarianter Tensor(:)e Elastis
her Anteil einer Variable(:)p Plastis
her Anteil einer Variable~(:) Variable der Zwis
henkon�guration(̂:) Variable der Substrukturkon�gurationr Nabla-Operator4(:) Objektive Zeitableitung vom Lie-Typ f�ur kovariante Tensoren5(:) Objektive Zeitableitung vom Lie-Typ f�ur kontravariante Tensoren�?(:) Pull-ba
k-Operation�?(:) Push-forward-Operationd(:) Vollst�andiges Di�erenzial



115_(:) Materielle Zeitableitung�(:)=�(:) Partielle AbleitungSp Spur eines Tensorsdiv Divergenz in der Momentankon�gurationdet Determinante
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Anhang ANa
hweis der �Aquivalenz zwis
henGlei
hung (4.70) und (4.71)
Wird bei der Formulierung der Zeitableitung der freien Energiedi
hte gem�a� (4.16)auf die Ber�u
ksi
htigung der Symmetrie- und Antimetrieeigens
haften verzi
htet,dann folgt na
h Auswertung der Clausius-Duhem-Unglei
hung das hyperelastis
heTeildeformationsgesetz (4.25) in der FormT ℄ = 2 � e� �C [Bp℄�Bp℄T : (A.1)Weiterhin gilt zur korrekten Erfassung der aus dem Drehimpulssatz folgenden Sym-metrieeigens
haften des 2. Piola-Kir
hho�s
hen Spannungstensors unter Ber�u
ksi
h-tigung von (A.1)T ℄ = 12 �T ℄ + T ℄T� = � e� �C [Bp℄�Bp℄T + Bp℄ � e� �C [Bp℄�T : (A.2)F�ur die materielle Zeitableitung des Spannungstensors folgt somit alternativ zu(4.70) _T ℄ = 264 �2 e� �C [Bp℄� � �C [Bp℄�T �� � _C [Bp℄ + C [ _Bp℄�375Bp℄T

+Bp℄ 264 �2 e� �C [Bp℄�T � �C [Bp℄� �� � _Bp℄TC [T + Bp℄T _C [T�375+ � e� �C [Bp℄� _Bp℄T + _Bp℄ � e� �C [Bp℄�T : (A.3)123



124Basierend auf dem assoziierten Flie�gesetz (4.49)_Bp℄ = �2�B ℄ �F�T ℄Bp℄ ) _Bp℄T = �2�Bp℄T �F�T ℄TB ℄T (A.4)sowie der De�nition eines gemis
htvarianten zweistu�gen Tensors X und eines ko-varianten zweistu�gen Tensors Y [ mitX = C [Bp℄ ; Y [ = _C [ � 2� �F�T ℄ (A.5)folgt aus (A.3) und der Bedingung T ℄ = T ℄T_T ℄ = " �2 e�X �X T �� Y [Bp℄#Bp℄T + Bp℄ " �2 e�X T�X �� Bp℄TY [T#�� T ℄T �F�T ℄TB ℄T + B ℄ �F�T ℄T ℄! : (A.6)Wegen der Symmetrieeigens
haften von _T ℄ kann die Glei
hung (4.71) au
h darge-stellt werden als:_T ℄ = �2 e�C [�C [T �� " _C [ � 2� �F�T ℄ # + �2 e�C [T�C [ �� " _C [T � 2� �F�T ℄T #
�� T ℄T �F�T ℄TB ℄T + B ℄ �F�T ℄T ℄! : (A.7)Damit ist o�ensi
htli
h, dass die letzten beiden Summanden von (A.3) in der For-mulierung (A.6) genau dem letzten Term von (A.7) entspre
hen. Es bleibt somit zuzeigen, dass ebenso die �Aquivalenzen" �2 e�X �X T �� Y [Bp℄#Bp℄T = �2 e�C [�C [T �� Y [ (A.8)Bp℄ " �2 e�X T�X �� Bp℄TY [T# = �2 e�C [T�C [ �� Y [T (A.9)gew�ahrleistet sind, was im Folgenden anhand der Glei
hung (A.8) demonstriert wird.Auf den analogen Na
hweis der G�ultigkeit von (A.9) soll hier verzi
htet werden.In einer verk�urzten S
hreibweise mit�D4 = �2 e�X �X T = �DIJKL GI 
GJ 
GL 
GK (A.10)D4 ℄ = 4 �2 e�C [�C [T = DIJKL GI 
GJ 
GL 
GK (A.11)



ANHANG 125lautet die Beziehung (A.8)� �D4 �� Y [Bp℄�Bp℄T = 14D4 ℄ �� Y [: (A.12)Zun�a
hst wird deren linke Seite betra
htet. Die doppelte �Ubers
hiebung von (A.10)mit Y [Bp℄ liefert �DIJKL GI 
GJ 
GL 
GK �� YEF BpFHGE 
GH= �DIJKL YKF BpFLGI 
GJ : (A.13)Ans
hlie�end f�uhrt das Skalarprodukt von Beziehung (A.13) mit Bp℄T auf�DIJKL YKF BpFLGI 
GJBpMNGN 
GM= �DIJKL YKF BpFLBpMJGI 
GM= �DIMKF YKLBpLFBpJMGI 
GJ : (A.14)Der in der letzten Zeile von (A.14) erfolgte Indexaustaus
h dient einer �ubersi
htli-
heren Darstellung der ans
hlie�enden S
hritte.F�ur die re
hte Seite von (A.12) ergibt si
h na
h der doppelten �Ubers
hiebung von(A.11) mit Y [ DIJKLGI 
GJ 
GL 
GK �� YMN GM 
GN= DIJKL YKLGI 
GJ : (A.15)Zur ans
hauli
heren Beweisf�uhrung wird eine isotrope Tensorfunktion  e verwendet,die aus einer Linearkombination der Grundinvarianten besteht (vgl. (4.14)): e = �
1J1 + �
2J2 + �
3J3= �
1C [ �� Bp℄ + �
212C [Bp℄ �� C [Bp℄ + �
313C [Bp℄C [Bp℄ �� C [Bp℄: (A.16)Es sei angemerkt, dass der Beweis in analoger Art und Weise au
h allgemein f�ureinen beliebigen ni
htlinearen Ansatz  e =  e(Ji) erfolgen kann.Die zweiten Ableitungen von  e na
hC [ undX lauten in symbolis
her S
hreibweise:�2 e�X �X T = �
2 �X T�X T + �
3 "�X T�X TX T +X T �X T�X T # (A.17)�2 e�C [�C [T = �
3 "Bp℄T �C [T�C [TBp℄TC [TBp℄T +Bp℄TC [TBp℄T �C [T�C [TBp℄T#+ �
2Bp℄T �C [T�C [TBp℄T : (A.18)



126Unter Ber�u
ksi
htigung der De�nitionen (A.10) und (A.11) ergeben si
h f�ur (A.17)und (A.18) die folgenden Ausdr�u
ke in Koordinatens
hreibweise.�DIMKF = �
2 ÆIF ÆKM + �
3 hÆKMÆQFX IQ +X NM ÆIF ÆKN i= �
2 ÆIF ÆKM + �
3 hÆKMÆQFCQRBpRI + CMPBpPNÆIF ÆKN i (A.19)14 DIJKL = �
2BpJKBpLI + �
3 hBpJKBpLQCQRBpRI+BpJMCMPBpPKBpLIi(A.20)Na
h dem Einsetzen von (A.19) in Glei
hung (A.14) und von (A.20) in (A.15) wirddie G�ultigkeit der Beziehung (A.8) best�atigt. Damit ist der Na
hweis f�ur die �Aqui-valenz der Formulierungen (4.70) und (4.71) erbra
ht.



Anhang BAbleitungen der Flie�bedingungIn den folgenden Abs
hnitten werden die ersten und zweiten Ableitungen der unter-s
hiedli
hen, f�ur das Deformationsgesetz verwendeten, Flie�bedingungen pr�asentiert.Dabei sind die Flie�bedingungen selbst in mathematis
hen Koordinaten formuliert,ihre Ableitungen aus Gr�unden der �Ubersi
htli
hkeit in physikalis
hen.B.1 Modi�zierte Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zukDie modi�zierte Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zuk ist gem�a� (4.93) wie folgtde�niert: F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� � 23 T 2F = 0 (B.1)Die zugeh�origen ersten und zweiten Ableitungen na
h den Variablen vom Span-nungstyp lauten damit:�F�T = 2K4 �� � �T � ��� (B.2)�F�� = �2K4 �� � �T � ��� (B.3)�2F�T �T = 2K4 (B.4)�2F�T �� = �2K4 (B.5)�2F���T = �2K4 (B.6)�2F���� = 2K4 (B.7)127



128B.2 Modi�zierte Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zuk mit symmetris
hem, von � und T pabh�angigem ZusatztermDie mit � und T p erweiterte Flie�bedingung wird na
h (4.118) folgenderma�enformuliert:F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S1C [��M ℄S1C [ � 23 T 2F = 0 (B.8)mit M ℄S1 = h�T p℄C [�℄ +�℄C [T p℄i (B.9)Damit ergeben si
h die na
hstehenden ersten und zweiten Ableitungen:�F�T = 2K4 �� � �T � ��� (B.10)�F�� = �2K4 �� � �T � ���+2
s f�CM S1CT pC +CT pCM S1Cg (B.11)�F�T p = 2
s f�CM S1C�C +C�CM S1Cg (B.12)�2F�T �T = 2K4 (B.13)�2F�T �� = �2K4 (B.14)�2F�T �T p = 04 (B.15)�2F���T = �2K4 (B.16)�2F���� = 2K4 � 2
s �CT pCT pCI4C +CI4CT pCT pC�+4
s �CT pCI4CT pC� (B.17)�2F���T p = 2
s ��CM S1CI4C +CI4CM S1C�+2
sCT pC ��I4C� +�CI4 �C�2
sC ��I4C� +�CI4 �CT pC (B.18)



ABLEITUNGEN 129�2F�T p�T = 04 (B.19)�2F�T p�� = 2
s ��CM S1CI4C +CI4CM S1C�+2
sC�C ��T pCI4 + I4CT p�C�2
sC ��T pCI4 + I4CT p�C�C (B.20)�2F�T p�T p = 2
sC�C ��I4C� +�CI4 �C�2
sC ��I4C� +�CI4 �C�C (B.21)



130B.3 Modi�zierte Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zuk mit symmetris
hem, von T und T pabh�angigem ZusatztermDie mit T und T p erweiterte Flie�bedingung lautet gem�a� (4.124):F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S2C [��M ℄S2C [ � 23 T 2F = 0 (B.22)mit M ℄S2 = h�T p℄C [T ℄ + T ℄C [T p℄i (B.23)Zu ihr geh�oren die na
hfolgenden ersten und zweiten Ableitungen:�F�T = 2K4 �� � �T � ���+2
s f�CM S2CT pC +CT pCM S2C g (B.24)�F�� = �2K4 �� � �T � ��� (B.25)�F�T p = 2
s f�CM S2CT C +CT CM S2Cg (B.26)�2F�T �T = 2K4 � 2
s �CT pCT pCI4C +CI4CT pCT pC�+4
s �CT pCI4CT pC� (B.27)�2F�T �� = �2K4 (B.28)�2F�T �T p = 2
s �CI4CM S2C �CM S2CI4C�+2
sCT pC ��I4CT + T CI4 �C�2
sC ��I4CT + T CI4 �CT pC (B.29)�2F���T = �2K4 (B.30)�2F���� = 2K4 (B.31)�2F���T p = 04 (B.32)



ABLEITUNGEN 131�2F�T p�T = 2
s �CI4CM S2C �CM S2CI4C�+2
sCT C ��T pCI4 + I4CT p�C�2
sC ��T pCI4 + I4CT p�CT C (B.33)�2F�T p�� = 04 (B.34)�2F�T p�T p = 2
sCT C ��I4CT + T CI4 �C�2
sC ��I4CT + T CI4 �CT C (B.35)



132B.4 Modi�zierte Flie�bedingung na
h Baltow-Saw
zuk mit symmetris
hem, von T , � undT p abh�angigem ZusatztermDie Erweiterung der Flie�bedingung mit einem von T , � und T p abh�angigem Zu-satzterm wird entspre
hend (4.129) wie folgt de�niert:F = � �T ℄ � ��℄� ��K4 [�� � �T ℄ � ��℄� + 
sM ℄S3C [��M ℄S3C [ � 23 T 2F = 0 (B.36)mit M ℄S3 = h�T ℄�T p℄�C [�℄ +�℄C [ �T ℄+T p℄�i (B.37)Damit ergeben si
h die na
hstehenden ersten und zweiten Ableitungen:�F�T = 2K4 �� � �T � ���+ 2 
sC fM S3C� +�CM S3gC (B.38)�F�� = � 2K4 �� � �T � ���+ 2 
sC fM S3C (T � T p) + (T + T p)CM S3gC (B.39)�F�T p = 2 
sC f�M S3C� +�CM S3gC (B.40)
�2F�T �T = 2K4 + 2
sC�C �I4C� +�CI4 �C+2
sC �I4C� +�CI4 �C�C (B.41)�2F�T �� = �2K4 + 2
s �CI4CM S3C +CM S3CI4C�+2
s �C�C �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C�+2
s �C �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C�C� (B.42)�2F�T �T p = 2
s �C�C ��I4C� +�CI4 �C�+2
s �C ��I4C� +�CI4 �C�C� (B.43)



ABLEITUNGEN 133�2F���T = �2K4 + 2
s �CI4CM S3C +CM S3CI4C�+2
s �C (T + T p)C �I4C� +�CI4 �C�+2
s �C �I4C� +�CI4 �C (T � T p)C� (B.44)�2F���� = 2K4 + 2
s �C (T + T p)C �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C�+2
s �C �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C (T � T p)C� (B.45)�2F���T p = 2
s �CI4CM S3C �CM S3CI4C�+2
sC (T + T p)C ��I4C� +�CI4 �C+2
sC ��I4C� +�CI4 �C (T � T p)C (B.46)�2F�T p�T = 2
s �C�C �I4C� +�CI4 �C��2
s �C �I4C� +�CI4 �C�C� (B.47)�2F�T p�� = 2
s �CI4CM S3C �CM S3CI4C�+2
sC�C �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C�2
sC �(T � T p)CI4 + I4C (T + T p)�C�C (B.48)�2F�T p�T p = �2
s �C�C �I4C� ��CI4 �C�+2
s �C �I4C� ��CI4 �C�C� (B.49)



Anhang CJakobi-Matrix zur Bestimmungdes Abbildungstensors HDie Glei
hungen (5.124-5.132) bilden ein ni
htlineares Glei
hungssystem f�ur die un-bekannten Komponeneten des Drehtensors R.G(R11; R22; R33; R12; R23; R31; R21; R32; R13) = 0 (C.1)Wie bereits in Kapitel 5.4 erw�ahnt wurde, wird au
h hier ein Newtonverfahren zurL�osung herangezogen. �Ri+1 = � �rRiGi��1 (Gi) = 0 (C.2)Die dazu ben�otigte Jakobi-Matrix ist im Folgenden dargestellt.
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0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
M12N11� M22N11� M32N11� M12N12� M22N12� M32N12� M12N13� M22N13� M32N13�M11N21 M21N21 M31N21 M11N22 M21N22 M31N22 M11N23 M21N23 M31N23M13N11� M23N11� M33N11� M13N12� M23N12� M33N12� M13N13� M23N13� M33N13�M11N31 M21N31 M31N31 M11N32 M21N32 M31N32 M11N33 M21N33 M31N33M13N21� M23N21� M33N21� M13N22� M23N22� M33N22� M13N23� M23N23� M33N23�M12N31 M22N31 M32N31 M12N32 M22N32 M32N32 M12N33 M22N33 M32N332R11 0 0 2R21 0 0 2R31 0 00 2R12 0 0 2R22 0 0 2R32 00 0 2R13 0 0 2R23 0 0 2R33R12 R11 0 R22 R21 0 R32 R31 0R13 0 R11 R23 0 R21 R33 0 R310 R13 R12 0 R23 R22 0 R33 R32

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA(C.3)


