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Referat:

Die numerische Simulation von Verformungsvorgingen mittels der Finite-Elemente-
Methode wird zur Losung ingenieurtechnischer Probleme in wachsendem Mafe ein-
gesetzt und stellt ein erprobtes, leistungsfihiges Werkzeug fiir die Berechnung von
Bauteilen bzw. -gruppen dar. Fiir eine wirklichkeitsnahe Vorhersage des Werkstoftf-
verhaltens ist es dabei erforderlich, in die Berechnungsprogramme Materialmodelle
zu implementieren, welche die realen Bauteileigenschaften richtig charakterisieren.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Materialmodell zur phidnomenologischen Be-
schreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens bei groflen elastisch-plastischen Ver-
zerrungen unter Nutzung eines Substrukturkonzeptes entwickelt.

Fiir allgemeine krummlinige Koordinatensysteme wird eine materielle Formulierung
des Deformationsgesetzes als ein Algebro-Differenzialgleichungssystem vorgestellt.
Es enthélt neben dem hyperelastischen Teildeformationsgesetz die Evolutionsglei-
chungen fiir innere Variablen und die FlieBbedingung. Seine thermodynamische Kon-
sistenz wird nachgewiesen.

Basierend auf einer zweckmiifligen Zeitdiskretisierung dieses Systems wird der voll-
stdndige Algorithmus zur numerischen Lésung des Anfangswertproblems entwickelt.
Seine erfolgreiche Implementierung in das experimentelle Finite-Elemente-Programm
SPC-PMHP der TU Chemnitz wird an ausgewihlten Berechnungsbeispielen demon-
striert.
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Einfithrung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, ein Materialmodell zur phinome-
nologischen Beschreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens bei groflen elastisch-
plastischen Verzerrungen zu entwickeln und in Form einer verallgemeinerten Mate-
rialschnittstelle in ein Finite-Elemente-Programm zu implementieren.

Theoretischer Ausgangspunkt fiir die Kinematik des Materialverhaltens ist das Ver-
fahren der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten mit der Festle-
gung plastischer Zwischenkonfigurationen. Die Anisotropie wird im Rahmen eines
Substrukturkonzepts erfasst, das auf der Definition innerer Variablen in einer aus-
gezeichneten Zwischenkonfiguration beruht. Fiir allgemeine krummlinige Koordi-
natensysteme wird eine materielle Formulierung des Deformationsgesetzes als ein
Algebro-Differenzialgleichungssystem vorgestellt. Es enthélt neben dem hyperelasti-
schen Teildeformationsgesetz die Evolutionsgleichungen fiir innere Variablen. Seine
thermodynamische Konsistenz wird nachgewiesen. Basierend auf einer zweckméfi-
gen Zeitdiskretisierung dieses Systems wird der vollstindige Algorithmus zur nu-
merischen Losung des Anfangswertproblems entwickelt. Seine erfolgreiche Imple-
mentierung in das experimentelle Finite-Elemente-Programm SPC-PMHP der TU
Chemnitz wird an ausgewéhlten Berechnungsbeispielen demonstriert. Der Vorteil
des entwickelten Materialmodells besteht insbesondere darin, dass nur wenige Ma-
terialparameter zur Beschreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens benotigt wer-
den. Das begiinstigt die Anwendung des Konzepts der Materialparameteridentifika-
tion durch Analyse inhomogener Verschiebungsfelder. Eine Effektivititssteigerung
der numerischen Simulation und der Ermittlung der Materialparameter wird durch
die konsequente Realisierung von SPC-PMHP auf Parallelrechnern erreicht.

Beginnend mit einigen Uberlegungen aus der Tensoralgebra und -analysis, werden im
Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit grundlegende Beziehungen der Kontinuumsmecha-
nik fiir allgemeine krummlinige Koordinaten présentiert. Diese basieren insbesondere
auf Ausfiihrungen von TRUESDELL/NOLL, NARASIMHAN, HAUPT und MIEHE. Im
Vordergrund stehen dabei neben den Bilanzgleichungen und dem 2. Hauptsatz der
Thermodynamik speziell die Besonderheiten der Kinematik grofler Deformationen.
Ebenso werden Axiome der Materialtheorie und weitere sinnvolle Annahmen wie
das Konzept der dualen Variablen nach HAUPT/ TSAKMAKIS vorgestellt, welche bei
der Herleitung des Deformationsgesetzes Beriicksichtigung finden.

Auf die unterschiedlichen Vorgénge in der Mikroebene eines Materials wihrend der
elastischen bzw. plastischen Deformation wird im Kapitel 3 eingegangen. Darauf
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aufbauende phinomenologische Betrachtungsweisen zur Beriicksichtigung einer Sub-
struktur (MANDEL, DAFALIAS) werden vorgestellt sowie ein eigenes Konzept, das
die Existenz einer speziellen Substrukturkonfiguration voraussetzt, entwickelt. Eine
wichtige Rolle spielt dabei der Begriff des plastischen Spins in der Definition von
DAFALIAS.

Im 4. Kapitel wird ausgehend von der Clausius-Duhem-Ungleichung ein thermody-
namisch konsistentes Deformationsgesetz unter Nutzung der aufbereiteten Grundla-
gen und Voraussetzungen der vorangegangenen Abschnitte hergeleitet. Weitere kon-
stitutive Annahmen finden dabei Beriicksichtigung. Ein hyperelastisches Teildefor-
mationsgesetz kann abgespalten werden und, basierend auf dem Prinzip vom Maxi-
mum der plastischen Dissipation, entsteht ein Algebro-Differenzialgleichungssystem
zur Beschreibung elastisch-plastischen Materialverhaltens. Speziell zu diesem Defor-
mationsgesetz entwickelte Ansétze fiir die FlieSbedingung werden vorgestellt und in
Verbindung mit ihnen die thermodynamische Konsistenz der Materialgleichungen
bewiesen.

Das Kapitel 5 enthélt die algorithmischen Grundlagen fiir die numerische Umsetzung
des Deformationsgesetzes innerhalb des Finite-Elemente-Programmes SPC-PMHP.
Zunéchst wird, basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen, ein kurzer
Abriss iiber die inkrementell-iterative Losung des globalen Randwertproblems mit
Hilfe der FEM gegeben. Die Beschreibung der Vorgehensweise zur numerischen In-
tegration fiir die Losung des eingebetteten Anfangswertproblems nimmt einen brei-
ten Raum ein. Sie basiert auf der Zeitdiskretisierung der Differenzialgleichungen mit
einem verallgemeinerten impliziten Einschritt-Differenzenschema und der numeri-
schen Losung des daraus folgenden Systems nichtlinearer algebraischer Gleichungen
mit dem Newton-Verfahren. Diese Methode stellt ein Projektionsverfahren dar und
gewihrleistet die Erfiillung der Flief- und der Konsistenzbedingung. Zwei mogli-
che Formulierungen des Deformationsgesetzes werden entwickelt und algorithmisch
aufbereitet. Auflerdem werden die notigen Schritte zur Ermittlung der konsisten-
ten Materialtangente gezeigt und in Verbindung dazu die Vorteile des vorgestellten
Integrationsverfahrens gegeniiber herkémmlichen Methoden unterstrichen.

Schliefllich werden im Kapitel 6 die Ergebnisse der Berechnungen einiger ausgewéhl-
ter Beispiele vorgestellt. Die Beschreibung isotroper und anisotroper (kinematisch,
formativ) Verfestigungseigenschaften wird anhand der Entwicklung von FlieBortkur-
ven demonstriert, wobei ein Vergleich zwischen den neu aufgestellten FlieSbedingun-
gen erfolgt. Auflerdem wird das Konvergenzverhalten der zwei Varianten des Defor-
mationsgesetzes untersucht. Hinsichtlich der Simulation von anisotropen elastisch-
plastischen Problemen bei groflen Verzerrungen kann die Eignung der entwickelten
Formulierungen eindeutig nachgewiesen werden.



Kapitel 1

Stand der Forschung

Die numerische Simulation von Verformungsvorgéingen mittels der Finite-Elemente-
Methode wird zur Losung ingenieurtechnischer Probleme in wachsendem Maf}e ein-
gesetzt und stellt ein erprobtes, leistungsfihiges Werkzeug fiir die Berechnung von
Bauteilen bzw. -gruppen dar.

Fiir eine wirklichkeitsnahe Vorhersage des Werkstoffverhaltens ist es einerseits er-
forderlich, in die Berechnungsprogramme Materialmodelle zu implementieren, wel-
che die realen Bauteileigenschaften richtig charakterisieren. Andererseits ist eine
zuverlissige Identifikation der Materialparameter zwingend notwendig. Der Aspekt
der Parameteridentifikation stellt einen wichtigen Forschungsschwerpunkt am Insti-
tut fiir Mechanik der TU Chemnitz dar.

Bei der Umformung metallischer Werkstoffe (z.B. Walzen, Tiefziehen) treten ferti-
gungsbedingte plastische Anisotropien auf. Zu deren Beschreibung existieren in der
Literatur unterschiedliche Materialmodelle. Die erforderlichen Verfestigungsparame-
ter konnen u.a. durch Analyse inhomogener Verschiebungsfelder ermittelt werden.
Dieses Verfahren wurde in Chemnitz fiir kleine Verzerrungen realisiert, wodurch die
tatsdchlichen Verhiltnisse bei Umformprozessen jedoch nicht geniigend genau wi-
dergespiegelt werden. Die vorliegende Arbeit ordnet sich in diesen Rahmen insofern
ein, als mit ihr ein skleronomes Deformationsgesetz fiir grofie elastisch-plastische
Verzerrungen bereitgestellt wird. Damit wird eine wichtige Voraussetzung fiir die
Parameteridentifikation entsprechend dem oben genannten Verfahren geschaffen, die
iiber den Bereich der kleinen Verzerrungen hinausgeht.

Eine der grundsitzlichen Fragen der Modellbildung in der Elasto-Plastizitéit betrifft
die Aufspaltung von kinematischen Gréflen zur Beschreibung der Teilprozesse. Bei
kleinen Deformationen wird der Verzerrungstensor grundsitzlich additiv in einen
elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt. GREEN und NAGDHI schlugen ei-
ne Ubertragung dieser Modellvorstellung auf die Probleme finiter Deformationen
vor (siehe z.B. [26, 27]) und definierten fiir einen in der Ausgangskonfiguration ad-
ditiv aufgespaltenen Verzerrungstensor zugehorige Teildeformationsgesetze. Dabei
verzichteten sie auf eine physikalische Deutung der Verzerrungsanteile.
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Das allgemein anerkannte Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformati-
onsgradienten, welches hauptséchlich auf Arbeiten von KRONER [41] und LEE [42]
zuriickgeht, ermoglicht durch die Einfiithrung einer ,,spannungsfreien“ Zwischenkon-
figuration eine geometrische Interpretation der elastischen und plastischen Verzer-
rungsanteile. Die Zwischenkonfiguration, in der die kinematischen Gréfilen konse-
quent voneinander getrennt werden konnen, wird durch eine fiktive rein elastische
Entlastung gewonnen.

Die Forderung nach thermodynamischer Konsistenz stellt einen weiteren wichtigen
Aspekt bei der Formulierung geeigneter elastisch-plastischer Materialgleichungen
dar. Einige Autoren (siehe z. B. CHABOCHE [13|, COLEMAN& GURTIN [14], LUBLI-
NER [46], MANDEL [48, 49], MIEHE [53, 54], SIMO [74, 75], SEIFERT [73], SVENDSEN
[80]) leiten zunéchst einen allgemeinen Rahmen fiir das Materialmodell als Losung
eines mathematischen Optimierungsproblems, ausgehend vom 1. und 2. Hauptsatz
der Thermodynamik, ab. Dieses Vorgehen garantiert die Existenz eines Maximums
der plastischen Dissipation fiir die konkret zu wihlenden Ansitze der konstitutiven
Beziehungen. Deren thermodynamische Konsistenz muss dariiber hinaus anhand der
uneingeschriinkten Erfiillung der Dissipationsungleichung iiberpriift werden. Eine
andere Moglichkeit besteht in der direkten Auswertung der Dissipationsungleichung
durch die explizite Auswahl spezieller Ansétze fiir konstitutive Beziehungen (freie
Energiedichte, Evolutionsfunktionen u.a.), die die Forderung nach einer positiven
plastischen Dissipation erfiillen. Beispiele fiir eine solche Verfahrensweise sind in den
Arbeiten von DAFALIAS [18], HAUPT [30], L1ON [44] und SIMO& ORTIZ [77] zu fin-
den. Weitere Unterschiede bei der Formulierung von Deformationsgesetzen existieren
in Bezug auf die gewéhlte Konfiguration, die Definition von Verzerrungsgrofien (z.B.
Verwendung logarithmischer Dehnungen bei BRUHNS& X1A0& MEYERS [12, 87]), die
Wahl der unabhéngigen Groflen und deren objektiven Zeitableitungen sowie Anzahl
und Struktur der inneren Variablen. Der letztgenannte Aspekt bestimmt, welche
Verfestigungsarten (isotrop, kinematisch, formativ) mit dem aufgestellten Deforma-
tionsgesetz modelliert werden kdnnen.

Zur Beschreibung der plastischen Orthotropie wurde erstmals von HILL [34] ei-
ne quadratische Flielbedingung vorgeschlagen. Moderne Zugénge, die eine Erfas-
sung allgemeiner Anisotropieeigenschaften ermoglichen und héherstufige Anisotro-
pietensoren oder zusétzliche innere Tensorvariablen verwenden (siehe u.a. ARA-
vAs [1], BESDO [8, 9], HAUPT& TSAKMAKIS [32], NING& AIFANTIS [60], SANSOUR
[69]), stellen Verbesserungen dieses phénomenologischen Ansatzes von HILL dar.
Einen anderen Zugang vermitteln auf die Mikrostruktur bezogene Formulierun-
gen, wie sie beispielsweise in den Arbeiten von ASARO [2], DAFALIAS [19], MIE-
HE& SCHOTTE& SCHRODER [55], NING& AIFANTIS [61], STECK [79] vorgestellt wer-
den. Die Autoren versuchen, durch Analyse der Vorgidnge auf den Gitterebenen
im Mikro- und durch Homogenisierung auch im Makrobereich Aussagen fiir die
Entwicklung der Anisotropieeigenschaften zu treffen. Von DAFALIAS [16, 17, 18],
MANDEL [48, 49], SCHIECK& STUMPF [72] werden Konzepte zur Existenz einer dem
Kontinuum unterliegenden Substruktur vorgeschlagen, mit denen die im Material
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auf der Mikroebene ablaufenden anisotropen Vorginge phidnomenologisch auf der
Makroebene beschrieben werden. Eine Anwendung solcher Verfahren auf die Scha-
lentheorie mit den dort gebriduchlichen konvektiven Koordinaten ist bei JOHN [37]
und PYTTEL [66] zu finden.

Die Formulierung des lokalen Anfangswertproblems zur Ermittlung der Spannun-
gen und inneren Variablen basiert auf der Darstellung des Deformationsgesetzes
als Algebro-Differenzialgleichungssystem. Seine Losung ist in der Regel analytisch
nicht realisierbar. Nach der klassischen Vorgehensweise wird der plastische Mul-
tiplikator unter Erfiillung der Konsistenzbedingung eliminiert, wodurch ein expli-
ziter Zusammenhang zwischen den Spannungs- und Verzerrungsgeschwindigkeiten
entsteht. Dieser wird iiber eine elasto-plastische Materialtangente vermittelt. Zur
effektiveren Realisierung groflerer Lastschritte bei Problemen mit finiten Deforma-
tionen werden Projektionsverfahren genutzt, die eine iterative Erfiillung der Flief3-
bedingung gewihrleisten. Dabei wird von bekannten Zustandsgréfien und inneren
Variablen zu Beginn eines Zeitschrittes ausgegangen. Zur Ermittlung ihrer Werte
nach der Losung des Randwertproblems im aktuellen Inkrement werden die Diffe-
renzialgleichungen numerisch integriert. Die Projektionsverfahren gehen in der Re-
gel von einem elastischen Prediktorschritt aus. Wird dabei die Fliebedingung ver-
letzt, erfolgt anschlieflend eine iterative plastische Korrektur der Spannungen und
inneren Variablen. Unterschiede zwischen den verschiedenen Prediktor-Korrektor-
Verfahren betreffen die Art und Weise der Iteration im Korrektorschritt. Bei den
im Allgemeinen als return-Algorithmen (mit dem Spezialfall des radial return) be-
kannten Verfahren wird zunéchst die FlieBbedingung als nichtlineare Gleichung le-
diglich in Abhéngigkeit vom plastischen Multiplikator betrachtet. Mit dem Ergeb-
nis ihrer numerischen Losung erfolgt anschlieflend die Inkrementierung der Span-
nungen und inneren Variablen. Verschiedene return-Algorithmen werden u.a. von
ORTI1Z&SIMO [65], SIMO&TAYLOR [78] und RAMM&MATZENMILLER [67] vorge-
stellt. Eine weitere Moglichkeit besteht in der komplexen Losung des vollstdndigen
Algebro-Differenzialgleichungssystems des Deformationsgesetzes. Der hohe nume-
rische Aufwand wird durch eine zuverlissige Erfiillung der Flief- und der Konsi-
stenzbedingung sowie durch eine sehr einfache Berechnungsvorschrift fiir die kon-
sistente Materialtangente aufgewogen. Dieser Aspekt findet sich u.a. in den Arbei-
ten von YAMADA& YISHIMURA& SAKURALI [88], ZIENKIEWICZ& VALLIAPAN& KING
[91], HARTMANN& LUHRS&HAUPT [29] und MEYER& MICHAEL [51].

Die angefiihrten Literaturquellen verkorpern eine repriasentative Auswahl zur For-
mulierung von Materialmodellen der finiten Elasto-Plastizitét, fiir eine umfassendere
Darstellung des aktuellen Standes der Forschung sei auch auf die Referenzlisten der
zitierten Arbeiten verwiesen.



Kapitel 2

Kontinuumsmechanische
Grundlagen

2.1 Einige Bemerkungen zur Tensorrechnung

Ein beliebiger zweistufiger Tensor A hat die ko-, kontra- bzw. gemischtvariante
Komponentendarstellung

A=A5;G"0G" = A"G;2G; = A'GTeG; = A";GrGT  (2.1)

mit den Koordinaten A;;, A", A;” bzw. A’; und den zugehorigen Tensorbasen
GI®GJ, G]®G], GI®G] bzw. G1®G‘].

In dieser Arbeit erfolgt die Kennzeichnung von Vektoren und Tensoren in ihrer
symbolischen Darstellung durch Buchstaben im Fettdruck. Die Verwendung von
Vektoren ergibt sich jeweils eindeutig aus dem Kontext. Bei drei- und mehrstufigen
Tensoren wird zusétzlich ihre Stufe unter dem Tensorsymbol aufgefiihrt.

In der iiblichen Weise markieren AT und A ' den transponierten bzw. inversen
Tensor.

Weiterhin sei angefiigt, dass im Rahmen der Komponenten- und Koordinatenschreib-
weise von Tensoren die Einsteinsche Summationsvereinbarung gilt und &% die ge-
mischtvarianten Koordinaten des zweistufigen Einheitstensors I (verallgemeinertes
Kronecker-Symbol) représentieren.

Symmetrische bzw. antimetrische Tensoren sind definiert durch die Beziehungen

AT = A bzw. AT = —A. (2.2)

Die doppelte Uberschiebung zweier beliebiger Tensoren 2. Stufe A und B wird am
Beispiel ihrer gemischtvarianten Formulierungen wie folgt dargestellt:

12
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A-B = A"G"'® G;Bx"G* @ G = A’ B 656l = A7 B, (2.3)

Einfache Uberschiebungen werden nicht speziell gekennzeichnet, in diesem Fall fol-
gen die Tensorsymbole ohne Verwendung eines mathematischen Operators aufein-
ander.

Es gilt weiterhin, dass die doppelte Uberschiebung zweier zweistufiger Tensoren
kommutativ ist.

A-B=B--A=A"..B" = BT.. AT (2.4)

Bei der Kombination doppelter und einfacher Uberschiebungen mehrerer zweistufi-
ger Tensoren kann deren Reihenfolge, wie nachfolgend beschrieben, vertauscht wer-
den:

A-BC =C--AB =B--CA. (2.5)

Die Ableitung der doppelten Uberschiebung zweier zweistufiger Tensoren nach einem
der beiden Tensoren ist in symbolischer Darstellung definiert als:

0(A.-B)
————~ =BT, 2.6
5A (2.6)
Fiir die materielle Zeitableitung einer skalaren Funktion f eines Tensors zweiter

Stufe gilt:
d f(A) 9 f(A)

=5 AT (2.7)

Zu jedem zweistufigen Tensor lassen sich zwei Sétze von Invarianten angeben. Es
handelt sich hierbei um die Haupt- und die Grundinvarianten des Tensors. Sie finden
ihre Anwendung vor allem bei der Definition von isotropen Tensorfunktionen [10].
Die im weiteren Verlauf der Arbeit hidufig benutzten Grundinvarianten lauten:

Jl = Jl(A) = SpA =A--G (28)
1 1

Jy = D(A) = SSp (A)? = SAG-AG (2.9)
1 1

Jy = J;(A) = ZSp (A)® = SAGAG-AG (2.10)

mit dem Metriktensor

G=G,GeG =G"G,;®G,;=6G;®G. (2.11)
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Zwischen den Haupt- und Grundinvarianten bestehen die Zusammenhénge [70]:

I(A) = J, (2.12)
(A) = %(JE—QJQ) (2.13)
III(A) = %(Jf—6J1J2+6J3>. (2.14)

Im Weiteren werden gemischtvariante Tensoren lediglich durch einen Buchstaben
charakterisiert, ko- und kontravariante Tensoren dagegen zusétzlich mit der hoch-
gestellten Markierung ()” bzw. ()%

2.2 Kinematik grofler Deformationen

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Abriss der geometrischen Grundbeziehungen der
Kontinuumsmechanik im Zusammenhang mit der Theorie der Deformation elastisch-
plastischer Festkorper gegeben. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf weiterfiih-
rende Literatur verwiesen, wie beispielsweise [31, 50, 52, 83].

Es wird vorausgesetzt, dass der Kérper B eine Menge materieller Punkte X darstellt,
welche die Eigenschaften einer dreidimensionalen, im notwendigen Mafle differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit besitzt und in den euklidischen Raum R? eingebettet ist.
Dann kann jedem materiellen Punkt unter Einfiihrung eines Systems von Koordina-
ten ein Tripel (X', X2 X3) reeller Zahlen, seine materiellen Koordinaten genannt,
eineindeutig zugeordnet werden:

X =X (Xl,XQ,X?’), X'=X"(X) mitI =1,2,3. (2.15)

Das Gebiet des euklidischen Raumes, welches der Képer B zu jedem beliebigen
Zeitpunkt ¢ einnimmt, wird Konfiguration genannt. Diese kann als mathematische
Abbildung ¢ der Mannigfaltigkeit von einer Referenz- in aktuelle Konfigurationen
interpretiert werden und verkorpert die Menge der C*-Diffeomorphismen (k > 2)
der materiellen Punkte von B in den euklidischen Raum (siehe Bild 2.1):

x(t) = ¢ (X,1). (2.16)

Somit kennzeichnet der Punkt & den von X zur Zeit ¢t eingenommenen Platz im
euklidischen Raum. Seine rdumlichen Koordinaten 2’ mit ¢ = 1,2, 3 kénnen durch
die Koordinaten des materiellen Punktes (materielle Koordinaten X mit I = 1,2, 3)
und die Zeit ¢t ausgedriickt werden:

o= (XT1) (2.17)

Die Abbildung von rdumlichen und materiellen Koordinaten ist umkehrbar eindeu-
tig, so dass auch die inversen Beziehungen gelten

X = ¢ l(z,) mit X' = (o) (ah1). (2.18)
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Wird die Konfiguration ¢, mit € = ¢,(X ) zu einem fixierten Zeitpunkt als Mo-
mentankonfiguration bezeichnet, so ist offensichtlich, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0
eine Ausgangskonfiguration ¢, existiert, die nicht notwendig dem undeformierten
Zustand entsprechen muss und fiir die X = (X)) gilt. Die Bewegung (Deforma-
tion) des Korpers B wird als kontinuierliche Folge von Momentankonfigurationen
mit der Zeit t als Parameter aufgefasst, ihre Darstellung in materiellen Koordinaten
(vgl. 2.16) wird Lagrangesche und in rdumlichen Koordinaten (siehe 2.18) Eulersche
Betrachtungsweise genannt.

Momentankonfiguration

t

P

Ausgangskonfiguration ‘

t =1,

Bild 2.1: Ausgangs-, Zwischen- und Momentankonfiguration

Weiter wird vorausgesetzt, dass im euklidischen Raum R? die Definition eines raum-
festen kartesischen Koordinatensystems mit den Koordinaten Z! bei I = 1,2, 3 und
der orthonormalen Basis e;, I = 1,2,3 moglich ist. Dann kann jeder Punkt ei-
ner Konfiguration des Kérpers B durch einen Ortsvektor identifiziert werden (siehe
Bild 2.1). Bezogen auf die Ausgangskonfiguration wird dieser Ortsvektor bei der
Existenz einer eineindeutigen Abbildung zwischen dem globalen kartesischen Ko-
ordinatensystem und einem allgemeinen, krummlinigen lokalen Koordinatensystem
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des materiellen Punktes wie folgt dargestellt:
R = R(Z(X)). (2.19)

Die kovarianten Basisvektoren des lokalen Koordinatensystems im materiellen Punkt
X lassen sich dann als System linear unabhéngiger Tangentenvektoren an die Ko-
ordinatenlinien, entlang derer sich jeweils nur eine der Koordinaten X' mit
I = 1,2,3 éndert, durch partielle Ableitungen des Ortsvektors nach den Koordi-
naten einfiihren:

OR _ OR 0Z% ozK
oXT ~ 9zK axT ~ “FoaxT
An dieser Stelle sei die Existenz einer dualen Basis mit kontravarianten Basisvek-
toren, wie sie beispielsweise in (2.1) angegeben wurde, lediglich erwéhnt. Thre Defi-
nition und die damit verbundenen Tensordarstellungen werden hier in der iiblichen
Weise verwendet (siehe z. B. [5]). Fiir die Koordinaten des kovarianten Metriktensors
als Skalarprodukt der Basisvektoren gilt mit (2.20)

YAV A

oX! X7~
Analoge Beziehungen treffen fiir die Momentankonfiguration des Kérpers zu. Die
entsprechenden Koordinatenlinien und Basisvektoren sind im Bild 2.1 eingezeichnet.

G| =

(2.20)

G[J = G]GJ = 6KL (221)

Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Beschreibung beliebiger
Verzerrungen stellt der Deformationsgradient F' mit
2 (3

8%7)(;() 9,8 G = % 9,®G’ (2.22)
dar [83]. Er bildet ein materielles Linienelement d X linear von der Ausgangskonfigu-
ration in die Momentankonfiguration ab und beschreibt damit die Streckungen und
Drehungen, die dieses Linienelement wiahrend der Bewegung erfihrt. Zudem dient
der Deformationsgradient auch der Abbildung von Flichen- und Volumenelementen
von der Ausgangs- in die Momentankonfiguration und kennzeichnet somit allgemein
die lokalen Eigenschaften der Deformation. Aus der Invertierbarkeit der Abbildung
(2.16) folgt, dass die Determinante der Jakobi-Matrix, die aus den Koordinaten
des Deformationsgradienten gebildet wird, an jedem Ort und zu jedem Zeitpunkt
ungleich Null ist. Wegen der orientierungserhaltenden Eigenschaft der Abbildung
(2.16) gilt

F=Fg;2G" =

det F > 0. (2.23)

Mit dem Deformationsgradienten kann in der Ausgangskonfiguration ein symmetri-
scher, kovarianter Tensor
C’=FTgF (2.24)

definiert werden, der als Rechts-Cauchy-Green Tensor bekannt ist und die Abbildung
der kovarianten Metrik aus der Momentan- in die Ausgangskonfiguration darstellt.
Zweckméifig ist zudem die Definition eines symmetrischen, kovarianten Tensors

¢ =F TG F! (2.25)
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in der Momentankonfiguration, der die inverse Grofle zum so genannten Links-
Cauchy-Green-Tensor repriasentiert und als Abbildung der kovarianten Metrik der
Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration zu verstehen ist. Auf die Be-
schreibung entsprechender kontravarianter Tensoren wird hier verzichtet.

Mit den Tensoren (2.24) und (2.25) ist es moglich, zwei Verzerrungstensoren ein-
zufithren - den in der Regel Greenscher Verzerrungstensor genannten symmetrischen,
kovarianten Tensor

E = %(Cb - &) (2.26)

in der Ausgangskonfiguration und seine Abbildung in der Momentankonfiguration,
den symmetrischen, kovarianten Almansischen Verzerrungstensor

1
b 2 (g _ b
e =3 (g c) : (2.27)
Es kann gezeigt werden, dass die Verzerrungstensoren E’ bzw. e’ Lingenénderungen
von und (oder) Winkeléinderungen zwischen materiellen Linienelementen beschrei-
ben und somit als kinematische Mafle fiir die Deformation in der Ausgangs- bzw.
Momentankonfiguration angesehen werden kénnen.

Hier sei angemerkt, dass zur Kennzeichnung von Variablen in der Ausgangskonfi-
guration Grolbuchstaben verwendet werden, in der Momentankonfiguration Klein-
buchstaben.

An dieser Stelle seien mit den Symbolen &, und ®* zwei verkiirzte Darstellungen
von Tensoroperationen eingefiihrt ([50, 52]). Das Abbilden eines Tensors von einer
Referenz- in eine beliebige andere Konfiguration mit Hilfe des jeweiligen Abbildungs-
tensors zwischen diesen Konfigurationen wird als ,,push-forward“ oder Vorschieben
bezeichnet. So gilt beispielsweise fiir die Abbildung eines kovarianten Tensors von
der Ausgangs- in die Momentankonfiguration

o, ()=F T()F . (2.28)

Unter dem Namen ,pull-back® oder Zuriickziehen ist die umgekehrte Operation
bekannt:
*(.)=FT () F. (2.29)

Fiir kontravariante Tensoren gilt entsprechend

o, ()=F()FT uwd & ()=F '()FT (2.30)

Bei elastisch-plastischer Deformation wird, einem Modell von LEE [42] folgend, ei-
ne so genannte Zwischenkonfiguration definiert, indem lokal eine fiktive elastische
Entlastung der materiellen Teilchen vorgenommen wird. Aus dieser Definition der
Zwischenkonfiguration wird deutlich, dass sie in der Regel nicht kompatibel ist. Wei-
terhin ist sie nur bis auf eine beliebig iiberlagerte Drehung definiert. Mit Hilfe dieser
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Konfiguration gelingt aber eine konsequente Trennung von elastischen und plasti-
schen Groflen im Stoffgesetz. Der Deformationsgradient wird dazu multiplikativ in
einen elastischen Anteil F'¢ und einen plastischen Anteil F'? zerlegt.

F = F°F? (2.31)

Mit dem Teildeformationsgradienten FP werden Abbildungen von der Ausgangs-
in die Zwischenkonfiguration realisiert, entsprechend dient der Anteil F¢ als Abbil-
dungsoperator von der Zwischen- in die Momentankonfiguration (siehe Bild 2.1).

Die folgenden Beziehungen zeigen am Beispiel des Greenschen Verzerrungstensors
E’ die moglichen Abbildungen zwischen den verschiedenen Konfigurationen. Zur
Unterscheidung gegeniiber den materiellen und raumlichen Groflen werden Tensoren
in der Zwischenkonfiguration mit einer Tilde versehen.

E’ — FPTEFP = FTe'F
Fr"E'Fr! = B = FTeFe (2.32)
FfTEbFfl — FefTEbFefl — eb

Im strengen Sinn ist der Begriff Deformationsgradient fiir die beiden Anteile der mul-
tiplikativen Zerlegung jedoch nicht gerechtfertigt, da er wegen der Inkompatibilitéit
der Zwischenkonfiguration nicht an elastische oder plastische Verschiebungsgréfien
angebunden werden kann. Fiir eine lineare Abbildung von Vektoren und Tensoren
von der Zwischen- in die Ausgangs- und Momentankonfiguration bzw. umgekehrt
(Definition entsprechender pull-back und push-forward Operationen) darf er jedoch
weiterhin verwendet werden. Es sei an dieser Stelle unterstrichen, dass die elasti-
schen und plastischen Anteile von Deformationsgradient und Verzerrungstensoren
quantitativ nur mittels konstitutiver Annahmen bestimmbar sind.

Nach NAGHDI [57] wurde das Modell der multiplikativen Zerlegung des Deformati-
onsgradienten in einen elastischen und einen plastischen Anteil bereits von KRONER
[41] vorgeschlagen. BACKMANN [3], LEE [42] sowie LEE&LIU [43] wendeten es im
Folgenden auf grofie Deformationen an. GREEN und NAGHDI [27, 57] setzten sich
intensiv mit diesem Modell auseinander und zogen einen Vergleich mit ihrem ther-
modynamisch begriindeten Ansatz der additiven Zerlegung des Verzerrungstensors
in der Ausgangskonfiguration. Dabei wird offensichtlich, dass beide Vorgehensweisen
dieselben Sachverhalte beschreiben und lediglich auf unterschiedlichen konstitutiven
Annahmen fiir die separate Modellierung elastischer und plastischer Phinomene ba-
sieren.

In der Ausgangskonfiguration ermoglicht die Einfiihrung der multiplikativen Zer-
legung des Deformationsgradienten in Verbindung mit der Nulladdition eines pla-
stischen Verzerrungstensors eine formale Definition von elastischen und plastischen
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Teilverzerrungen. Hierbei ist allerdings zu bemerken, dass in die elastische Teilver-
zerrung auch der plastische Teildeformationsgradient eingeht und damit eine Ver-
mischung von elastischen und plastischen Verzerrungsgréfien vorliegt.

e Ausgangskonfiguration — Greenscher Verzerrungstensor (2.26):

B = %(Cb _ Gb)
- 1 (Cb _ Gb) + 1 (Cpb - Cpb)
= ;(Cb _ Cpb) I 2% (Cpb _ Gb) (2.33)
Eeb + pr
mit
C’b - P* (gb) — FpTFeTnger (234)
Cpb — PP (éb) _ FpTépr (235)

Durch Vorschieben von E” in die Zwischenkonfiguration wird eine konsequente Tren-
nung von elastischen und plastischen Verzerrungsgrofien erreicht, wogegen die Ab-
bildung in die Momentankonfiguration wiederum vermischte Anteile erzeugt.

e Zwischenkonfiguration:

B o= (00 G) v (@) 230
E° + EP
mit
éeb — P*e (gb) — FeTnge (237)
& = (G) = FrTGFr! (2.38)

¢ %(gb_bceb) + %(Cebb_cb> (2.39)
e’ + e’
mit
¢ = a,(6¢") = F-TFrTG'Fr'F! (2.40)

(@) = FTGF! (2.41)
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G’, G’ und g’ stellen die kovarianten Metriktensoren in der Ausgangs-, Zwischen-
sowie der Momentankonfiguration, C°, C?", C®, &, ¢® und ¢’ deren unterschied-
liche Abbildungen in die verschiedenen Konfigurationen dar.

Fiir die Formulierung von Deformationsgesetzen wird bei elasto-plastischem Materi-
alverhalten die Verzerrungsgeschwindigkeit benétigt. Eine grofle Bedeutung besitzt
der Geschwindigkeitsgradient

l=FF ! (2.42)

der die Geschwindigkeit représentiert, mit der sich materielle Linienelemente wih-
rend der Deformation dndern. Ausgehend von der Beziehung (2.42) konnen in der
Momentankonfiguration die Deformationsgeschwindigkeit

1
b L T
d—2(gl+lg) (2.43)
als symmetrischer und die Rotationsgeschwindigkeit
1
b bp 7T b
w—2(gl lg) (2.44)

als antimetrischer kovarianter Tensor definiert werden. Das Zuriickziehen der Defor-
mationsgeschwindigkeit in die Ausgangskonfiguration

P* (db) =D’ = FT% (gbl + ngb) F = % (FTng + FTng) —E"  (2.45)

fiihrt auf die materielle Zeitableitung des Greenschen Verzerrungstensors.

2.3 Bilanzgleichungen und 2. Hauptsatz der
Thermodynamik

Die Bilanzgleichungen (Erhaltungssétze) bilden gemeinsam mit der Entropieunglei-
chung (2. Hauptsatz der Thermodynamik) den notwendigen Rahmen fiir die Be-
schreibung des durch duflere Einfliisse verursachten Deformationsverhaltens eines
Korpers in Wechselwirkung mit seiner Umgebung. Dabei gelten sie unabhéingig von
den konkreten Stoffeigenschaften fiir alle materiellen Kérper.

Erhaltungssétze werden originir als Integralbeziehungen fiir den Gesamtkorper in
der Momentankonfiguration aufgestellt, sind aber auch fiir jedes beliebige Teilvolu-
men formulierbar. Damit konnen sie in eine lokale Definition als System partieller
Differenzialgleichungen iiberfiihrt werden. Im Folgenden werden die Bilanzgleichun-
gen und die Entropieungleichung in ihrer lokalen rdumlichen Darstellung kurz zu-
sammengefasst.
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Masseerhaltungssatz

Wiéhrend einer Deformation bleibt die Masse m des Korpers - mit der Dichte o und
dem Volumen V' in der Momentankonfiguration - konstant.

m = ///ng = const (2.46)

Es folgt, dass die materielle Zeitableitung eines Masseelementes dm gleich Null ist,
woraus sich die Kontinuitdtsgleichung

de

o + div(pv?) =0 (2.47)

mit dem Geschwindigkeitsvektor v* ableiten lisst.

Impulsbilanzen

Die zeitliche Anderung des Impulses eines materiellen Punktes ist der angreifenden
Kraft dquivalent. Damit kann die lokale Form der Impulsbilanz in der Momentan-
konfiguration wie folgt angegeben werden:

00! = dive? + of". (2.48)

o' stellt den Cauchyschen Spannungstens_(_)r dar, f reprisentiert den Vektor spezi-
fischer Massenkrifte und o die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsvektors.

Aus der Drehimpulsbilanz folgt die Symmetrie des Spannungstensors.

ol =gt (2.49)

In der Momentankonfiguration kann neben dem Cauchyschen Spannungstensor eine

weitere kinetische Grofle
\/det g’
% (det F)ot = J o (2.50)
et

T =

<

definiert werden, die als Kirchhoffscher Spannungstensor bekannt ist. Zwischen die-
sem, dem Spannungstensor T? in der Zwischenkonfiguration und dem 2. Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor T* in der Ausgangskonfiguration bestehen folgende
Abbildungsbeziehungen:

T! = FrITiprT — Flipip T
FrTiFPT = T = Felptpe T (2.51)
FT'FT = FT'FT = 1
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Energieerhaltungssatz und Entropieungleichung

Der Energieerhaltungssatz

0é = ateed — divg' + oh (2.52)
ist Bestandteil der Bilanzgleichungen. Die Entropieungleichung
s h
on + div (%) ~ 0520 (2.53)

bildet die Grundlage einer physikalisch konsistenten Formulierung des Stoffgesetzes.
Die spezifischen Gréfien € und 7 beschreiben die innere Energie und die Entropie je
Masseeinheit, g* den Wirmefluss je Flicheneinheit und h die Wirmequellendichte
je Masse- und Zeiteinheit. Die Variable 6 steht fiir die absolute Temperatur.

Durch Kombination der beiden oben genannten Beziehungen, verbunden mit der
Definition der freien Helmholtz-Energie

b =¢€— 0 (2.54)

wird die Clausius-Duhem-Ungleichung erhalten.

. . 1
—Q(w—l—ﬁn) + ot d — Eq’j-gradGZO (2.55)

Im isothermen Fall vereinfacht sich diese in der folgenden Art und Weise:

—otp + ot d’ > 0. (2.56)

2.4 Stoffgesetze

Die oben vorgestellten Bilanzgleichungen erfassen nicht die in der Realitit nachweis-
bare Tatsache, dass gleiche duflere Wirkungen zu unterschiedlichen Spannungs- und
Bewegungszustinden in Koérpern gleicher Geometrie, aber unterschiedlichen Mate-
rials fithren. Mathematisch driickt sich dieser Fakt darin aus, dass das Gleichungs-
system (2.47), (2.48), (2.49) und (2.52) deutlich unterbestimmt ist. Die Ungleichung
(2.53), welche fiir die Losung des Feldproblems keine Rolle spielt, kann als Neben-
bedingung aufgefasst werden, der beliebiges Materialverhalten geniigen muss.

Zur Vervollstindigung des Systems werden mathematische Beziehungen fiir die Ap-
proximation realen Materialverhaltens benotigt. Die Angabe der fehlenden Bestim-
mungsgleichungen — der Stoffgesetze (Materialgleichungen, Konstitutivgleichungen)
— basiert auf der Definition konstitutiver Annahmen.

Ausgehend von langjidhrigen Erfahrungen bei der Beobachtung des Materialverhal-
tens wurden so genannte Axiome der Materialtheorie formuliert, deren Beriicksichti-
gung einen physikalisch sinnvollen Aufbau der Stoffgesetze gewihrleistet. An dieser
Stelle sollen einige von ihnen stellvertretend genannt werden:
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e Axiom des Determinismus

Alle abhéingigen konstitutiven Variablen sind eindeutig bestimmbar durch die
Geschichte der unabhéingigen konstitutiven Variablen im Korper.

e Axiom der lokalen Wirkung

Das konstitutive Verhalten eines materiellen Teilchens wird nur von Punk-
ten beeinflusst, die sich in einer geniigend kleinen Umgebung des betrachteten
Teilchens befinden. Die Anwendung dieses Axioms fiihrt auf die Definition des
einfachen Materials, der hier gefolgt werden soll. Dabei gehen in die konstitu-
tiven Beziehungen nur Gradienten erster Ordnung ein.

o Axiom der Aquiprisenz

Jede abhéingige konstitutive Variable ist mit allen unabhéngigen konstitutiven
Variablen verkniipft.

e Axiom der thermodynamischen Konsistenz

Alle Stoffgesetze miissen dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik geniigen.

Fiir eine tiefer gehende Behandlung dieses Themas wird auf die Literatur verwiesen,
siehe beispielsweise [15, 21, 59]. Zur Begriffshestimmung sei bemerkt, dass mit dem
Terminus Stoffgesetz mathematische Beziehungen benannt werden sollen, die kon-
stitutive Zusammenhénge zwischen mechanischen und nichtmechanischen Groflen
herstellen. Da im Weiteren die Beschrinkung auf mechanische abhingige und un-
abhéngige Variablen erfolgt, wird der Begriff Deformationsgesetz verwendet, der eine
Untergruppe des allgemeineren Stoffgesetzes beschreibt.

2.5 Objektivitdt und objektive Zeitableitungen

In diesem Abschnitt wird ein weiteres Axiom der Materialtheorie, die Forderung
nach Objektivitit (rdumliche Invarianz) der konstitutiven Beziehungen, ausfiihrli-
cher dargestellt.

Bei der Formulierung von Deformationsgesetzen ist es erforderlich, deren Unabhéngig-
keit vom gewé&hlten Bezugssystem zu gewéhrleisten, was durch die Verwendung von
so genannten objektiven Tensoren bzw. objektiven tensorwertigen Beziehungen er-
reicht wird.

Ein beliebiger zweistufiger, in der Momentankonfiguration definierter (Eulerscher)
Tensor a ist objektiv, wenn

ad=QaQ" (2.57)

gilt, wobei @ einen eigentlich orthogonalen Tensor darstellt. Grundlage bildet die
Transformation der Ortsvektoren eines rdumlichen Bezugssystems in ein anderes (")
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im Sinne einer Starrkérperbewegung mit der Drehung @ (¢) und der Translation

c(t):

zt)=Q)z(t) +c(t) mit QTQ =1, detQ =1. (2.58)

Die Forderung nach Objektivitét trifft ebenso auf die Zeitableitungen beliebiger
Tensoren zu. Da die materielle Zeitableitung Eulerscher Tensoren nicht objektiv ist,
miissen in der Momentankonfiguration spezielle Zeitableitungen definiert werden.
In der vorliegenden Arbeit wird dabei das Konzept der Lie-Ableitung verwendet
(50, 52].

Fiir die Bildung der Lie-Ableitung eines Tensors in der Momentankonfiguration wird
dieser mit dem Deformationsgradienten F' in die Ausgangskonfiguration zuriickge-
zogen. Dort erfolgt die Bildung der materiellen Zeitableitung des so entstandenen
Lagrangeschen Tensors, die anschliefend in die Momentankonfiguration vorgescho-
ben wird.

£(a) = F(F'a'F7") F"
- F ((F—l)' a'F" + F &' F"+ Fa! (F7) ) F7

= F(F)a'+a+a(F7) F"
= af —la' —afl” (2.59)

Das Konzept der Lie-Ableitung ldsst sich von der Momentankonfiguration auch auf
beliebige andere Konfigurationen iibertragen.

Zum Aufstellen des Deformationsgesetzes ist es notwendig, konstitutive Ansétze fiir
bestimmte skalare oder tensorwertige Funktionen anzugeben. Diese Anséitze miissen
ebenfalls der Forderung nach Objektivitéit entsprechen.

Bei skalarwertigen Funktionen wird eine skalare Grofle mittels Tensoren beliebiger
Stufe und Skalare ausgedriickt. Beispiele in der Kontinuumsmechanik sind Ansétze
fiir die freie Energiedichte und fiir die FlieBbedingung. Hangt die Funktion f von
verschiedenen Sitzen zweistufiger Tensoren a; und Vektoren b; ab, erfiillt sie die
Forderung nach Objektivitit, wenn fiir beliebige eigentlich orthogonale Tensoren Q
gilt:

£ (Qa:QT.Qb;) = f(aib;). (2.60)

Analog ist eine zweistufige tensorwertige Funktion f bei Erfiillung der folgenden
Bedingung objektiv:

f(QaiQT,ij) = Qf(ai,bj)QT. (261)

Fiir jeden zweistufigen Tensor konnen drei voneinander unabhéngige Invarianten
angegeben werden. Weiterhin existieren fiir Kombinationen unterschiedlicher zwei-
stufiger Tensoren zusétzlich die so genannten Simultaninvarianten.
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Sowohl Tensor- als auch Simultaninvarianten werden zur Formulierung isotroper
Tensorfunktionen genutzt. Diese erfiillen die Forderung nach Objektivitéit und finden
breite Anwendung bei der Aufstellung von konstitutiven Zusammenhéngen.

Es sei darauf hingewiesen, dass auch bei Verwendung isotroper Tensorfunktionen
anisotropes Materialverhalten erfasst werden kann. Dazu sind lediglich zusétzliche
innere Variablen zur Beschreibung von Anisotropien als unabhéngige Gréfien ein-
zufiihren.

Weiterhin ist anzumerken, dass bei der Anwendung der multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten zur Beschreibung finiter elastisch-plastischer Verzerrun-
gen die Invarianz der konstitutiven Beziehungen gegeniiber beliebigen Drehungen der
Zwischenkonfiguration gewéhrleistet werden muss.

2.6 Konzept der dualen Variablen

Verzerrungen und deren zeitliche Ableitungen lassen sich mit Hilfe der jeweils glei-
chen Abbildungstensoren F'* von der Ausgangskonfiguration in beliebige andere
Konfigurationen abbilden.

A .
&=F""EF" ud & =F"T"TEF"' (2.62)

Im Rahmen des Konzepts der konjugierten Variablen [35, 47, 89] werden zu den
Verzerrungsgrofien zugeordnete Spannungen unter Beriicksichtigung der Invarianz-
eigenschaft der spezifischen Spannungsleistung definiert (Anwendung gleicher Ab-
bildungstensoren F* auf Verzerrungsgeschwindigkeit und zugeordnete Spannung).

Spezifische Spannungsleistung
. A A
T'.B' = F 17t T FTe Fr = #i.. &’ (2.63)

Dieses Konzept wurde von HAUPT und TSAKMAKIS [33] zum Konzept der dualen
Variablen dahingehend erweitert, dass mit Hilfe der spezifischen Gréflen Ergénzungs-
leistung und inkrementelle Leistung analog entsprechende Spannungsgeschwindig-
keiten formuliert werden kénnen, die die Forderung nach Invarianz der genannten
Leistungen befriedigen.

Spezifische Ergédnzungsleistung

TH..B — Ft.e (2.64)
Spezifische inkrementelle Leistung
T — Pt s (2.65)
Es gilt damit
\Y% .
= FPTFT und Ff= FTFT (2.66)
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In der Tabelle 2.1 sind verschiedene, aus der Literatur bekannte, objektive Zeit-
ableitungen fiir einen kontravarianten Tensor a® in der Momentankonfiguration dar-
gestellt. Der fiir ihre Definition verwendete Tensor W realisiert dabei nicht in jedem
Fall eine Abbildung in die Ausgangskonfiguration.

Autor Abbildungs- Definition

tensor ¥

Strukturunabhéngige Zeitableitungen

— Beriicksichtigung von Rotationen und Lingen&nderungen

Truesdell [83] v = \/diﬁ at =& — lat — atl” + atdive
Oldroyd [62, 63] T = F @t =4t —lat — atl”

— Beriicksichtigung von Rotationen

Jaumann [36] T = w @ =a —wa + aw’
Green-Naghdi [26, 58] | & = R @'=é& - RR"a' + o' RR"
Strukturabhéngige Zeitableitungen

Dafalias [16, 17, 18] v = F°f3 a =& —la — atl

mit [ = (F + F‘f,fmT> F!

Tabelle 2.1:  Objektive Zeitableitungen fiir einen beliebigen kontravarianten Tensor
a' in Abhingigkeit vom Abbildungstensor ¥

Die Befolgung des Prinzips der dualen Variablen fiihrt somit zur Anwendung der
Oldroyd-Ableitung auf den Kirchhoffschen Spannungstensor bzw. der Truesdell-
Ableitung auf den Cauchyschen Spannungstensor. In beiden Fillen gilt F* = W.



Kapitel 3

Konzept der Substruktur

DAFALIAS [17] verbindet mit dem Begriff Substruktur die Beriicksichtigung mikro-
skopischer Merkmale eines Materials im makroskopischen konstitutiven Ansatz. Die
Substruktur wird als dem Kontinuum unterliegend betrachtet und kann gegeniiber
diesem im materiellen Punkt verinderte Orientierungseigenschaften aufweisen. Da-
mit ermoglicht das Konzept die Erfassung inelastischer anisotroper Materialeigen-
schaften.

Die Beschreibung mikroskopischer plastischer Prozesse erfolgt im Rahmen des Sub-
strukturkonzepts mit Hilfe makroskopisch definierter Strukturvariablen - den inne-
ren Variablen zur Charakterisierung des Verfestigungsverhaltens. Der Versuch, die
Substruktureigenschaften mit dem Verhalten realer Mikrostrukturen im Material
(z.B. Einkristallgitter) zu verbinden, ist plausibel und anschaulich, jedoch physika-
lisch nicht zwingend. Im Folgenden soll ein Uberblick iiber die Substrukturkonzepte
von MANDEL und DAFALIAS gegeben und die Einordnung sowie abweichende An-
nahmen des eigenen Modells erldutert werden.

3.1 Elastische und plastische Deformationsme-
chanismen

Elastische und plastische Verzerrungen werden durch unterschiedliche Verformungs-
mechanismen in der Mikrostruktur des Materials hervorgerufen.

So fiihren Anderungen der Gitterabstinde zwischen den Atomen zu reversiblen elas-
tischen Verzerrungen (siehe Bild 3.1).

Das Wandern von Versetzungen bewirkt bleibende Verformungen des Materials und
ist damit ein Grund fiir plastische Verzerrungen. Die notwendige Belastung fiir das
Auslosen des Wanderns der Versetzungen hingt von der aktuellen Verteilung der
Versetzungen und anderer Gitterfehler ab. Die Bewegung der Versetzungen und
deren Neubildung durch den FRANK-READ-Quellenmechanismus [71] verdndern die
Verteilung von Gitterfehlern und verursachen damit Verfestigung im Mafistab des
Einkristalls.

27



28 PHANOMENOLOGISCHE KONZEPTE

HH - 2

Bild 3.1: Elastischer Verformungsmechanismus am Einkristall

%%

Bild 3.2: Plastischer Verformungsmechanismus am Einkristall (Versetzungswandern)

Ausgehend von den eben dargestellten unterschiedlichen Verformungsmechanismen
kann vereinfacht festgestellt werden, dass plastische Verformungen die Gitterabstéin-
de nicht beeinflussen. Eine Starrkorperrotation des Gitters wird jedoch zugelassen.
Damit gilt, dass sich die durch die Gitterstruktur bedingten Anisotropieachsen der
dem materiellen Teilchen unterliegenden Substruktur wihrend einer plastischen Ver-
formung nur starr drehen.

3.2 Phanomenologische Konzepte zur Beriick-
sichtigung einer Substruktur

Von mehreren Autoren [18, 38, 45, 48, 64] wurden unterschiedliche phinomenologi-
sche Modelle vorgestellt, inelastische Anisotropien und eine damit im Zusammen-
hang stehende Substruktur des Materials zu beschreiben.

Mandels Richtungsvektoren

Aus den unterschiedlichen elastischen und plastischen Deformationsmechanismen
schlussfolgernd, ging MANDEL in seinen Arbeiten [48, 49] von der Vorstellung aus,
dass es bei Annahme einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
privilegierte Orientierungen fiir die wihrend einer elastisch-plastischen Verformung
moglichen Definitionen von Zwischenkonfigurationen gibt, die sich durch Rotationen
voneinander unterscheiden.
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Diese privilegierten Zwischenkonfigurationslagen kennzeichnet er durch so genannte
Richtungsvektorsysteme. Mit der Bezeichnung ,Richtungsvektor wird dabei die
Annahme betont, dass die Orientierung des Vektorsystems eine von den materiellen
Linienelementen des Kontinuums verschiedene Ausrichtung in der Zwischen- und
der Momentankonfiguration verkérpert.

Am Beispiel des Einkristalls kann die Orientierung der Zwischenkonfiguration mit
der Lage des Kristallgitters identifiziert werden (siehe Bild 3.3).

Ausgangskonfiguration

Zwischenkonfiguration

Bild 3.3:  Richtungsvektoren (Strichlinien) am verformten Einkristall im Ver-
gleich zu den materiellen Linienelementen

Fiir den Polykristall gestaltet sich die Festlegung der Zwischenkonfigurationslage
schwieriger. Da sich der Polykristall aus Einkristallen zusammensetzt, kann die Lage
seiner Zwischenkonfiguration als der Durchschnitt aller, mit dem jeweiligen Einkri-
stallvolumen gewichteten Zwischenkonfigurationslagen der den Polykristall bilden-
den Einkristalle interpretiert werden (siche Bild 3.4).

Im Zusammenhang mit dieser Annahme stellte MANDEL eine spezielle, in der Zwi-
schenkonfiguration definierte, mitrotierende Zeitableitung auf. Fiir die Starrkérper-
drehung zwischen einer privilegierten Zwischenkonfigurationslage und einer beliebi-
gen anderen wurde ein orthogonaler Tensor 3, eingefiihrt, unter dessen Beriicksich-
tigung die folgende objektive Zeitableitung fiir eine beliebige kontravariante tensor-
wertige innere Variable A! in der Zwischenkonfiguration aufgestellt werden kann:

N4 < ~ ~ .
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Am Kiristallgitter in der Zwischenkon- Uber alle Einkristalle gemittelte pri-
figuration ausgerichtete Orientierung vilegierte Orientierung im Polykristall
der Einkristalle (Darstellung einer der

Anisotropieachsen)

Bild 3.4:  Konstitutive Annahme zur Orientierung der Zwischenkonfiguration
bei einem Polykristall

MANDELS Vorgehensweise kann als Versuch gewertet werden, eine dem Material
unterliegende Substruktur phinomenologisch zu beschreiben, ndmlich in diesem Fall
iiber die Bestimmung der Orientierung der Zwischenkonfiguration und damit im
Zusammenhang stehender objektiver Zeitableitungen.

Seine Annahme zur Lage der Zwischenkonfiguration bei einem Polykristall ist inso-
fern kritikwiirdig, da eine solche Durchschnittsberechnung praktisch nicht durchfiihr-
bar ist. Daher gab es weitere Versuche, die Orientierung der Zwischenkonfiguration
nach anderen Gesichtspunkten festzulegen.

Plastischer Spin nach Dafalias

DAFALIAS erweitert in seinen Arbeiten [16, 17, 18] die Theorie von MANDEL und
unterscheidet zwischen der Kinematik des Kontinuums und der einer unterliegenden
Substruktur. Auch nach DAFALIAS wird die Substruktur durch bevorzugte Richtun-
gen charakterisiert, die als makroskopische Beschreibung mikroskopischer Materi-
alstrukturen (z. B. Kristallgitterrichtungen in Polykristallen) interpretiert werden
konnen. Im Gegensatz zu Mandel untersucht DAFALIAS jedoch nicht die Orien-
tierungsvektoren der Substruktur selbst, sondern fiihrt eine phinomenologische Be-
schreibung der Struktureigenschaften des Materials mittels tensorwertiger innerer
Variablen ein. Diese charakterisieren inelastische anisotrope Materialeigenschaften
und miissen durch geeignete Evolutionsgleichungen bestimmt werden.
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Zur Beschreibung der Kinematik der Substruktur verwendet DAFALIAS einen spezi-
ellen Deformationsgradienten F'g.

Fg=F°8 mit BB =1 und detB =+1 (3.2)

Dabei wird postuliert, dass die Substruktur im Bereich der plastischen Deforma-
tionen lediglich eine Rotation ausfiihrt, im elastischen Bereich jedoch den gleichen
Transformationen wie das Kontinuum unterliegt (elastische Einbettung, siche [18]).

In der Momentankonfiguration ist der Geschwindigkeitsgradient des Kontinuums wie
folgt als ein gemischtvarianter Tensor definiert:

Il=FF '=F¢F¢ !+ FFPFr1Fe L, (3.3)

Formal lasst sich fiir die Substruktur folgender Geschwindigkeitsgradient s nach
der gleichen Bildungsvorschrift wie I definieren:

. . A
ls=FsFy' = F°F~! 4 Few,Fe~! = R (3.4)
mit A
F¢=F¢+Fwp, und wp=pH8"7 (3.5)

Da die Zwischenkonfiguration nur bis auf eine beliebige Drehung definiert ist, kann
der Deformationsgradient F' auch folgendermafien angegeben werden:

F = F°BBTF? = Fs BT FP. (3.6)
Beim Einsetzen dieser Formulierung in (3.3) ergibt sich
1 = FeFefl + FewDFefl + FerprlFefl _ FewDFefl
A A
— FeFefl + FerprlFefl
A
= lg+ FeFPFP1Fe! (3.7)
mit
A .
Fp:Fp—(UDFp. (38)

Hierbei ist ersichtlich, dass die Formulierung des Geschwindigkeitsgradienten des
Kontinuums (3.7) den Geschwindigkeitsgradienten der Substruktur (siehe Gleichung
(3.4)) enthélt.

Ausgehend von Definition (3.7) werden in der Momentankonfiguration Deforma-
tions- und Rotationsgeschwindigkeiten formuliert:

d=_[1+1"] w=:[1-17]. (3.9)

N | —
DN |
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Beide Gleichungen kénnen formal in jeweils einen elastischen und einen plastischen
Anteil zerlegt werden, was hier nur am Beispiel der Rotationsgeschwindigkeit de-
monstriert wird:

w = 1{?61]"6—1 +Fe§pr—1Fe—1 _ Fe—T?eT _ Fe—TFp—TﬁpTFeT}
2

— 1 {AeFel _ FeT?eT} + 1 {FeﬁprlFel _ FeTFpTﬁpTFeT}
2 2

= w +wh. (3.10)

Ausgehend von der polaren Zerlegung des elastischen Teildeformationsgradienten
F° = VR gilt bei kleinen elastischen Deformationen mit V¢ ~ I

wS ~@p = RPRT + RewpRT = BB mit B = R°B, (3.11)

womit die Beziehung (3.10) wie folgt lautet:

w=wp+wh,. (3.12)

Mit der Definition des materiellen Spins (Kontinuumsspin) w wird die Zweckmafig-
keit der von DAFALIAS [17] vorgeschlagenen Definition des plastischen Spins w?, als
Rotationsgeschwindigkeit des Kontinuums gegeniiber der Substruktur deutlich.

An dieser Stelle sei betont, dass DAFALIAS unter dem Begriff Plastischer Spin die
Definition fiir w?,

wi, = % {Feﬁpr—lFe—l — FB—TFP—TI%PTF”} (3.13)

gemif der Gleichung (3.10) versteht. Diese Relation unterscheidet sich von der in
der Literatur haufig anzutreffenden Vereinbarung, dass die Beziehung

1 - :
w = {FeBrFr-'Fe! — pe-TFr-TFrTFeT} (3.14)

als plastischer Spin angesehen wird, durch die Verwendung unterschiedlicher Zeit-
ableitungen.

Entsprechend den Gleichungen (3.11) und (3.12) besteht ein funktionaler Zusam-
menhang zwischen w?,, @p und B. Damit ist es zur Beschreibung der Substruktur
ausreichend, eine weitere konstitutive Beziehung fiir eine dieser Variablen aufzustel-
len.

DAFALIAS schléigt eine konstitutive Gleichung fiir die Bestimmung von w?,, dhnlich
dem assoziierten Fliegesetz, vor. Ein von ihm héufig verwendeter Ansatz lautet:

wh = ey (o — ao) (3.15)
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mit dem Riickspannungstensor a, dem plastischen Multiplikator A und einem Ma-
terialparameter c¢,,. Nach DAFALIAS beschreibt der konstitutive Ansatz fiir den
plastischen Spin die Texturentwicklung im Material und damit eine plastische Ani-
sotropie im makroskopischen, kontinuumsmechanischen Sinn. Er ldsst die Mo6glich-
keit der Definition unterschiedlicher plastischer Spins fiir unterschiedliche innere
Verfestigungsvariablen durch Definition voneinander abweichender 8, zu. Im Falle
isotropen Materialverhaltens nimmt der plastische Spin w?’, den konstanten Wert
Null an.

DAFALIAS Vorgehensweise kann als ein Versuch angesehen werden, die dem Material
unterliegende Struktur und die mit ihr als im Zusammenhang stehend interpretierte
Orientierung der Zwischenkonfiguration phinomenologisch mittels einer zusétzlichen
Entwicklungsgleichung zu beschreiben. Allerdings wird fiir die Wahl des konstituti-
ven Ansatzes mit Hilfe der Thermodynamik keine Begriindung geliefert. DAFALIAS
gelingt es lediglich, zwischen dem phdnomenologischen Ansatz fiir den plastischen
Spin und geltenden Beziehungen in der Mikroebene des Materials Parallelen zu zie-
hen [19].

3.3 Substrukturkonfiguration und objektive Zeit-
ableitung

Ausgehend von den beiden im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Konzepten
zur Beriicksichtigung einer dem Kontinuum unterliegenden Substruktur wurde in der
vorliegenden Arbeit angestrebt, im Material vorhandene plastische Anisotropien bei
groflen Verzerrungen phidnomenologisch zu beschreiben. Hinsichtlich einer Verbin-
dung des makroskopischen kontinuumsmechanischen Ansatzes mit realen Material-
strukturen unterhalb der Makroebene werden dabei die Vorstellungen von MANDEL
und DAFALIAS als zweckméflige plausible Konzepte zur anschaulichen Motivation ei-
ner Trennung der Kinematik von Kontinuum und Substruktur angesehen, ohne dass
sich daraus konkrete, physikalische Aussagen ableiten lassen. Als eine grundsétzliche
Erweiterung gegeniiber den vorgestellten Substrukturmodellen werden im Folgenden
die verwendeten konstitutiven Beziehungen thermodynamisch konsistent hergeleitet
und begriindet.

Abweichend von MANDEL und DAFALIAS werden zudem die konstitutiven Bezie-
hungen in der Ausgangskonfiguration formuliert. Eine Begriindung dafiir sowie wei-
tere Prinzipien und Annahmen, die das vorgestellte Substrukturmodell wesentlich
prigen, werden im Kapitel 4 vorgestellt. In der Ausgangskonfiguration sind nach
dem Zuriickziehen der in der Gleichung (3.10) definierten Rotationstensoren w$,
und w?, in ihrer kovarianten Darstellung folgende Variablen gegeben:

A A
W = {CbF”lF‘flFeF”—F”TFeTFeTF”TCb} (3.16)

DN | —
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1 A A
Wb = 3 {CbFNF?’ — F”TF”TCb}. (3.17)

Das Auftreten des Rechts-Cauchy-Green-Tensors in den Beziehungen (3.16) und
(3.17) ist begriindet durch die Anderung von w$, und w? in kovariante Tensoren
(Uberschiebung mit dem Metriktensor g” der Momentankonfiguration, vgl. (2.44))
und dem anschliefenden Zuriickziehen der Gleichungen in die Ausgangskonfigurati-
on. Damit gilt fiir den plastischen Spin analog zu (3.10)

Wi =W - W' (3.18)

Eine Approximation des elastischen Anteiles W%b durch & p ist wegen der Beriick-
sichtigung grofler plastischer und elastischer Verzerrungen nicht gerechtfertigt. Wie
spater gezeigt werden kann, erweist sich eine Ermittlung von & p als nicht notwendig,
da die auf die Substruktur bezogenen Gréflen unmittelbar aus einer konstitutiven
Beziehung fiir W2’ berechnet werden kénnen.

Im Weiteren sei eine Konfiguration definiert, die den Namen Substrukturkonfigu-
ration erhélt. Es wird angenommen, dass ein Abbildungstensor H tensorwertige
Groflen von der Ausgangs- in diese Substrukturkonfiguration abbildet. Dementspre-
chend dient die Tensorkombination F H~! zur Abbildung von der Substruktur-
in die Momentankonfiguration. Diese Substrukturkonfiguration ist eine inkompa-
tible Zwischenkonfiguration, die eine spezielle, konstitutiv motivierte multiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten charakterisiert und sich von der plastischen
Zwischenkonfiguration unterscheidet (siehe Bild 3.5).

DAFALIAS fiihrt auf die Substruktur bezogene mitrotierende Zeitableitungen fiir al-
le Zustandsgréfien ein. Im Rahmen des vorliegenden phinomenologischen Modells
wird die Entwicklung der Spannungen und Verzerrungen hinsichtlich des Kontinu-
ums betrachtet, wihrend die inneren Variablen zur Beschreibung der plastischen
Anisotropie auf die Substruktur bezogen werden. Dazu wird die neu eingefiihrte
Konfiguration mit der Definition einer objektiven Zeitableitung verbunden. Dem
Konzept der Lie-Ableitung folgend, kann fiir eine kontravariante Variable a! in der
Momentankonfiguration eine objektive Zeitableitung in Bezug auf die Substruktur-
konfiguration folgendermaflen angegeben werden:

4t = FH! (H FlalFT HT).H*TFT
| —
At
— FH-! (ﬂAﬂHT + HA'HT + HAﬁI;rT) H-TFT
— FH'A'H"F". (3.19)

Variablen, die auf die Substrukturkonfiguration bezogen sind, werden im Weiteren
mit Grofibuchstaben und einem Dach gekennzeichnet.
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Formulierung solch einer objektiven Zeit-
ableitung von der Existenz einer materiellen Ableitung in der Substrukturkonfigu-
ration ausgeht.

Fiir den Fall, dass der Abbildungstensor im Folgenden
H = pB7TFr (3.20)
gewéhlt wird, gilt mit (3.2)
FH '=FB = Fg. (3.21)

Momentankonfiguration

F? Zwischenkon—
figuration / )

( /
/ \ ,
AN J
H —_ -

| Substrukturkonfiguration

|Ausgangskonﬁguration ‘

Bild 3.5: Abbildungsvorschriften zwischen den Konfigurationen

Damit unterscheidet sich die Substrukturkonfiguration von der plastischen Zwischen-
konfiguration lediglich durch eine Drehung mit dem Transformationstensor 3. Die
Basisvektoren der Substrukturkonfiguration kénnen als Richtungsvektoren (Direk-
toren) im Sinne MANDELS aufgefasst werden. So ist es mdglich, die Substruktur-
konfiguration als eine ausgezeichnete, speziell definierte Zwischenkonfiguration an-
zusehen, die Materialeigenschaften der plastischen Anisotropie widerspiegelt.
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Die Forderung nach Objektivitit und Invarianz gegeniiber Drehungen der Zwischen-
konfiguration, die durch eigentlich orthogonale Tensoren @ bzw Q realisiert wird,
fithrt auf das folgende Transformationsverhalten fiir die Teildeformationsgradienten:

Fr*=QF? und F*=QFQ". (3.22)

Fiir den Gesamtdeformationsgradienten gilt

F*=QF. (3.23)

Der Tensor 3 realisiert die Abbildung (hier: eine Drehung) zwischen der Substruk-
turkonfiguration und einer beliebigen Zwischenkonfiguration. Da die Substruktur-
konfiguration eine ausgezeichnete feststehende Zwischenkonfiguration reprisentiert,
folgt fiir den Abbildungstensor 3

8" =QgB. (3.24)

Mit den Beziehungen (3.22), (3.23) und (3.24) gilt fiir die verbleibenden Abbildungs-
tensoren

H* = H, (3.25)
Fs* = QFs. (3.26)

Es kann gezeigt werden, dass die Forderung nach Objektivitit und Invarianz ge-
geniiber Drehungen der Zwischenkonfiguration mit dem vorgestellten Substruktur-
konzept fiir die das Deformationsgesetz pragenden Groéflen und deren Zeitableitun-
gen erfiillt ist. Der entsprechende Nachweis wird exemplarisch am Beispiel des plas-
tischen Spins (vgl. (3.17) unter Beachtung von (3.8)) in der Ausgangskonfiguration

wis = {oFQr(QF + QEr - (@6 + Q5B

(PTG QT - PTGTQBBQT + BTQT)) QT

DN | —

1 A A
= 3 {CbFNFP - FPTFPTCb} =W’ (3.27)

und fiir die Zeitableitung (vgl.(3.19)) einer beliebigen inneren kontravarianten Va-
riable in der Momentankonfiguration

i — QFH 'A'H TFTQT = Q4'QT (3.28)

bzw. zuriickgezogen in die Ausgangskonfiguration
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Xu* — gt p-Tr — F*IQTquQTQF’T _ FIgiF-T — Xti (3.29)

erbracht.

Abschlieflend sei angefiigt, dass mit der Annahme (3.20) die Gleichung (3.17) auch
formuliert werden kann als

1 . .
we = 5 {C’H'H -HTH "C’} (3.30)

Auf die Beziehung (3.30) wird zu einem spéteren Zeitpunkt wihrend der Herleitung
des Deformationsgesetzes zuriickgegriffen. Sie liefert eine Relation zur Ermittlung
der Koordinaten des Abbildungstensors H , womit der bereits erwidhnte Verzicht auf
die Notwendigkeit der Berechnung von @ p begriindet ist.



Kapitel 4

Ein thermodynamisch konsistentes
Deformationsgesetz fiir finite
elastisch-plastische Verzerrungen

4.1 Annahmen zur Formulierung des Deformati-
onsgesetzes

Fiir die Formulierung des Deformationsgesetzes werden neben den Axiomen der
Rationalen Mechanik im Folgenden weitere Annahmen getroffen, die teils aus Beob-
achtungen der physikalischen Vorgéinge im Material abgeleitet werden kdnnen, teils
durch mathematische Praktikabilitdt motiviert sind. Konkrete Ansétze des Defor-
mationsgesetzes, die diesen Annahmen geniigen und die Hauptséitze der Thermody-
namik nicht verletzen, werden thermodynamisch konsistent genannt.

Kovarianzprinzip

Entsprechend diesem Prinzip soll sich die Struktur des Deformationsgesetzes ge-
geniiber Abbildungen zwischen verschiedenen Konfigurationen nicht &ndern [74].
Als Konsequenz fithrt diese Forderung auf die Verwendung von Lie-Ableitungen zur
Charakterisierung objektiver Geschwindigkeitsgroflen, die das Vorschieben der ma-
teriellen Zeitableitung eines Tensors von der Ausgangs- in eine andere Konfiguration
realisieren.

Das wird im Folgenden am Beispiel der zeitlichen Anderung der freien Helmholtz-
Energiedichte verdeutlicht. Dabei stellt A’ eine beliebige innere Variable dar. ®?
bzw. @, charakterisieren die push-forward-Operationen fiir die Abbildung von Ten-
soren der Ausgangskonfiguration in die Zwischen- bzw. Momentankonfiguration. All-
gemein gilt fiir die Zeitableitung einer isotropen Tensorfunktion:

38
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, oy OJ; .
= —— = AT
Y oJ; 0A’
_ oy OJr T ~T AT -1
_ 8—JI<FﬁF>--(F ATF )
8’[# 0Jp N\ T

Werden die unabhéngigen Variablen in den verschiedenen Konfigurationen wie folgt
gewahlt

Ausgangskonfiguration: ¢ =

Zwischenkonfiguration: (IES

Momentankonfiguration: ¢ =

gelten unter Verwendung des Kovarianzprinzips und unter Beriicksichtigung von
(4.1) fiir die Zeitableitungen die Zusammenhénge:

b= e O ewr 9V pr

oc’ oC?’

= aaéib" (er(6))" + ;gb (&))" + ;}" (er(4))"

_ g—;ﬁ-- (c(g)" + %" (e(e))" + %" (c(a))"

Konzept der dualen Variablen

Eine weitere Annahme betrifft das Konzept der dualen Variablen [33], welches bei
der Herleitung des Deformationsgesetzes beriicksichtigt werden soll. Im Abschnitt
2.6 wurde darauf bereits ausfiihrlicher eingegangen.

Additive Zerlegung der Energiedichtefunktion

Die Funktion der freien Helmholtz-Energiedichte wird additiv in einen elastischen
und einen plastischen Anteil zerlegt. In der Zwischenkonfiguration enthalten die
beiden Anteile jeweils nur Groflen, die rein elastisches bzw. rein plastisches Verhalten
charakterisieren.
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v=v(67.6.4) =0 (C" &)+ () (4.2

Wahl der Konfiguration

Die Auswahl der Konfiguration, in der das komplette Deformationsgesetz letztend-
lich aufgestellt wird, bildet die Basis fiir alle nachfolgenden Herleitungen. Im vor-
liegenden Fall wird das Materialmodell in das FEM-Programm SPC-PMHP einge-
bunden, welches auf einer Total-Lagrangeschen Beschreibungsweise basiert. Damit
ist es zweckméfig, eine Formulierung in der Ausgangskonfiguration zu realisieren.

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass fiir alle nicht auf die Substruktur be-
zogenen GroBen materielle Zeitableitungen verwendet werden kénnen. Der Uber-
gang von materiellen Tensoren (z.B. 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen) zu physikalisch
motivierten rdumlichen Tensoren (z.B. Cauchy-Spannungen) wird durch einfache
push-forward-Operationen mit dem gesamten Deformationsgradienten erreicht.

Bildung von Tensorinvarianten

Bei der Herleitung von Deformationsgesetzen der finiten Elasto-Plastizitdt spie-
len skalare Tensorfunktionen wie die Flieibedingung und die Funktion der freien
Helmholtz-Energiedichte eine grofie Rolle. Die hierfiir verwendeten Anséitze miissen
dem Objektivititsprinzip geniigen und kénnen unter Beriicksichtigung der Theorie
isotroper Tensorfunktionen mit den Invarianten der unabhingigen Tensorvariablen
gebildet werden (siehe Abschnitt 2.5). Hierbei ist allerdings die nachfolgend darge-
stellte Eigenschaft von Tensorinvarianten bei der Abbildung in andere Konfigura-
tionen zu beachten. Es gilt mit Bf = C*

Kovarianter Tensor:

Ji(a’)=a’g'=F TA'F .. FB'FT = A" B! £ A’.. G* (4.3)

Kontravarianter Tensor:

Ji (aﬂ) —al- g’ =FA'FT..F TC’F ! = A!.. C’ + AY.. G’ (4.4)

So erhilt zwar die dargestellte Abbildung der ersten Invariante eines beliebigen
ko- /kontravarianten Tensors @’ bzw. a’ von der Momentan- in die Ausgangskonfi-
guration deren invarianten Charakter, fithrt jedoch zu einer Vorschrift, die nicht auf
der Verwendung der jeweiligen Konfigurationsmetrik basiert.

Wird das Deformationsgesetz vollstindig in der Ausgangskonfiguration formuliert,
ist zunéchst zu entscheiden, in welcher Konfiguration die Invarianten fiir isotrope,
skalarwertige Tensorfunktionen originér definiert werden miissen.

Im vorliegenden Fall werden die Invarianten fiir die in der Fliefbedingung auftre-
tenden unabhéngigen Variablen vom Spannungstyp in der Momentankonfiguration
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gebildet. Der Grund fiir diese Vorgehensweise liegt in der physikalisch sinnvollen
Definition des Cauchyschen Spannungstensors als rdumliche Grofle. Dies wird be-
sonders bei der Verwendung von Spannungsdeviatoren deutlich, die durch Abspal-
tung eines hydrostatischen Anteils vom Spannungstensor entstehen, der nur in der
Momentankonfiguration physikalisch korrekt beschrieben werden kann.

Fiir die Formulierung der freien Energiedichte werden die Invarianten des elasti-
schen Anteils in der Zwischenkonfiguration gebildet, die des plastischen in der Sub-
strukturkonfiguration. Durch diese Vorgehensweise kann gesichert werden, dass die
Modellierung des elastischen Materialverhaltens unabhingig vom plastischen Defor-
mationszustand erfolgt.

Verwendung unterschiedlicher Abbildungstensoren

Die Existenz unterschiedlicher Verformungsmechanismen bei elastischen und plasti-
schen Verzerrungen wurde eingehend im Kapitel 3 behandelt. Bei der Formulierung
des Materialmodells wird die Wirkung dieser Mechanismen auf das Deformations-
verhalten des Korpers phanomenologisch durch ausgewihlte unabhéngige Grofien
beschrieben. Dabei auftretende plastische Anisotropien werden durch geeignete in-
nere Variablen erfasst. Fiir ihre Abbildung zwischen verschiedenen Konfigurationen
werden spezielle Abbildungstensoren definiert.

Wie schon im Kapitel 3 erlautert, wird dabei die folgende Annahme getroffen: Alle
tensoriellen Grofien, die sich auf das Kontinuum beziehen, wie z.B. Spannungen und
Verzerrungen, werden mit dem Deformationsgradienten zwischen der Ausgangs- und
der Momentankonfiguration abgebildet.

Fiir Tensoren, die der phinomenologischen Charakterisierung einer dem Kontinuum
unterliegenden inneren Struktur des Materials dienen, wie z.B. innere Variablen,
erfolgt die Abbildung beziiglich der Momentankonfiguration (siehe Bild 3.5) mit
einem vom Deformationsgradienten F' verschiedenen Tensor ¥ = F H ! (siche
Tabelle 2.1).

4.2 Formulierung des Deformationsgesetzes

Entsprechend der iiblichen Vorgehensweise der Rationalen Thermodynamik sollen
die im Folgenden zu definierenden Deformationsgesetze der finiten Elasto-Plastizitét
die Clausius-Duhem-Ungleichung, hier fiir den isothermen Fall in der Ausgangskon-
figuration formuliert, erfiillen.

. 1 .
—ov) + 5 T ¢ >0 (4.5)

GeméB der getroffenen Annahme (4.2) wird die freie Energiedichte ¢ in einen elasti-
schen und einen plastischen Anteil aufgespalten. Um die Objektivitdt und Invarianz
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gegeniiber Drehungen der Zwischenkonfiguration zu gewihrleisten, wird die Ener-
giedichtefunktion als isotrope Tensorfunktion, d.h. als Funktion der Invarianten der
unabhéngigen Variablen, dargestellt. Da sich der Wert einer skalaren Funktion bei
einem Konfigurationswechsel nicht dndert und die beiden Anteile der freien Energie-
dichte voneinander unabhéngig sind, konnen letztere in unterschiedlichen Konfigu-
rationen definiert werden. Im vorliegenden Fall werden die Invarianten zur Formu-
lierung des elastischen Anteils in der Zwischenkonfiguration gebildet. Der plastische

~b ~b
Anteil hdngt von zwei inneren Variablen A; und A, vom Verzerrungstyp ab.

vy = v, (4] 4)) (1.6

Sie représentieren entsprechend einen symmetrischen und einen antimetrischen zwei-
stufigen kovarianten Tensor, ihre Bedeutung wird spéter eingehender erklirt. Die
Invarianten dieser inneren Variablen werden in der Substrukturkonfiguration gebil-
det.

Als unabhéngige Variable des elastischen Anteils wird der in der Zwischenkonfigu-
ration formulierte elastische Verzerrungstensor E® gewéhlt.

we = '&e (Eeb) (47)

Fiir dessen Grundinvarianten gelten folgende Beziehungen:

1 -, 1 3
eb _ eb f _ — eb b . i _ — ey %
JW(E®) = E®..G 2(0 G) -G = 5N(C7) =3 (4.8)
b L~ 4 Wl 1l = bl . veb A b 4 3
L(B®) = B E°G* = (C7G' - C°GF — (GG + ¢
_ 1 ~eb 1 ~eb §
= JR(C?) = JH(C) + ¢ (4.9)

- 1 a mim o~ - -
JS(Eeb) — gEebGuEebGﬁ..EebGu
1 /= mm | = - - - - - - - -
= o (COGCG: - C9GF — 3C9G* - C¥GF + 3C9 - GF - 3)

1 = 1 = 1 =
= §J3(Ceb) - ZJQ(Ceb) + gt]l(ceb) Y (4.10)

|

Nach einem plastischen pull-back in die Ausgangskonfiguration lassen sich aus den
Invarianten von C® mit B = (C?")~! folgende Beziehungen ableiten:
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169 = 6% &
= Fr=7(F"COF?) Fr' .. G
— Fr-TObEr-1.. Gt
C’.. Fr-1GiFr-T
C’.. B
C'BY .. T
= J,(C’B¥) (4.11)

und analog
~ 1~ =~ ~ o~ 1
J(C?) = §C‘beﬂ-- CG' = §CbB7’H-- C’B"
1
= 5(Cbeﬂﬂ)I-- (C’B"™) I

= J,(C’B¥) (4.12)

~ 1 ~, ~, ~, ~ -~ ~
J3(Ceb) — gcebGﬂcebGuucebGu

= lchpHCbeli ..C’'B"
3

1
= g(CbBM) I(C°'B™)I - (C’B™)I

= J3(C’BY). (4.13)

Als isotrope Tensorfunktion kann (4.7) somit unter Beriicksichtigung von (4.11)-
(4.13) folgendermafen dargestellt werden:

Ve = Ve (H(E?), Jo(E?), J5(E*))
= 4 (i(C?), 1(C?), J5(C*))
= 4. (J1(C"B™), J,(C’BY), J5(C"B")). (4.14)
Damit ergibt sich die Mo6glichkeit der Formulierung des elastischen Anteils der freien

Energiedichte als Funktion eines gemischtvarianten Tensors C° BP! in der Ausgangs-
konfiguration, womit (4.2) die nachstehende Gestalt erhilt:

¢ = 3 (C'B¥) + 4, (Ai,A;) . (4.15)
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Zur Bildung von w werden die Zeitableitungen der inneren Variablen in der Sub-
strukturkonfiguration als materielle Ableitungen angenommen (siehe auch Abschnitt
3.3):

: O, N\ 0 5T 0 T
o= tp ) <(Cbeu)> + 1@,@ A+ zepb A,
o(c’B¥) 0A, DA,
_ ) . T T
_ 8?8 . (BPHTCbT n BpuTCbT> 4 a_zeié.. Ai + 61@,; . A; _
o(c’B¥) DA, DA,
(4.16)

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie- bzw. Antimetrieeigenschaften der inneren

~b oAb
Variablen A,, A, und B sowie des Verzerrungstensors C’ in der Formulierung
der Anderung der freien Energiedichte

Ope
o (Cbeﬁ)

Oy Al Iy
b

0A’ A,

b= - (BrC + BREY) + w Ay (417)
wird beim Einsetzen von (4.17) in (4.5) folgender Ausdruck erhalten

_Qo{%.. (Brc + Brer)+ 2 4 P ;1;} s
o ( A 2

C’B") oA’ DA,
(4.18)
Durch Umordnen ergibt sich
thi _ QOLBM O — QOCbL-- B
2 o(c'B¥) o(c’B¥)
0 2 0 2
— 0o ze?; . Az_i_ 0o ’L%I; . A; > 0
1 0A,
(4.19)

4.2.1 Hyperelastizitit

Im Falle rein elastischen Materialverhaltens liegt ein thermodynamisch reversibler
Prozess vor und die Dissipationsungleichung (4.19) reduziert sich auf die Beziehung:

1 oL .
—Tt — gp—————BP Y .. C" = 0. 4.20
{2 ¢ a(Cbeﬁ) } (4.20)
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Daraus lésst sich ein hyperelastisches Deformationsgesetz ableiten.

31/33 Bt

T! = 2@076 (CbB:DIi)

(4.21)

Zur Vereinfachung der Darstellung wird im Weiteren vorausgesetzt, dass die kon-
stante Dichte oy des Ausgangszustandes in die Materialparameter der Energiedich-
tefunktion ¢, eingeht. Somit vereinfacht sich (4.21) zu der Formulierung

e p

mit ¢, = 9077/;6' (4'22)

Die Beziehung (4.22) verletzt die Ungleichung (4.19) auch im Falle elastisch-plas-
tischen Materialverhaltens nicht und kann als eine Hyperelastizititsbeziehung be-
trachtet werden.

Mit (4.14) gilt

LT d.J; 2 d.J;
Tt = 9 ¢ LB = 9N ki (1, Jo, Jy) — i _BPE (423
Da aus (4.11)-(4.13) folgt, dass
O _gm _ 9y i=1,2,3 (4.24)

o(c’B¥) oc’
giiltig ist, kann (4.22) unter Beachtung von (4.23) mit x; = const und (4.24) auch

als
e Brt _ 9 e
o (Cc’B¥) ocC’

T = 2 (4.25)

formuliert werden.

Bei der konkreten Beschreibung der Hyperelastizitit wird auf einen verallgemeiner-
ten Ansatz aus [22] zuriickgegriffen, der in der Zwischenkonfiguration folgende Form
annimmt:

o = 5 1€ =3 [11E) -3 + £ w1116 - 1]'
i - (4.26)

+3 D 1116
=2

mit .
Go=— Y 2¢y. (4.27)

i,7=0
i+i=k
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Die Energiedichtefunktion (4.26) wird entsprechend einer allgemein giiltigen Vorge-
hensweise in der Hyperelastizitit mit den Hauptinvarianten des kovarianten elas-
tischen Verzerrungstensors Cc® gebildet und kann unter Beriicksichtigung der Be-
ziehungen (2.12)-(2.14) auch als Funktion der Grundinvarianten dargestellt werden.
Sie geht bei rein elastischem Materialverhalten in die iiblichen Beziehungen der
klassischen Hyperelastizitéit {iber, bei der eine zu (4.26) strukturéquivalente Ener-
giedichtefunktion in Invarianten des Rechts-Cauchy-Green-Tensors C° mit

C’ =2E" + G’ (4.28)

formuliert wird.

Konkrete Ansitze fiir den elastischen Anteil der freien Energiedichte v, miissen
bestimmten physikalisch motivierten notwendigen Bedingungen geniigen:

e Im undeformierten Zustand nimmt die Energiedichtefunktion den Wert Null
an.

e Die Ableitung von v, nach dem elastischen Verzerrungstensor hat im undefor-
mierten Zustand ebenfalls den Wert Null, d.h., bei verzerrungsfreien Konfigu-
rationen wird auch Spannungsfreiheit angenommen.

e Wird das Volumen des betrachteten Korpers stark komprimiert, so nimmt die
Energiedichtefunktion 1), sehr grofie Werte an.

e Es wird gefordert, dass das linearisierte hyperelastische Deformationsgesetz
bei kleinen Verzerrungen in das Hookesche Gesetz iibergeht.

Wihrend gezeigt werden kann, dass die Beziehung (4.26) die ersten drei Bedingun-
gen grundsitzlich erfiillt, gibt der Ubergang zu kleinen Verzerrungen die Moglichkeit
der Abschitzung der Materialparameter durch die in der linearen Elastizitit verwen-
deten Konstanten.

Es erwies sich als ausreichend, zur Beschreibung des elastischen Materialverhaltens
von Metallen als einen speziellen Fall von (4.26) das Neo-Hooke-Modell fiir kom-
pressible Werkstoffe in der Form

Ve = c1o(I — I1I — 2) + Dy (In I1I)’ (4.29)

zu nutzen. Die oben angefiihrten Bedingungen zur Definition von hyperelastischen
Anteilen der Energiedichtefunktion sind nur notwendig und nicht hinreichend fiir
eine geeignete Approximation des realen Materialverhaltens. So zeigte sich z.B.,
dass die Beziehung (4.29) bei bestimmten Materialparameterkombinationen fiir den
Fall des homogenen einachsigen Drucks unrealistische Verldufe der Spannungs-Ver-
zerrungs-Kurven erzeugt. Das Neo-Hooke-Modell wurde deshalb in der Form
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e = co(I — InTIT — 3) 4+ Dy (In I11)? (4.30)

modifiziert. Die numerische Realisierung erfolgte nach dem plastischen pull-back in
die Ausgangskonfiguration unter Beriicksichtigung von
FE G C1o 14

N =2 D 4.31
W0y 2 25 01w (4:31)

mit dem Elastizitdtsmodul E, dem Schubmodul G und der Querkontraktionszahl v.
Ein &hnliches Materialmodell wurde von S1MO und PISTER [76] vorgeschlagen.

4.2.2 Beschreibung der Plastizitit

Der nach Definition der Elastizititsbeziehung verbleibende Anteil von (4.19) stellt
die plastische Dissipationsungleichung dar. Diese kann mit den weiteren konstituti-
ven Annahmen

o 0
1 1
A a A A A a
YKL T = 00 Qe i r L — T = — 00 zez; (433)

und unter Beriicksichtigung der Beziehung (4.21) auch in der folgenden Form ge-
schrieben werden.

X ~ 2 1 .
P — —c‘xﬁ--Abl—TPﬁ--A;— 5(;'bTﬂCpb..Bzuﬂ > 0 (4.34)

Hierbei sind die ersten beiden Terme in der Substrukturkonfiguration definiert, der

b
dritte dagegen in der Ausgangskonfiguration. &* ist die zu A, arbeitskonjugierte
Variable und reprisentiert den Riickspannungstensor. Analog stellt T?* die zu der

b
antimetrischen inneren Variable A, arbeitskonjugierte Gréfle vom Spannungstyp
dar.

Wie schon erwihnt, wird die Annahme getroffen, dass die Zeitableitungen der inne-
ren Variablen in der Substrukturkonfiguration materielle Ableitungen sind. Werden
diese materiellen Ableitungen in die Ausgangskonfiguration abgebildet, entstehen
dort unter den im Abschnitt 4.1 dargestellten Annahmen Zeitableitungen vom Lie-
Typ, deren Objektivitdt und Invarianz gegeniiber Drehungen der Zwischenkonfigu-
ration im Abschnitt 3.3 nachgewiesen wurde.

A A 1 .
DF = —al A, —T".. A} — ichqu.. B >0 (4.35)

mit
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f — H'atH-T —
@ @ — < ¢ (4.36)
A" = HTAH <+ A = HTAH

TV = HTPH T s PP = HOTHHT
b N A . (4.37)
A, = HTAH «—— AY = HTA,H

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Materialien betrachtet, fiir die das
Drucker-Postulat erfiillt ist, welches die Werkstoffstabilitit auf eine Energieaussa-
ge zuriickfiihrt (siehe KRrREISsIG [39]). Aus diesem Postulat lisst sich das Prinzip
vom Maximum der plastischen Dissipation ableiten, welches, einer von verschiede-
nen Autoren verwendeten Vorgehensweise (siehe z.B. Simo [74]) folgend, auf eine
mathematische Extremwertaufgabe

D? (T%, af, T#) — max (4.38)

mit der Flielbedingung F' zur Charakterisierung der Grenzen des elastischen Berei-
ches

F(T% o, T%) < 0 (4.39)
als Nebenbedingung zuriickgefiihrt werden kann (DP = 0 fiir F' < 0).

Entsprechend der mathematischen Theorie der nichtlinearen Optimierung, wie sie
z.B. bei RAO [68] dargestellt ist, wird dieses Problem nach dem Verfahren der
Lagrange-Multiplikatoren durch die Aufgabe zur Ermittlung eines stationiren Punk-
tes (Extremwert oder Sattelpunkt) fiir die folgende Hilfsfunktion ersetzt:

M = —DF (T, of, T#) + \G (T%, o, T%, y) —  stat (4.40)

mit
G (T% of, T%, y) = F (T%, o, T%) + > (4.41)

Die skalare Grofe y ist eine Schlupfvariable, mit welcher die Nebenbedingung (4.39)
als Gleichung

G (T%, o, T%, y) =0 (4.42)

realisiert wird. A stellt einen Lagrangeschen Multiplikator dar, der im vorliegenden
Fall mit dem plastischen Multiplikator identisch ist.

Die folgenden, auch unter dem Namen KUHN-TUCKER-Bedingungen bekannten,
Beziehungen bilden die notwendige Voraussetzung fiir die Existenz eines lokalen
Minimums der Extremwertaufgabe (4.40) als Sonderfall des stationdren Punktes
(zur allgemeinen Theorie siehe [68]):
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oDP (Tﬁ, ol Tpﬁ) OF (Tﬁ, ol Tpﬁ)

- A = 0 4.43

T * T (4.43)

oD (T#, o, T?) AaF (T%, o, T7) . i

a Jat + Jat N (4.44)
oDP (Tﬁ, o, Tpﬁ) OF (Tﬁ, o, Tpﬁ)

F(Tﬂ,aﬂ,Tpﬂ) < 0 (4.46)

AF (T%, 0, T%) = 0 (4.47)

A > 0. (4.48)

Unter Beachtung von (4.35) werden aus (4.43) - (4.45) das assoziierte Flieigesetz

: oF
Bt — —2)\B’jWB”ﬁ, (4.49)

und die Evolutionsgleichungen fiir die Entwicklung der inneren Variablen

A T OF A oF

b _ b
AT = _)\—acxﬂ — Al = _)\—aa’j (4.50)
A T OF A oF

b _ b

erhalten.

An dieser Stelle wird die konstitutive Annahme getroffen, dass die Lie-Ableitung der
inneren Variable A’ dem plastischen Spin W"”Db in der Ausgangskonfiguration (vgl.
(3.17)) entsprechen soll, d.h.

OF

w?P b _ jb — A
D - 2 - anjj '

(4.52)
Aus den Beziehungen (4.43) - (4.48) kénnen die Be- und Entlastungsbedingungen in
KUHN-TUCKER-Form abgeleitet werden (siehe auch Simo [74], MIEHE [54], SZABO
[82]).
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e Belastung:

F(T, o', T?")=0 A>0 (4.53)
e Entlastung:

F(T*, o', TP") <0 A=0 (4.54)
e Neutrale Belastung:

F(T* of, TP) =0 A=0 (4.55)

Als hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein eines Minimums der Funktion
M (4.40) und damit des Maximums von DP (4.38) mit der Nebenbedingung (4.39)
muss die Forderung nach einer positiv definiten Hesse-Matrix erfiillt sein. Unter
Beriicksichtigung von (4.35) reduziert sich die Hesse-Matrix von M auf die Matrix
der zweiten Ableitungen der FlieSbedingung nach den Spannungen und den inneren
Variablen vom Spannungstyp. Wenn die Flielbedingung eine streng konvexe Funk-
tion verkorpert, ist deren Hesse-Matrix positiv definit. Somit folgt aus dem Prinzip
vom Maximum der plastischen Dissipation die allgemein anerkannte Forderung nach
Konvexitit der Fliefbedingung.

Fiir die thermodynamische Konsistenz konkreter Ansétze der finiten Elasto-Plasti-
zitét ist es erforderlich nachzuweisen, dass sie der Bedingung

D (T, af, T#) > 0 (4.56)

nicht widersprechen.

Die numerische Integration des plastischen Teildeformationsgesetzes erfordert eine
Zeitdiskretisierung. Diese bedingt die Nutzung der folgenden Zusammenhénge fiir
die Lie-Ableitungen mit den materiellen Ableitungen in der Ausgangskonfiguration
(siehe auch (3.19) und (4.36-4.37)).

' = &'+ H 'Ho'+o'H"H™" (4.57)

Ng Rd

o= T L H'HT" +TVH"H" (4.58)

Bei den Tensoren o und Ab1 bzw. TP und AE handelt es sich um arbeitskonjugierte
Grofen, deren Verkniipfung iiber die freie Energiedichte (vgl. (4.17) und (4.34))

b b
erfolgt. Im Weiteren wird fiir ¢, in der Substrukturkonfiguration ein in A, und A,
quadratischer Ansatz gewihlt:

1 a s s 1 s ar s
¥, = 551(,;u14§..(;u14b1 _ 552G|1A;--GHA;. (4.59)

Unter Beriicksichtigung der konstitutiven Annahmen (4.32) und (4.33)
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oy T 0 . 0
&l = Iﬁ — al = g %
1 A,
- T 0 N 0
T =g Iﬁ - T"=—g 1%,;
5 0A,
fiihrt dieser Ansatz auf
Ay oAb A
& = oG'AGY 4.60)
“ A, ab a
TV = —c,G'A,G* (4.61)
mit
¢1 = €100, Co = C20p. (4.62)

Durch anschlieBende Abbildung in die Ausgangskonfiguration mit dem Tensor H
entstehen die Beziehungen

af = ¢X'A)X! (4.63)

TV = —X!A)X! (4.64)
mit

X'=H'G'H T (4.65)

Analog dazu werden die objektiven Zeitableitungen gebildet (vgl. (4.36) u. (4.37)).

JAN

& = o X'AlX! (4.66)
JAN

Tr — o, XPAX (4.67)

Unter Beriicksichtigung von (4.57) und (4.58) und unter Einbeziehung der Evoluti-
onsgleichungen (4.50) und (4.51) lassen sich damit die materiellen Zeitableitungen
der inneren Variablen in der Ausgangskonfiguration angeben.

oF . .
&l = chﬂ (_)\W> X!'—-H 'Hoa! —o!'HTH T (4.68)
o
oF
oTPt

T — X! <_)\ >Xﬂ —~H 'HT" -Tr*HTH T (4.69)

Die Zeitableitung des hyperelastischen Teildeformationsgesetzes (4.22) lautet
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e

. 524 . . :
T! = 2 - . (C°"B" +C"B")| B" + 2—— - B".
[3(Cbeu)a(Cbeu)T ( + ) + 3(Cbeti)
(4.70)
Es kann gezeigt werden, dass dieser Ausdruck dquivalent zu
. 1 . oF oF OF
T! = —D'. |C’ -2 == | -\ T'==B!'+ B'__T! 4.71
o2 lC oT* ] ( oTi " 7 T ) (4.71)
mit o
) N
D =450 (4.72)

ist (siche Anhang A). Hier und im Weiteren wird folgende Schreibweise fiir zweite
partielle Ableitungen einer skalaren Funktion nach zweistufigen Tensoren verwendet
(ohne Beschrinkung der Allgemeinheit am Beispiel der Ableitung einer Funktion f
nach zwei gemischtvarianten Tensoren X und Y ):

of o (of ., p

XY ang(aX{,G @G )G @G,
_&r G'2G, GG, (4.73)
XLV E

Gemeinsam mit den Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen (4.68) und
(4.69) bildet die Zeitableitung (4.71) bei Erfiillung der FlieBbedingung F' = 0 das fol-
gende Deformationsgesetz des elastisch-plastischen Korpers in Form eines Algebro-
Differenzialgleichungssystems.

: 1 . OF OF OF
T = -D'".C’— D' A== —\|T'——B'+ B!'__T" 4.74
22 B Aot ori” TP T (4.74)
. oF —17 ‘TT g -T
(8%
T = Xt (-A2E ) x0T - THETHT (4.76)
- OT" '

. 2 OF OF
ro— a/oBt2l g9l
EP )\\/33 sri Bl (4.77)

F = F(Tﬂ,aﬂ,Tpﬂ) =0 (4.78)

Seine Losung stellen die Spannungen, die inneren Variablen und der plastische Mul-
tiplikator dar.
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Die Gleichung (4.77) fiir die Geschwindigkeit der plastischen Bogenlinge' E? ist
Bestandteil des Systems, weil z.B. die isotrope Verfestigung, charakterisiert durch
die aktuelle Flielspannung 7T, von EP abhingt. Da der mit der isotropen Verfesti-
gung verbundene Energieanteil vollstdndig dissipiert, wird E? nicht in die Liste der
unabhéngigen Variablen der freien Energiedichte aufgenommen. Zur Ermittlung der
plastischen Bogenlidnge wird eine Evolutionsgleichung in der Form (4.77) verwendet.

Es kann gezeigt werden, dass fiir beliebige orthogonale krummlinige Koordinaten-
systeme, wie sie im Rahmen der betrachteten FE-Modelle Verwendung finden, nach
dem Ubergang von mathematischen auf physikalische Tensorkoordinaten eine Unter-
scheidung in ko- und kontravariante Tensoren nicht mehr erforderlich ist. Fiir eine
iibersichtlichere Darstellung wird deshalb im Weiteren auf deren spezielle Kenn-
zeichnung verzichtet mit Ausnahme von Abschnitten, in denen sie fiir ein besseres
Versténdnis sinnvoll erscheint. An den entsprechenden Stellen wird gesondert auf
die erneute Verwendung dieser Kennzeichnung hingewiesen.

Das Algebro-Differenzialgleichungssystem (4.74)-(4.78) lisst sich dann wie folgt dar-
stellen:

. 0F 1 . OF OF
T «— — —-D - T—B+B_—_—-T| = 4.
+)\9 5T 2? C+)\< T + 9T ) 0 (4.79)
. OF -1 7T Iy -1
a — X —)\5 X+H ' Ha+aH'H =0 (4.80)
. oF iy . -
TP — X (—)\m> X+H'HT +T°P H"H™" = 0 (4.81)

EP —A\|iB-—=+-B-—— = 0  (4.82)

: ¢2 OF OF
370T oT

F=(T,a,T") = 0. (4.83)

1(4.77) wird in der iiblichen Weise aus der Definition P = \/gB’f’ﬁE'”b--B”ﬁE"f’b unter Bertick-
sichtigung von (2.33) und (4.49) abgeleitet. Es ist anzumerken, dass mit dieser Definition einer
plastischen Vergleichsgréfle vom Verzerrungstyp die Gleichheit der Bilanzen der Spannungslei-
stung im ein- und mehrdimensionalen Fall lediglich fiir eine Flie8bedingung nach v. MISES exakt
nachgewiesen werden kann. Aus diesem Grund wird die Vergleichsgréfie EP im Weiteren nicht als
plastische Vergleichsdehnung, sondern als plastische Bogenlénge bezeichnet.
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Seine verallgemeinerte Form lautet

. 0F 1 . oF oF
a+Q,(T,a,T?,\) = 0 (4.85)
TP + Q, (T, o, TP, \) = 0  (4.86)
E? + Q3(T.a,T?, ) = 0 (4.87)
F(T,a,T?) = 0 (4.88)
: OF —17 ‘TT g -T
mit Q, = X )\a—a X+H 'Ha+aH'H (4.89)
OF 17 rT 7T
Q, = X )\an X+H 'HT"+T'H'H (4.90)
2 _0F 0F
- —_M/ZB=—. BZ— 4.91
Qs A\/3 aT  ~oT (4.91)
0%t

4.3 FlieBbedingungen

Dieses Unterkapitel widmet sich der Formulierung zweckméfiger Fliefbedingungen
fir das im vorhergehenden Abschnitt 4.2 hergeleitete Deformationsgesetz (4.84)-
(4.88). Hierbei werden verschiedene Ansétze aus der Literatur und eigene Model-
le vorgestellt, ihre Eignung zur Beschreibung der verschiedenen Verfestigungsarten
untersucht und ihre thermodynamische Konsistenz fiir beliebige Spannungs- und
Verzerrungszustéinde iiberpriift.

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Formulierung der Flief3-
bedingungen mit Hilfe von Invarianten des Spannungstensors und der inneren Varia-
blen vom Spannungstyp entsprechend der konstitutiven Annahme in Abschnitt 4.1
stets in der Momentankonfiguration erfolgt. Fiir eine Lagrangesche Darstellung des
Deformationsgesetzes werden die FlieBbedingungen in die Ausgangskonfiguration
zuriickgezogen. Hierdurch ergeben sich modifizierte Invariantendefinitionen geméif
den Relationen (4.3) bzw. (4.4), was im Folgenden das Auftreten des Rechts-Cauchy-
Green-Tensors in den Formulierungen der unterschiedlichen FlieBbedingungen in der
Ausgangskonfiguration erklért.
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Zur Verdeutlichung der erwidhnten spezifischen Definition invarianter Groflen wird
in diesem Abschnitt erneut die Darstellung in mathematischen Tensorkoordinaten
mit ko- und kontravarianter Kennzeichnung gewéhlt.

4.3.1 Probleme ohne Substruktur

Wenn keine Substruktur betrachtet wird, entfillt die innere Variable T?* und der
Abbildungstensor H wird zum Einheitstensor. Damit geht die Substrukturkonfigu-
ration in die Ausgangskonfiguration iiber.

Modifizierter Ansatz nach BALTOW-SAWCZUK [4]

BALTOW und SAwWCZUK [4] haben fiir kleine Verzerrungen eine verallgemeinerte
quadratische FlieSbedingung zur Beriicksichtigung isotroper, kinematischer und Dis-
torsionsverfestigung vorgeschlagen. Dieser Ansatz wird hier unter Beriicksichtigung
vorangegangener Bemerkungen zur Invariantendefinition fiir grofle Verzerrungen mo-
difiziert und als Referenzmodell zur Untersuchung des Einflusses von Substruktur-
formulierungen auf die Ergebnisse numerischer Simulationen genutzt.

\ \ 2
F = (T“ _ a“) K- (T” - c‘xﬁ) - STE =0 (4.93)
mit .
A L S (T C) B & analog (4.94)
K=K, +K, (4.95)
4 4 4

und dem isotropen Anteil des vierstufigen Tensors in Koordinatendarstellung

1 2
(Kz's)IJKL = 5 (CIKCJL +Cr.Cyg — gCIJCKL> . (4.96)

Diese modifizierte Formulierung nach BALTOW-SAWCZUK ist in das FE-Programm
SPC-PMHP aufgenommen worden. Eine Entwicklung des vierstufigen Tensors 14('b

wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht realisiert (keine Evolutionsglei-
chung fiir I4('b im Deformationsgesetz). Der anisotrope Anteil I4(fm von K’ ist im
4

Programm mit dem Nulltensor belegt, kann aber auch mit von Null verschiedenen
Anfangswerten besetzt werden. Somit ist zwar keine Beschreibung einer Distorsions-
verfestigung moglich, wohl aber die einer speziellen Anfangsanisotropie.

Die thermodynamische Konsistenz dieses modifizierten Ansatzes kann leicht nach-
gewiesen werden. Aus der Beziehung (4.23) folgt

o _ 9L b 3,
a(C’B¥) — 'o(Cc’B¥) T *a(C’Br) | Po(C’ B

(4.97)
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mit den Konstanten k;, i = 1,2,3. Unter Beriicksichtigung der Invarianten (4.11)-
(4.13) kann geschlussfolgert werden, dass die Terme

e e

— ‘B d C'—— - 4.98
9(C"B¥) . 2(C"B"™) (4.98)
zweistufige symmetrische Tensoren darstellen. Aus
1 o oY
—C'T'C” = C"— - BMICP = C"'—— % 4.99
2 o(C’B™) 0(C’B™) (4.99)

folgt die Symmetrie des zweistufigen Tensors C*T*C?’, womit die Dissipationsun-
gleichung (4.35) auch geschrieben werden kann als

N A 1 .
D’ = —af- A} — TP--A) — icprqu,,Bpu > 0. (4.100)
Diese reduziert sich im Fall einer Betrachtung ohne Substruktur auf

. 1 .
D’ = —al A, - STHCBPC > 0. (4.101)

Unter Beriicksichtigung des assoziierten Fliegesetzes (4.49) und der Evolutionsglei-
chung (4.50) kann die Beziehung (4.101) auch geschrieben werden als

OF OF
DP = A{ake — +TH.—— 1 > 0. 4.102
{a 8a”+ 8TH}_0 (4.102)
GeméiB der KUHN-TUCKER-Bedingung (4.48) gilt
A > 0. (4.103)

Daher muss der Klammerausdruck in (4.102) stets einen nicht negativen Wert an-
nehmen und somit die Ungleichung

oF +Tﬂ--a—F >0 (4.104)

f.. .=
X hal oT"

erfiillt sein. Durch Einsetzen der ersten Ableitungen von (4.93)

OF  _ be (T — &
Sre = 2K (T - &) (4.105)

OF  _ _opeh. (Tt _ &
S5 = 2K (T - &) (4.106)
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in die Beziehung (4.104) ergibt sich:

o . [_2?.. (4 - du)} L Tt { 2K (4 - du)}

= 2(T% - &) - K- (T” - c‘xﬁ>. (4.107)

Unter Beachtung der speziellen Struktur des vierstufigen Tensors 14('b = 14{28 (vel.
(4.96)) gilt hier und fiir die weiteren Ansitze der FlieBbedingung

(T - of) - K- (T” - a“) - (T” - c‘xﬁ> - K (T” - a“). (4.108)

Damit folgt unter Beriicksichtigung von (4.107) der Nachweis der thermodynami-
schen Konsistenz der FlieBbedingung (4.93):

‘ ‘ >
(Tﬁ - aﬁ> K (Tﬁ - aﬂ> = 2T; 2 0. (4.109)

4.3.2 Probleme mit Substruktur

Eine grundsétzliche Motivation bei der Formulierung spezieller FlieBbedingungen
fiir Probleme mit Substruktur war das Streben nach einem Deformationsgesetz zur
Beschreibung plastischer Anisotropien, welches es erlaubt, Ansétze fiir den plasti-
schen Spin, wie sie z.B. bei DAFALIAS aufgestellt werden [18], innerhalb des vom
vorgestellten Deformationsgesetz gebotenen Rahmens thermodynamisch konsistent
herleiten zu kdnnen.

Um dieses Ziel zu erreichen, wurden verschiedene Fliefbedingungsansitze entworfen
und auf ihre thermodynamische Konsistenz iiberpriift. Dabei spielte auch ihre Leis-
tungsfihigkeit in Bezug auf die Beschreibung unterschiedlicher Verfestigungsarten
eine relevante Rolle. Die folgenden Ansétze basieren auf dem Modell nach BALTOW-
SAwCzZUK (4.93), welches um zweckméflige Zusatzterme zur Beriicksichtigung der
Substruktur erweitert wurde.

FlieBbedingung nach BALTOW-SAWCZUK mit einem von T¥, T und o'
abhingigen Zusatzterm

In den Arbeiten von Dafalias [16, 17, 18] wird héufig als Evolutionsgleichung fiir den
plastischen Spin in der Momentankonfiguration die folgende Beziehung angegeben
(s.a. (3.15)):

wh, =) (ca —ao). (4.110)

Um mit dem hier vorgestellten Deformationsgesetz eine analoge Relation zu erhalten,
wurde der nachstehende Ansatz fiir die Flielbedingung erforderlich:

F = (T“ _ c‘xﬁ) K- (T“ - c‘xﬁ)

2
+ ¢, C°TPC" - (T”Cbaﬁ — aﬂCbTﬁ) — ng =0 (4.111)
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Hier und in den folgenden Ansiitzen fiir FlieBbedingungen mit Zusatzterm wird je-
weils ein nicht negativer Parameter ¢, eingefiihrt, mit dem der Zusatzterm gegeniiber
dem BALTOW-SAWCZUK-Modell gewichtet bzw. ganz vernachléssigt werden kann.
Fiir den Sonderfall ¢, = 0 liegt die FlieSbedingung ohne Beriicksichtigung der Sub-

struktur vor.

Die Ableitungen von (4.111) nach den Tensoren vom Spannungstyp lauten:

OF  _ e (T &t v L alCP TP — TP O ot O
S 2K (T - &) + e,.C" {afC'T? - THC o} C (4.112)
OF  _ _opeb.. (T8 _ f B ok i el N AWSL
o 2K (7% - &) + c,C" {TPC'T! - T*C'TH} C (4.113)
3815»1 = .0’ {T'C’af - o'C'T?) C". (4.114)

Zur Uberpriifung der thermodynamischen Konsistenz des Deformationsgesetzes auf
der Grundlage der Dissipationsungleichung (4.100) ist unter Beriicksichtigung der
Beziehungen (4.49), (4.50) und (4.51) nur eine Betrachtung der Fliebedingung er-
forderlich.

D — )\{Tﬁ.. % + af-. % B U 6?15’1"1} > 0 (4.115)

Da der plastische Multiplikator A\ gem&fl der KUHN-TUCKER-Bedingung (4.48) im
inelastischen Bereich positiv sein muss, reicht es aus, den Nachweis der Nichtnega-
tivitédt fiir den Klammerausdruck in der Beziehung (4.115) zu fiihren.

T .. {21@-- (T% - &) + ,C" [T — THC o] Cb}
tat- {—21{% (T% - &%) + o,C* [THCT — T TV Cb}

. {—cscb [Tﬂcbaﬁ _ aﬂCbTﬁ] Cb}
— 9 (Tﬁ _ aﬂ> K (T“ _ aﬂ> +3¢,C°THC" - (THC o — IOV T)

1
= T} +¢,C'THC - (T'C’ o — &' C'TY)
3
(4.116)

Der erste Term in der letzten Zeile der Gleichung (4.116) ist als quadratischer Aus-
druck stets positiv. Beim zweiten Term kann im Gegensatz dazu nichts Konkretes
zum Vorzeichen ausgesagt werden, da es sich hier um eine doppelte Uberschiebung
von zwei unterschiedlichen antimetrischen Tensoren handelt. Diese kann eine positive
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oder negative skalare Grofle darstellen. Damit konnen Spannungs- und Deformati-
onszusténde existieren, fiir die die plastische Dissipation negative Werte annimmt.
Folglich kann der Ansatz (4.111) fiir die Fliebedingung im Rahmen des vorgestellten
Materialmodells zur Verletzung der thermodynamischen Konsistenz des Deformati-
onsgesetzes fithren und wird aus diesem Grund im Weiteren nicht verwendet.

Im Folgenden werden einige, im Rahmen des vorgestellten Materialmodells ent-
wickelte FlieSbedingungen mit Zusatzterm fiir die Erfassung der Substruktur ange-
geben, deren thermodynamische Konsistenz nachgewiesen werden kann. Aus Griin-
den der ZweckméifBigkeit und unter Beriicksichtigung bisher getroffener konstitutiver
Annahmen werden fiir die Auswahl geeigneter Zusatzterme folgende Voraussetzun-
gen postuliert:

- Die Fliefibedingung soll quadratisch bleiben.

- Die Zusatzterme stellen jeweils die zweite Grundinvariante eines kontravarian-
ten zweistufigen Tensors Mi«z dar, der sich aus T*, & und T?* zusammensetzt.
Dabei wird seine Grundinvariante urspriinglich in der Momentankonfiguration
gebildet und anschlieflend in die Ausgangskonfiguration zuriickgezogen.

2J5(mf;) = mi,g’-mi,g’ = M%,C°-- M§,C’ (4.117)

- Die Ableitung OF/OT" muss entsprechend der konstitutiven Annahme fiir
den plastischen Spin (4.52) antimetrisch sein.

Mit T? und o' erweiterter Ansatz nach BALTOW-SAWCZUK, symmetrischer
Zusatzterm

Zur Entwicklung einer thermodynamisch konsistenten FlieSbedingung fiir Proble-
me mit Substruktur wurde zunichst ein einfacher, symmetrischer, von T?* und o
abhéngiger Zusatzterm in die Formulierung von F' aufgenommen.

\ ;
F= (T _ c‘xﬁ) K (T“ - a“) + e, M5,C M4,CP — ST} = 0 (4118)

mit MY, = [-T"C’o? + o*C'T" (4.119)

Die ersten Ableitungen fiir diesen Ansatz lauten:

% — 25{b .. (Tﬁ _ dﬂ) (4.120)
% — _Q-E{b“ (TH _ dﬂ)

+2¢, {~C°M%,C'THC" + C'THC' M, C*) (4.121)

a%ﬂ = 2, {~-C’"M¥,C"aC’ + C'o'C’ M, C} . (4.122)
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Beim Nachweis der thermodynamischen Konsistenz in analoger Weise zu den beiden
vorangegangenen Fliefbedingungen ergibt sich folgende Beziehung:

4

Th.. {gKb.. (1 - du)} + ol {_gKb.. (4 - du)}
4
+ate {oc, [-C' MY, C'THC + C'THC' MY, C'

~T% . {2¢, [-C’M¥,C0C’ + C’ o' C* M, C°] |
— 2 (T” - aﬂ> K- (Tﬁ - aﬂ> + de, MY, CP e M, C”

4
= 3 2+ 2e, M5 C' M5 C" > 0. (4.123)
Die letzte Zeile von (4.123) beinhaltet einerseits einen in Ty quadratischen Term, an-
dererseits eine doppelte Uberschiebung von zwei identischen symmetrischen Tenso-
ren. Beide Anteile sind damit stets positiv, womit die thermodynamische Konsistenz
des Ansatzes (4.118) bewiesen wurde.

Da der Zusatzterm mit dem symmetrischen Tensor M%l keine Abhéngigkeit vom
Spannungstensor T*# aufweist, wird deutlich, dass der Ansatz (4.119) lediglich isotro-
pe Verfestigungsanteile der quadratischen FlieBbedingung (4.118) beeinflussen kann.
Zudem lésst sich anhand der im folgenden Kapitel vorgestellten Struktur des zeitdis-
kretisierten Deformationsgesetzes (4.84)-(4.88) zeigen, dass sich fiir die Formulierung
der FlieBbedingung (4.118) unter Beriicksichtigung des speziellen Ansatzes (4.119)
keine Entwicklung der inneren Variable TP einstellt, wenn diese nicht mit einer vom
Nulltensor verschiedenen Anfangsbelegung versehen wurde. Das bedeutet, dass eine
Entwicklung der formativen Verfestigung, die auf dem vorgestellten Substruktur-
konzept beruht, nur bei bereits vorhandener Anfangsanisotropie mit formativen An-
teilen erreicht werden kann. Die genannten Einschrinkungen bei der Erfassung der
verschiedenen Verfestigungsarten fiihrten zur Entwicklung leistungsfahigerer Flief3-
bedingungen.

Mit T? und T* erweiterter Ansatz nach BALTOW-SAWCZUK, symmetrischer
Zusatzterm

Bei diesem Ansatz wurde im Vergleich zu (4.118) im Zusatzterm die innere Variable
a' durch den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor T# ersetzt. Damit nimmt die
FlieBbedingung die Form

\ \ 2
F= (TN _ c‘xﬁ) K- (TN - a“) oM C ME,CY — STE = 0 (4124)

mit MY, = [-T#C'T* + T*C"T" (4.125)
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an und fiir die zugehorigen ersten Ableitungen gilt:

% _ QIfb" (Tu _ dli)

+2¢, {~C" MY, C'THC" + C'THC'MY,C") (4.126)
% = 2K (1% - &) (4.127)
3815)” — 9 {_CbM%QCbTﬁCb i chﬁCbMﬁgQCb} . (4.128)

Auch diese Formulierung der FlieSbedingung geniigt der Forderung nach Erfiillung
der Dissipationsungleichung. Wegen ihrer strukturellen Analogie zum Ansatz (4.118)
mit (4.119) wird auf den konkreten Nachweis verzichtet.

Bei der Implementierung dieses Ansatzes in das FE-Programm SPC-PMHP konnte
sowohl eine zusétzliche isotrope als auch kinematische und Distorsionsverfestigung
simuliert werden. Allerdings lisst sich auch fiir die Formulierung (4.125) des Zu-
satzterms zeigen, dass eine Entwicklung plastischer Anisotropien die Existenz einer
Anfangsanisotropie mit formativen Anteilen voraussetzt.

Im Folgenden wird ein Ansatz fiir eine Flielbedingung mit Zusatzterm vorgestellt,
der diese Einschrinkung behebt und alle genannten Verfestigungseffekte erfasst.

Mit T7, T' und o' erweiterter Ansatz nach BALTOW-SAWCZUK, symmet-
rischer Zusatzterm

Eine reine Addition der Zusatzterme aus (4.118) und (4.124) wiirde keine entschei-
denden Verdnderungen fiir die Beschreibung der unterschiedlichen Verfestigungsar-
ten und der plastischen Anisotropie ergeben. Daher wird eine Kombination der drei
Grofen vom Spannungstyp T*, a* und TP* vorgeschlagen:

\ \ 2
F= (TN - c‘xﬁ) K (T“ - a“) MG ME,C? — STE = 0 (4129)

mit MY, = [(T*—T%) C’af + a*C" (TH+T%)]. (4.130)

Die ersten Ableitungen der FlieSbedingung (4.129) lauten wie folgt:

oF  _ v (T &
i Sl G
+2¢,C” { M¥%,C’ o + o' C* M, } C° (4.131)
OF . _oph. (TH — &
ool 2&{ (T @ )

+2¢,C” { M%,C" (T — T#) + (T* + T%) C°' M, } C” (4.132)
OF. = 2,0’ {~-M%Ca’ + a'C' MY} C. (4.133)
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Zum Beweis der thermodynamischen Konsistenz von (4.129) werden diese Ableitun-
gen wieder in den Klammerausdruck der Ungleichung (4.115) eingesetzt.

T? .. {25@ v (TF = &) +2¢,C" [M,C 0 + o*C* M Y cb}

fat. { 2K - (4 - du)}
+at - {20,C7 [ME,C (TF - T7) + (T + T7) C* M, ¢}
_ .. {205 C’ [_Mﬁqgcbaﬂ + aﬂCbM”%] Cb}

= 2 (TF - &)k (T - &)+ de {ME,C0 M, C7)

4
= gTg+2cs{J\4ﬂ53(,*b--Mggcb} > 0 (4.134)

Die letzte Zeile der Beziehung (4.134) beinhaltet analog zu (4.123) einen quadra-
tischen Term in T und die doppelte Uberschiebung eines symmetrischen Tensors
mit sich selbst. Es gilt wiederum, dass diese Anteile stets positiv sind, womit auch
fiir diese FlieBbedingung die thermodynamische Konsistenz nachgewiesen werden
konnte.

Beim Testen dieses Ansatzes im FE-Programm wurde festgestellt, dass er sowohl in
der Lage ist, isotrope und kinematische, als auch Distorsionsverfestigung zu beschrei-
ben. Eine Entwicklung von TP kann auch aus einem isotropen Ausgangszustand
heraus erfolgen. Damit konnten die Einschrankungen der vorhergehenden Ansitze
erfolgreich beseitigt werden.

Konkrete Berechnungsbeispiele mit den vorgestellten thermodynamisch konsistenten
FlieBbedingungen werden im Kapitel 6 ndher vorgestellt.



Kapitel 5

Numerische Simulation

5.1 Numerische Behandlung des Rand- und An-
fangswert-Problems

Anfangs-Randwert-Probleme der finiten Elasto-Plastizitdt sind gewdhnlich nicht
mehr analytisch 16sbar. In diesem Fall wird der Einsatz numerischer Verfahren er-
forderlich. Geometrisch und physikalisch nichtlineare Anfangs-Randwert-Aufgaben
werden in der Praxis unter Nutzung von Ortsdiskretisierungsverfahren, wie z.B. der
Methode der Finiten Elemente (FEM), und Zeitdiskretisierungsverfahren bearbeitet.

Das Randwert-Problem wird in diskreten Orten des Kontinuums (z.B. den Knoten
des FE-Netzes) durch Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen geldst. Nichtlineare
Aufgabenstellungen erfordern seine Linearisierung im Zusammenhang mit einer in-
krementellen Vorgehensweise. Diese kann aus der Geschwindigkeitsformulierung der
Grundbeziehungen zur Beschreibung des Gleichgewichtszustandes abgeleitet wer-
den.

Das Anfangswert-Problem bezieht sich auf die Losung des Algebro-Differenzial-
gleichungssystems fiir das Deformationsgesetz, wie es z.B. in den Gleichungen (4.84)-
(4.88) vorgestellt wurde, welches zur Berechnung der Spannungen, inneren Variablen
und des plastischen Multiplikators zeitlich diskretisiert wird.

In diesem Kapitel werden die Grundlagen und numerischen Algorithmen fiir die
Losung von Anfangs-Randwert-Problemen der finiten Elasto-Plastizitdt mit dem
experimentellen FE-Programm SPC-PMHP vorgestellt. Dabei nimmt die Behand-
lung der Randwert-Aufgabe einen relativ geringen Raum ein. Fiir die Darstellung
allgemeiner Grundlagen der FEM wird auf die Literatur verwiesen [6, 90]. Eine
ausfiihrliche Herleitung des in SPC-PMHP realisierten FE-Modells findet sich in
[24].

Den Ausgangspunkt der mathematischen Formulierung des FEM-Gleichungssystems
bildet das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Es beschreibt fiir Gleichgewichts-
zustinde die Gleichheit der Arbeit der inneren und dusseren Kriifte fiir eine beliebige
virtuelle Verschiebung.

63
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Durch Uberschieben des Tmpulssatzes (2.48) fiir quasistatische Probleme in seiner
Darstellung in der Ausgangskonfiguration mit einer virtuellen Verschiebung U und
der anschlieflenden Integration iiber das gesamte Kérpervolumen wird nach einigen
Umformungen unter Beriicksichtigung der Arbeit von Randkriften R das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen

/T--éEdVO - /’RéUdAOJr/gUK(SUdVU (5.1)
Vo AO VO

erhalten. Dabei stellt IC den Vektor der Massenkrifte in seiner materiellen Formu-
lierung dar, Beschleunigungsterme wurden vernachléssigt. Die bendtigte Geschwin-
digkeitsformulierung von (5.1) lautet [24]:

/{T&E +T- [(GRAD(U))"GRAD (5U)|} dv; =

Vo

- /R&UdAO+/QOK6Ud%. (5.2)

Ao Vo

Wird die materielle Zeitableitung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors
durch

. dT .
T="""\E .
B (5.3)

ersetzt, entsteht

/{(%E> < 6E +T- [(GRAD(U))TGRAD(csff)]}dv0 _
i/kéUdAg +/on5fjd%_ -

Ao Vo

Hierbei verkorpert dT'/dE die konsistente Materialmatrix.

Im Rahmen der FEM wird das durch die Belastungen verursachte Verschiebungs-
feld der materiellen Punkte (— U) so ermittelt, dass die Erfiillung des lokalen und
globalen Gleichgewichts gewihrleistet ist. Dazu wird das Verschiebungsfeld in einer
endlichen Anzahl von Punkten des Kontinuums, den Knoten des FE-Netzes, aus der
Losung des Randwert-Problems bestimmt. Verschiebungen im Inneren der Elemen-
te werden aus den Knotenverschiebungen und geeigneten Formfunktionen berech-
net. Aus den Verschiebungen abgeleitete kinematische Grofien wie die Verzerrungen
und deren Zeitableitungen konnen damit ebenfalls in jedem beliebigen materiellen
Punkt durch die Knotenverschiebungen, deren Zeitableitungen, die Formfunktionen
und deren Ableitungen nach den Ortskoordinaten dargestellt werden. Gleiches gilt



NUMERISCHE SIMULATION 65

fiir inkrementelle Gréflen nach dem Ersetzen materieller Zeitableitungen in der Ge-
schwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (5.4) durch
Differenzenquotienten.

Nach dem Einsetzen dieser Approximationen in die Variationsformulierung (5.4) ent-
steht letztendlich nach einigen Umformungen das folgende nichtlineare algebraische
Gleichungssystem fiir die Knotenverschiebungsinkremente AU - das so genannte
FEM-Steifigkeitssystem [24]:

K(U)AU = AP. (5.5)

Mit Kt wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix bezeichnet, welche aus den einzelnen

Elementsteifigkeitsmatrizen
numel

Kr= | K (5.6)
e=1
mit
e T dT AT v e
KT:/B | BT G| v (5.7)

Ve

aufgebaut ist. Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus einem materiellen
(1. Term mit konsistenter Materialmatrix in (5.7)) und einem geometrischen Anteil
(2. Term) zusammen. Dabei stellt B die bekannte nichtlineare Beziehung zwischen
den Verzerrungsinkrementen in einem materiellen Punkt und den Knotenverschie-
bungsidnderungen dar. Unter T wird eine Matrix mit spezieller Anordnung der
Koordinaten des Spannungstensors verstanden. Die Matrix G verkniipft Verschie-
bungsgrofien in den Knoten mit Verschiebungsableitungen beziiglich der globalen
Ortskoordinaten in einem materiellen Punkt [24]. Der Vektor AP verkérpert die
Inkremente der auf die Knoten bezogenen Volumen- und Oberflichenkrifte.

Das nichtlineare algebraische Gleichungssystem (5.5) wird mit Hilfe des Newton-
Verfahrens innerhalb jedes Lastinkrements gelost (Gleichgewichtsiteration).

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix Kt héngt u.a. von den Spannungen ab, wie aus Glei-
chung (5.7) zu ersehen ist. Bei elasto-plastischem Materialverhalten liegt fiir die
Spannungs-Verzerrungs-Beziehung kein expliziter Zusammenhang vor. Vielmehr
wird die Abhéngigkeit der Spannungen von den Verzerrungen iiber eine Geschwindig-
keitsformulierung beschrieben, ndmlich iiber das in Kapitel 4 hergeleitete Algebro-
Differenzialgleichungssystem (4.84)-(4.88). Daher ergibt sich die Notwendigkeit der
Losung dieses Systems als Anfangswert-Problem zur Bestimmung der Spannun-
gen und inneren Variablen (Deformationsgesetziteration). Wihrend die Losung des
Randwert-Problems in jedem Lastschritt globalen Charakter hat, findet die Losung
des Anfangswert-Problems innerhalb jeder Gleichgewichtsiteration eines Lastschrit-
tes lokal in den Integrationsstiitzstellen (Gaupunkte) statt.

Im folgenden Bild sind die wesentlichen Iterationsschleifen innerhalb des FE-Pro-
gramms SPC-PMHP zum besseren Verstindnis schematisch vereinfacht dargestellt.
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Lastschritt

NUMERISCHE INTEGRATION

Gleichgewichts- Deformationsgesetz-
iteration iteration

1
]

jmax_1 1

nmax

: imax_j_n

Bild 5.1: Schema der Iterationsschleifen fiir das FE-Programm SPC-PMHP

5.2 Numerische Integration des Deformationsge-

setzes

In diesem Abschnitt wird die Losung des Anfangswert-Problems (4.84)-(4.88) mit
Hilfe numerischer Zeitdiskretisierungsverfahren ausfiihrlich dargestellt.

Zur Charakterisierung der einzelnen Iterationsschleifen (siehe auch Bild 5.1) sei an-
gemerkt, dass mit (),, die Kennzeichnung des Lastschrittbeginns erfolgt. Zu diesem
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Zeitpunkt ¢, wird die Losung des Feldproblems als bekannt vorausgesetzt. Die Be-
zeichnung ()7, erscheint fiir die zu berechnenden Gréfien der j-ten Gleichgewichts-
iteration des Lastschrittes [t,, t, 1] sinnvoll.

Wegen der besseren Ubersichtlichkeit und der weiteren Verschachtelung der Itera-
tionsverfahren durch die lokale Iteration des Deformationsgesetzes wird jedoch im
Weiteren auf die Kennzeichnung der Gleichgewichtsiteration innerhalb des Last-
schrittes verzichtet, der Index j somit kiinftig weggelassen.

Wird eine der im Folgenden hergeleiteten Beziehungen erst zum Ende des ausite-
rierten Lastschrittes benotigt, so wird dies an der entsprechenden Stelle explizit
angegeben. Ansonsten gelten alle Beziehungen fiir jeden globalen Iterationsschritt j
im Lastinkrement.

Es sei hier darauf verwiesen, dass bei der konkreten programmtechnischen Umset-
zung die Koordinaten zweistufiger Tensoren als Vektoren und die vierstufiger Ten-
soren als Matrizen verarbeitet werden.

Formulierung des Anfangswert-Problems mit T

Unter Nutzung des verallgemeinerten impliziten Einschritt-Differenzenschemas

Yni1 = Yn + (@ fop1 + (1 =) fn) At (5.8)

zur Losung der gewohnlichen Differenzialgleichung

== ) (5.9

mit dem Zeitinkrement

At =ty — ty (5.10)
und dem Wichtungsfaktor

0,0 Euler vorwarts
a € 0,1], a =< 1,0 : Euler riickwirts (5.11)
0,5 Crank-Nicolson (Trapezregel)

wird folgende Diskretisierung der Gleichungen (4.84)-(4.88) nach der Zeit erzielt:

1 . 1 o ]
045 1 n+1"Cn+1 + (1 — Oé)ilzn"cn_ At
oF OF| ]
+ lO&)\,ﬁ-l -?n—l—l"a—T +(]._Oé))\n .Qn"a—Tn- At

Tn+1 - Tn -

n+1
oF

oF

ntl o T,.| At

Bn+1 + B

+ Oé)\n+1 [T
n+1

n+1

9F
B, +B, 0
t 55T

OF
"oT

+(1—a)\, [T Tn- At = 0 (5.12)

n ‘n
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Qi — Oy + [a Q.. + (1-a) an] At = 0 (5.13)
TP — TP+ [0Q,,, +(1-0)Q, |At = 0 (5.14)

ED . —Eb +]aQs.,, +(1-0)Qs|At = 0 (5.15)

Un+1
F(Tn+1, an+1, Tpn+1) — 0 (516)

In die Beziehung (5.12) gehen die materielle Zeitableitung des Tensors der Gesamt-
verzerrungen zu Beginn des Lastschrittes und fiir die aktuelle Gleichgewichtsite-
ration im Lastschritt ein. Letztere kann nicht direkt aus anderen zur Verfiigung
stehenden Groflen berechnet werden. Fiir die Eliminierung von C’n+1 wird daher
wegen der Konsistenz mit dem bisher genutzten Zeitdiskretisierungsverfahren die
Beziehung (5.8) erneut angewendet, womit sich folgende Approximation fiir Cn+1
ergibt:

. 1 .
Cr = — [AC,.1 — (1-a) CAY (5.17)
mit
ACn-l—l = Cn+1 - Cn (518)

Nach dem Einsetzen dieser Beziehung in (5.12) entsteht das folgende nichtlineare
System algebraischer Gleichungen beziiglich T, 11, @pi1, Thyt, Eyppq und Apiq:

oOF
Tn-l—l - Tn + [aAn+1 -Qn-l—l"a—T

l1—a)\, D,--— | At
n+1+( a) 4 aT n]

1 1 .
~ 5Dt ACu — 5(1=a) (Do = Dy ) G At
oF oF

+ @At [Tn+1 T T

Bi1+ By
n+1

+(1—a)h, [T

T, A

n+1

oFr
B, + B, 6—T‘nT"] At = 0 (5.19)

oF
"oT

Ongi —an+[0Q, , +(1-0)Q, |At = 0 (5.20)
TPy =T+ [0Q,,, +(1-0)Q, | At = 0 (521)
ED . —Eb +]aQs.,, +(1-0)Qs]At = 0 (5.22)

Un+1

F(Tn+1, Apit, Tpn_|_1) = 0 (523)
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Es ist anzumerken, dass die Berechnung von C'n+1 lediglich am Ende des aktuellen
Lastschrittes nach Gleichung (5.17) erfolgt. Dabei erhdlt a den gleichen Wert wie
im Deformationsgesetz (5.19)-(5.23), welcher aus Konvergenzgriinden stets > 0,5
gewéhlt wird. Eine Ausnahme bildet der erste Lastschritt (n = 0) mit o = 1.

Um die weiteren Losungsschritte verkiirzt darstellen zu kénnen, wird ein Variablen-
Vektor z eingefiihrt.

z=(T,o, T, E", \)" (5.24)

Ebenso wird ein die linke Seite des Gleichungssystems (5.19)-(5.23) représentierender
Operator G definiert.

g = g (zn; Zn+1s ACn«H; C.’n) (525)

Da die Grofien z, und C’n aus dem vorhergehenden Lastschritt und das Verzer-
rungsinkrement aus der aktuellen Losung des Randwert-Problems bekannt sind und
somit als fixiert angesehen werden, verkdrpert der Variablenvektor z,,

T
Zp+1 = (Tn+1; At Tpn+1; E5n+1; )\n+1) (526)

die Losung des nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems in seiner symbolischen
Darstellung

gn—i—l = g (zn-l—l) =0 (527)

fiir den Lastschritt [t,, t,11].

Zur Berechnung von z,,; aus (5.27) wird das Newtonverfahren

. . _1 .
Zth = 2z - <Vzi g) nt1 (5.28)

n+1
herangezogen, als dessen Ergebnis ein lineares algebraisches Gleichungssystem
(Vi 6)asi =~ gi, (5.29)

fiir die iterative Ermittlung der Inkremente des Losungsvektors z

i+1 i+l i

folgt. Hierbei stellt (Vz G) die Jakobi-Matrix dar. Diese, die partiellen Ableitungen
des Gleichungssystems (5.19)-(5.23) nach den unabhéngigen Variablen beinhaltende
Matrix lautet:
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I + Moy M 1, M r7» 0 M 1)

0Q 0Q oQ 0Q

0Q 0Q oQ 0Q

Qs Qs 0Q Q)

a At apit At agpr At 1 a5 At
oF oF OF oF
oT Bl oT? OE?
(5.31)
mit
2 oF OF
2 2
+ al Tag“gTB + Bang T] At (5.32)
0% F 0*’F 0*’F
My, = alD--. At .
T AAD -+ o +aA[TaTaaB+BaTaaT]At (5.33)
M = a\D 0°F At AT O°F B+B O°F T | At (5.34
e = AP arare S TN Y ararr” TV orore (5:34)
o0F oF OF
M = — — — .

T a? aTAt—i—oz[TaTB +BaTT] At (5.35)

und den folgenden, unabhéngig von der konkreten FlieSbedingung geltenden Ablei-
tungen der Evolutionsfunktionen (vgl. (4.89)-(4.91))

0Q, 0*F

o - aX <A8a6T> X (5.36)
an _ 0*F —1r Ty —T

e~ X (Aaaaa>X+H HI+IH'H (5.37)

Q, 0%F
o = X (Aaaan>X (5.38)
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0Q, F
0Q, PF
o= X (Aanaa>X (5.40)
0Q, PF e N

OF F
0@ _ _,\2BgrB- 3T3T (5.42)

OF 82
0Qs _ _AEBaTB oo (5.43)
Dol 3 hpndF ndF '

¢§357“43ar

OF 2F

oT” 3 OF p OF '
\/ sBIT BT

0Q, OF
- = aX X (5.45)
0Q, OF
o = eX X (5.46)
0Qs J OF _ OF
s _ B—_.BZ 4
I\ 3°0T  OT (5:47)

Der in dieser Arbeit verwendete vierstufige Tensor £ bezeichnet einen Anteil des

bekannten allgemeinen isotropen Tensors und ist hier in seiner Koordinatenschreib-
weise mit

[IJKL = 5]K(5JL. (548)
definiert, wobei 0 das Kronecker-Symbol darstellt.

Fiir die in der Jakobi-Matrix (5.31) enthaltene erste Ableitung der FlieBbedingung
nach der plastischen Bogenlinge gilt im Rahmen der vorgestellten Materialmodelle
unabhéngig von der konkreten Form der FlieSbedingung

oF 4_ 0Tk

— = —Tp—. 5.49

OBy, — 3 TOE} (5.49)
Im FE-Programm SPC-PMHP wurde folgendes Potenzgesetz fiir die Entwicklung
der Fliespannung T realisiert:
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Ein Ansatz dieser Form wurde fiir kleine Verzerrungen von LUDWIK vorgeschlagen
und von ULBRICHT modifiziert [85]. Neben der Anfangsfliefspannung Tr kénnen
dabei die Materialparameter a und n genutzt werden, um die Beziehung (5.50) an
experimentelle Fliekurven anzupassen. Der Parameter § dient lediglich der Vermei-
dung unendlich grofler Ableitungen

0TF

an der Stelle E? = (0 bei n < 1.

Wie bereits erwihnt, gelten die Beziehungen (5.36)-(5.47) und (5.49) unabhingig
von den konkret in dieser Arbeit priasentierten FlieBbedingungen. Die weiterhin not-
wendigen Ableitungen der speziellen FlieBbedingungen (4.93), (4.118), (4.124) und
(4.129) nach den unabhéngigen Variablen sind im Anhang B zusammengefasst.

Fiir die zugehorige rechte Seite —G,, 11 des linearen Gleichungssystems (5.29) gilt

4
oF 0
—Tpi1+T, — a1 Dypy1s 35+ + (1 —a)\, D, 54 At
{ +1 l +1 Quagp| ( )An D 8Tn]
+3D0s+ A1 + 11 =) (Do = Dy ) =G
oF oF
—adpi1 |Tos 8—T‘n+1B”+1 + By 8—T‘n+1 T,1| At
(- [T 95| B+ B, 2E| 1] At}
(5.52)
“TP i + TP — [0 Qg + (1- @) Qy, | At
\ _F(Tn+laan+lann+1) )

An dieser Stelle sei angefiigt, dass durch die Multiplikation der letzten Zeile von
(5.31) mit dem Inkrement des Losungsvektors Az, 1 = 2,1 — 2, im ausiterierten



NUMERISCHE SIMULATION 73

Zustand (d.h. nach erfolgreicher Losung des Anfangswert-Problems) die im vorge-
stellten Modell implizierte Erfiillung der Konsistenzbedingung F =0 im Sinne ei-
ner Approximation des Differenzials der FlieBbedingung durch eine Einfachdifferenz
nachgewiesen wird.

Es sei nochmals verdeutlicht, dass das Gleichungssystem (5.29) zur Berechnung der
Spannungen, inneren Variablen und des plastischen Multiplikators in allen Integ-
rationsstiitzstellen fiir jeden i-ten lokalen Iterationsschritt in jeder j-ten globalen
Gleichgewichtsiteration des Lastschrittes [¢,, ¢, 1] auszuwerten ist.

Zur Losung von (5.29) wird ein direktes Verfahren nach Gauf§ eingesetzt. Zunéchst
wird jedoch mit der aus (5.19) abgeleiteten Beziehung

1
T, ,=T,+ §€n+1--ACn+1 (5.53)

ein elastischer Prediktor ausgefiihrt. Féllt der Elastizitétstest

F(T5., 0, Th) <0 (5.54)

positiv aus, ist mit (5.53) bereits die neue Spannungslésung gegeben. Eine Verénde-
rung der inneren Variablen erfolgt in diesem Falle fiir den aktuellen Lastschritt
nicht. Erweist sich das Materialverhalten jedoch als elastisch-plastisch, werden die
Spannungen, inneren Variablen und der plastische Multiplikator nach dem Iterati-
onsschema (5.28) korrigiert. Als Startwert fiir diesen Prozess findet der Vektor

T
201 = (Thar o, T, ED. ) (5.55)

Verwendung. Der Iterationsvorgang wird beendet, wenn das Quadrat der euklidi-
schen Norm der rechten Seite von (5.29)

. . T .
1Gl? = (o) Gh (5.56)
eine vorgegebene Abbruchschranke unterschreitet.

Nach jedem Iterationsschritt ¢ + 1 des Deformationsgesetzes muss mit den berech-
neten ¢ + 1-ten Werten der Spannungen und inneren Variablen zum Zeitpunkt n +1
die zugehorige plastische Verzerrung Bflﬂjll ermittelt werden. Thre Groéfle beeinflusst

sowohl die elastische Materialmatrix 14) (vgl. Beziehungen (4.15), (4.70)) als auch

den Abbildungstensor H (siehe (5.107)).

. . . +1 .
Fiir die Berechnung des Tensors der plastischen Verzerrungen Bflfl wurden zwei un-

terschiedliche Algorithmen entwickelt, in das FE-Programm SPC-PMHP implemen-
tiert und getestet. Dabei ist zu bemerken, dass fiir eine richtige Erfassung der Sym-
metrieeigenschaften von B? im Prozess der numerischen Integration seiner Zeitab-
leitung folgende Form der assoziierten Fliefiregel (4.49) gelten soll:
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or or ) | (5.57)

. 1 . .
B"=-(B"+B"")=-)\|B-—B?+ B"—B
(B0 B57) = (BT B+ B0

e Ausgehend von der Definition des assoziierten FlieBgesetzes (5.57) und der
Zeitdiskretisierung (5.8) kann der Tensor der plastischen Verzerrungen nach
jedem Tterationsschritt (5.28) fiir die Ermittlung von 257 in der folgenden,
zu den iibrigen Zeitdiskretisierungen konsistenten Form aktualisiert werden:

' ' ‘ OF i+1 ' O F i+1 ‘
B = BNt B OL B B 0N B A
* ot ., or|, .. "
oF oF

e In der Regel, insbesondere bei grofien Lastschritten, erfiillen die nach Iterati-
onsschema (5.28) ermittelten Spannungen nicht die Bedingung (4.25). Daher
wurde versucht, mittels einer modifizierten Berechnungsweise von B eine ver-
besserte Ubereinstimmung mit dem hyperelastischen Teildeformationsgesetz
zu erreichen.

Dazu wird entsprechend (4.25) das nichtlineare Gleichungssystem

e |

=0 5.59
oC n+1 ( )
definiert, in welchem der Tensor der plastischen Verzerrungen die unbekann-
te Variable darstellt. Die Losung dieses nichtlinearen Systems mit Hilfe des
Newtonverfahrens fiihrt auf folgendes Iterationsschema zur Berechnung des
plastischen Verzerrungstensors:

(gT)i:l =Gr (szijll) = Ti;;ll — 2

n+1

~1
(Bflf:f)lﬂ = (Bflf:—ll)l — (V(Bpi+l) QT) Gr [(Bflf:—ll)l], (5.60)

wobei unter Beriicksichtigung von (4.25) gilt:

o (.0, oT _
VprGr(B") = o0 (2 ac) = ~ogr ~ D (5.61)

Es kann gezeigt werden, dass der Einfluss der vorgestellten Algorithmen zur Aktua-
lisierung des Tensors der plastischen Verzerrungen auf die Feldlésung mit der FEM
gering ist, die zweite Methode jedoch in der Regel ein etwas besseres Konvergenz-
verhalten fiir die Deformationsgesetziteration aufweist.
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Konsistente Matrix

Zur Generierung der Elementsteifigkeitsmatrizen K7 (5.7) fiir das linearisierte FE-
Gleichungssystem wird die konsistente Materialtangente d T /d E benotigt. Aus der
impliziten Differenziation des Gleichungssystems (5.19)-(5.23) in der Form

Gni1 = G (21, Epgr) =0 (5.62)

nach dem Tensor der Gesamtverzerrungen E folgt die Beziehung

g _ 0g
dE, B OE,

dzn+1
dEn+1

+ (V2 9) = 0. (5.63)

Da die in Gleichung (5.63) enthaltene Jakobi-Matrix bereits aus der Integration des
Deformationsgesetzes vorliegt, kann unmittelbar die konsistente Materialtangente
fiir den nachfolgenden globalen Iterationsschritt angegeben werden:

g—%‘n+1 Dyii+ M
g 0
(Vzun 6) | 4571, | = 0 (5.64)
LI 0
Al 0
mit
J\44n+1 = 2041 (Tn+1 2—5 » B, £ B, + B, £ B, 2—5 » Tn+1> At.
(5.65)

Die konsistente Materialtangente wird jeweils nach Beendigung der lokalen Itera-
tion fiir das Deformationsgesetz ermittelt und fiir die nachfolgende Korrektur der
Verschiebungslosung verwendet (Gleichgewichtsiteration bzw. Lastschritt).

Dieser Algorithmus zur Ermittlung der konsistenten Materialmatrix unter Beriick-
sichtigung der Definition des Materialmodells als Algebro-Differenzialgleichungssys-
tem zeigt die Vorteile des vorgestellten Verfahrens zur Integration des Deformati-
onsgesetzes gegeniiber herkdémmlichen Methoden. So werden zwar auch bei den aus
der Literatur bekannten Losungsverfahren der Eliminierung des plastischen Mul-
tiplikators und der Return-Methoden zum jeweiligen Algorithmus konsistente Ma-
terialmatrizen ermittelt, ihre numerische Berechnung erfordert jedoch zusétzlichen
Aufwand, da sie nicht in die eigentliche Lésung des Anfangswert-Problems einge-
bettet werden kann. Auflerdem wird beim Verfahren der Eliminierung des plasti-
schen Multiplikators die Erfiillung der FlieBbedingung nicht durch den Algorithmus
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gewihrleistet. Das hier vorgestellte Projektionsverfahren verdeutlicht insbesonde-
re durch die Moglichkeit der Ausnutzung der Ahnlichkeit numerischer Strukturen
(z.B. lineare Gleichungssysteme mit jeweils gleicher Systemmatrix und unterschied-
licher rechter Seite) die Vorteile des FE-Programmes SPC-PMHP bei der Bearbei-
tung verschiedenartiger Detailprobleme im Prozess der FE-Berechnung (Lésung des
Anfangswert-Problems, Ermittlung der konsistenten Materialmatrix u.a.).

Zudem wird die konsistente Materialmatrix mit der gleichen numerischen Genauig-
keit approximiert wie die kinetischen Gréfien.

Hervorzuheben ist weiterhin die Allgemeingiiltigkeit der grundsétzlichen Vorgehens-
weise der vorgestellten Methodik unabhéngig von der konkreten Struktur der An-
sitze fiir Energiedichtefunktion, Flielbedingung und Evolutionsgleichungen. Das
verleiht der in SPC-PMHP realisierten Materialschnittstelle eine hohe Flexibilitét.

Alternative Formulierung des Anfangswert-Problems mit B?

Bei der Formulierung des Deformationsgesetzes geméf (5.19)-(5.23) werden in der
iterativen Losung die gesuchten Inkremente der Spannungen T' und T? bzw. der
Riickspannungen « stets aufaddiert. Diese Vorgehensweise kann bei groflen Last-
schritten zu Ungenauigkeiten der berechneten Spannungen fiihren.

Die ermittelten Werte fiir den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor miissen theo-
retisch gleich denen sein, die sich aus der Ableitung des freien Energie-Potenzials
nach dem elastischen Verzerrungstensor ergeben. Wenn die Lastschritte zu grof}
gewihlt werden, ist diese Gleichheit nicht mehr hinreichend gewéhrleistet.

Eine Moglichkeit der korrekteren Spannungsberechnung bei gréfleren Lastschrit-
ten bietet die direkte Einbeziehung des assoziierten Fliegesetzes (5.57) anstelle
der Zeitableitung des hyperelastischen Deformationsgesetzes (4.84) in das Algebro-
Differenzialgleichungssystem (4.84)-(4.88). Als neue unabhiingige Variable ersetzt
der plastische Verzerrungstensor B? die bisherige, den Tensor der 2. Piola-Kirchhoft-
Spannungen T'.

Die Formulierung des Deformationsgesetzes (4.84)-(4.88) veréndert sich wie folgt:

B? + ) Bg—gB”Jerg—;B =0 (5.66)
& +Q(T,a, T?,)\) = 0 (5.67)
TP + Qu (T, a0, T?,\) = 0 (5.68)
EY + Q3(T, e, T?,)) = 0 (5.69)

F(T,o,T?) = 0. (5.70)
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Werden erneut die impliziten Einschrittverfahren (5.8) fiir die Zeitdiskretisierung
genutzt, ergibt sich das folgende System nichtlinearer algebraischer Gleichungen

oF 0F
B?,. ., — B?P, l-a)\, | B, —| B?+B? —| B,
oF oF
ot (Bn+1 oFl g imp, OF BnH)] AL = 0 (5.71)
aT n+1 aT n+1

Onyt — p+ [0Q, .+ (1-0) Q| At = 0 (5.72)
TP = TP+ [0 Qypyy + (1-0) @y, At = 0 (5.73)
B}, — BV, +[aQsngr + (1 - ) Q] AL = 0 (5.74)
Foi1(Tosr, @nit, TPyt) = 0, (5.75)

das in analoger Weise wie (5.27) symbolisch dargestellt und mittels des Newton-
Verfahrens gelost werden kann. Dabei nimmt der Variablenvektor z die Form

T
Znat = (Bho ot TPt B2 M) (5.76)

an und die Jakobi-Matrix erhélt das folgende Aussehen:

£ + M popo M v, M oo 0 M gy

9 9 9 9
aa%m £+a®%m aa%At 0 Oz—a%At

oQ oQ oQ 0Q
0Q3 0Q3 0Q3 0@
ampy At aed At agfy At 1 a5E A
oF oF oF R
0B? Jal OT? OE?
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mit
OF OF 0*°F O’F
= - il A -7 P
M vy al\ BaT£+£6TB +B8TaBpB + B 6TaBpB At
(5.78)
M, = or|B-2E prypr 28 gl Ay (5.79)
Bo = NP 9T o T dox '
M ~ B2 g T gl (5.80)
S 7 o 0T OT” ‘
OF OF
Mpry = B—B?+ BP—B| At. .81
BP) (% oT + oT ] t (5 8 )
Es gilt unter Beriicksichtigung von (5.61)
OF OF 0T oF =
9B ~ or "omr ~ or 2 (5:82)
und analog
0Q, _ 0Q, =
ol 539
0Q, _ 0Q, =
oB» ~ or % (5.84)
0Q3 0@z =
ol 539
0’F 0’F _
oToB? ~ oror % (5.86)

Daraus folgt nach der Linearisierung des Gleichungssystems (5.71)-(5.75) im Rah-
men des Newton-Verfahrens ein System linearer algebraischer Gleichungen der Form
(5.29) mit der modifizierten Jakobi-Matrix Vz G
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£ + M popy M s, M oo 0 M vy
0Q, . 0Q 0Q oQ
0 = 0 0 0
a 66%2 - D At « 3%2 At I+ aa;% At 0 « 5\2 At (5.87)
0Qs . F 0Q3 0Q3 0Qs3
OF | p oF OF OF 0
oT 2 oo oT? OE?
und der rechten Seite —G,,
( )
~-Bh.+ B, - [Oé)mﬂ (Bn+1 g—gnﬂ B, + B, 8_; - Bn+1>
- a)h ( \ g—%‘anﬂLBfl gk anﬂ At
—Qpi t o, — [Oé Qi +(1—0a) an] At
~Th.+T) - [@Q2n+1 +(1-a) QQn] At
_E'zl))n-l—l + Egn - [Oé Q3n+l + (1 - Oé) QBn] At
\ - F(TTL+17 (S 7700 ) Tpn+1) J
(5.88)

Die Spannungen werden nach jedem lokalen Iterationsschritt ¢ + 1 aus dem hyper-
elastischen Deformationsgesetz

awe (Cn+17 Bz:—ﬁl)

Ti =2 5.89
n+1 acn+1 ( )
berechnet. Daraus ergibt sich fiir den elastischen Prediktor
awe(CnJrl Bp)
T) , =2 —ns 5.90
n+1 aCn+1 ( )

Mit diesen Prediktorspannungen wird erneut entsprechend der Beziehung (5.54)
iiberpriift, ob noch elastisches Materialverhalten vorliegt. Ist das nicht der Fall, wird
das Gleichungssystem (5.71)-(5.75) nach dem Schema (5.28) iterativ geldst, bis das
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Quadrat der euklidischen Norm der rechten Seite eine vorgegebene Abbruchschranke
unterschreitet. Die Startwerte fiir den Iterationsprozess werden im Vektor

20, = (B?, 0, T", E?, . \)" (5.91)

n-+ vn’

zusammengefasst.

Den Ausgangspunkt fiir die Berechnung der konsistenten Materialtangente bildet
bei dieser Formulierung das hyperelastische Teildeformationsgesetz

o e

T= 5.92
ok (5.92)
von dem das vollsténdige Differenzial gebildet wird:
0%t & (0. 1 _
T =2 . «dB?=-D - D..dB”. (5.
d 5CIC dC—i—aBp(aC d 5L dC+4 d (5.93)
Ausgehend von dieser Beziehung lautet die konsistente Materialmatrix
dT dT dB?
=2—=D +2D - (5.94)

iE dC 1 2 dC

Zur Ermittlung des unbekannten vierstufigen Tensors Cgi%p wird das Gleichungssys-

tem (5.71)-(5.75) implizit nach dem rechten Cauchy-Green-Tensor C' differenziert

dg 8 g dzn+1
= \Y% =0 5.95
an+1 8Cn+1 + ( zn+1g) an+1 ) ( )
was auf die Beziehung
dBp Y
|n+1 1\44714»1
da 0
‘n+1 4
p
(V2o 6) | 451, | = 9 (5.96)
dE” 0
vl Flog
d)\ ‘ 0
n+1
mit
— OF oF
1\44-72—1—1 = a)\n—l—l <Bn+1 -£ Bn+1 8—T - Bp+1 + Bn+1 6T Bn+1 -g Bn—i—l) At

(5.97)
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fithrt. Die Losung dieses linearen Gleichungssystems liefert die unbekannte Grofie

Cfi—%p, mit der die Berechnung der konsistenten Materialtangente entsprechend Glei-

chung (5.94) erfolgen kann.

5.3 Ebener Spannungszustand

Bei der numerischen Simulation zweidimensionaler Probleme in kartesischen Koor-
dinaten ist der ebene Verzerrungszustand mit C33 = 1 = const, C;3 = C3; = 0
(I =1,2) das natiirliche FE-Modell, da nur die zwei Knotenverschiebungskoordina-
ten in der betrachteten Ebene ermittelt werden, die zudem von der Koordinate X3
senkrecht zur Ebene nicht abhédngen. Die Beriicksichtigung des ebenen Spannungs-
zustandes mit den Bedingungen

Css #1, TP =T%=0, (I=1,23) (5.98)

erfordert daher in FE-Programmen eine besondere Behandlung als ebenes Problem.
Es wird ein Algorithmus vorgestellt, der eine Verédnderung des Verzerrungstensors
innerhalb der Losung des Anfangswertproblems in der Form gewahrleistet, dass die
Gleichung

T% ((Cs3)41) = 0 (5.99)

erfiillt wird. Dabei ist anzumerken, dass bei der iterativen Losung von (5.99) lediglich
die Abhéingigkeit der Spannungskoordinate 7523, von der Koordinate (C33),41 des
Tensors der Gesamtverzerrungen betrachtet wird. Weitere unabhéngige Variablen,
wie die iibrigen Koordinaten des Verzerrungstensors, werden wihrend der Lsung
von (5.99) als konstant angenommen.

Da bei nichtlinearem Materialverhalten eine explizite Angabe der Materialmatrix fiir
den ebenen Spannungszustand nicht moglich ist (im Gegensatz beispielsweise zum
Hookeschen Gesetz), wird im FE-Programm SPC-PMHP die nichtlineare Gleichung
(5.99) numerisch geldst. Zu diesem Zweck wird erneut das Newton-Verfahren verwen-
det, bei dem sich eine neue Lésung (Cs3)n41f,,, aus der vorhergehenden (Css)y1],
wie folgt ergibt:

o133 -
Codnaths = €y~ (5 ) | ] Tht@Canual). Ga00)
33/ nt1l

Dieser Algorithmus zur Beriicksichtigung des ebenen Spannungszustandes gilt un-
abhingig von dem konkreten funktionellen Zusammenhang (5.99). Im Weiteren wird
die konsistente Behandlung des ebenen Spannungszustandes fiir die im Abschnitt
5.2 vorgestellten Formulierungen des Anfangswert-Problems dargelegt. Dazu muss
die entsprechende Abhéngigkeit der Spannungskoordinate 722, von (Cs3),41 auf der
Basis des jeweiligen Deformationsgesetzes angegeben werden.
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Weiterhin sind die im Algorithmus (5.100) enthaltenen Ableitungen von T3% nach
C33 zum Zeitpunkt n + 1 zu bilden. Die Korrektur der Tensorfelder erfolgt in jeder
Integrationsstiitzstelle fiir die aktuelle Gleichgewichtsiteration des Lastinkrements
[tn, tni1]. Sie wird wiederum nicht durch den speziellen Index j gekennzeichnet. Un-
abhingig von der konkreten Definition des Materialmodells wird im FE-Programm
SPC-PMHP diese Korrektur jeweils vor dem elastischen Prediktor und vor jeder
Losung des diskretisierten Deformationsgesetzes innerhalb der lokalen Iterations-
schleife ¢ (vgl. Bild 5.1) des Anfangswert-Problems ausgefiihrt. Damit ist gewéhrleis-
tet, dass der in der Koordinate Cs3 korrigierte Verzerrungszustand bei der Losung
des Anfangswert-Problems alle Koordinaten des Spannungstensors und der inneren
Variablen im Sinne des ebenen Spannungszustandes beeinflusst. Diese wirken ih-
rerseits im Prozess der globalen Gleichgewichtsiterationen auf den gesamten Verzer-
rungstensor ein, so dass letzten Endes Tensorfelder ermittelt werden, die den ebenen
Spannungszustand mit einer gewiinschten Genauigkeit beschreiben. Die Startwerte
fiir den Newton-Algorithmus (5.100) werden aus der aktuellen Losung des Rand-
wertproblems gewonnen.

Formulierung des Anfangswert-Problems mit T

Aus der Beziehung (5.19) des diskretisierten Deformationsgesetzes folgt unter der
Voraussetzung 7> = 0 nachstehende Gleichung zur Ermittlung der Verzerrungsko-
ordinate (Cs3),,, im Falle des ebenen Spannungszustandes:

oF oF
33 _ 33K L 33K L
Tn—l—l (033) = —Q )\n+1 At Dn—l—l 8TLK o — (1 — Oé) )\n At Dn W )

1 :
+5 (1= a) At (DRE — DIEEE) (Crx),

1 33KL
+5 Dn (Cri)nr = (Cri),]

oF
—2a M1 T3 STH B, =0. (5.101)
n+1

Die Summation der Tensorkoordinaten erfolgt jeweils iiber die Indexpaare
KL =(11,22,33,12,21).

Das Iterationsschema (5.100) erfordert die Berechnung der partiellen Ableitung der
Gleichung (5.101) nach der Verzerrungskoordinate (Cs3), . Ausgehend von Bezie-
hung (5.101) hat diese Ableitung folgende Form:
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T33 D33KL F
0T (Cx) = —al 1 Al oD L LK
0 Css n+1 0Cs3 n+1 or n+1
1 D33KL .
_5(1 — Oé) At 6033 . (CLK)n
1 aD33KL 1
- C —(C _D3333
2 ocn . (Coi)pyn = (Crx),] + 5 Dni
OF 2
+2a M T3, 7 (B3,) (5.102)
n+1
it oB33 oC
_ 33 OU33 33 (1533)?
o = B 5a. B = (B*)". (5.103)

Somit sind zusétzlich die Ableitungen

aD3311 aD3322 aD3333 aD3312 8D3321
0C3; ' 9Cy = 0Cy = 0Cs;  OCs

des vierstufigen hyperelastischen Materialtensors 9 nach der Verzerrungskoordinate

(5.104)

(33 zu berechnen. Auf die Angabe dieses formal mathematischen Vorgehens fiir den
konkreten Ansatz des elastischen Anteils der freien Energiedichte (4.30) wird hier
verzichtet.

Alternative Formulierung des Anfangswert-Problems mit B?

Mit der Darstellung des diskretisierten Deformationsgesetzes durch das Gleichungs-
system (5.71)-(5.75) ergibt sich eine weniger aufwendige Behandlung des ebenen
Spannungszustandes. Nach dem Iterationsalgorithmus (5.100) muss dazu lediglich
die nichtlineare Gleichung

Ot

T3l (Ca3) = 2 9Con

=0, (5.105)

n+1

basierend auf der Beziehung (5.89), gelost werden. Die in (5.100) ben6tigte Span-
nungskoordinate 7523, ((Cs3)n41) folgt aus der partiellen Ableitung des elastischen
Anteils der freien Energiedichte nach der Verzerrungskoordinate (Cs3),, , die Ab-
leitung dieser Spannungskoordinate nach der Verzerrungskoordinate (Cs3),, aus

1
= EDg?ff’. (5.106)
n+1

0T, (Cas) _ 0 5 O
6033 6033 6033

> _ o, 0%
nt1 60338033
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5.4 Berechnung des Abbildungstensors H

Der Abbildungstensor H und seine materielle Zeitableitung H sind Bestandteil der
Evolutionsgleichungen (4.75) und (4.76) fiir die inneren Variablen und deren Ablei-
tungen nach den Spannungen und den inneren Variablen bei Beriicksichtigung der
Substruktur. Im Kapitel 3 wurde die Definition dieses Abbildungstensors zwischen
der Ausgangs- und der Substrukturkonfiguration bereits im Detail dargestellt. Im
Folgenden wird auf das fiir seine Bestimmung entwickelte Verfahren niher eingegan-
gen. Dabei wird in diesem Abschnitt wegen der besseren Versténdlichkeit erneut die
Darstellung in mathematischen Tensorkoordinaten mit ihrer speziellen Kennzeich-
nung ko- und kontravarianter Tensoren verwendet.

Der Tensor H setzt sich aus dem plastischen Anteil des Deformationsgradienten F'?
und einem orthogonalen Drehtensor 8 zusammen. Letzterer vermittelt eine Abbil-
dung zwischen der Substrukturkonfiguration und der plastischen Zwischenkonfigu-
ration (vgl. Bild 3.5).

H =BTFr (5.107)

Nach Anwendung der polaren Zerlegung fiir den plastischen Anteil des Deformati-
onsgradienten

Fr = R°U? (5.108)

und dem Zusammenfassen der Tensoren 87 und RP zu einem orthogonalen Dreh-
tensor RP ergibt sich

H = R*U?. (5.109)

Dabei realisiert der Zweipunkttensor R eine Drehung zwischen der Ausgangskonfi-
guration und der Substrukturkonfiguration. Der symmetrische plastische Streckten-
sor U? ist in der Ausgangskonfiguration definiert. Seine Koordinaten werden aus
der Losung des Eigenwertproblems fiir den bekannten plastischen Verzerrungstensor
C? = B ' ermittelt. Da

cr = (Uur) uv (5.110)

gilt, sind die Eigenwerte von UP gleich der Quadratwurzel der Eigenwerte von C?°.

Weiterhin wurde die konstitutive Annahme getroffen, dass die Lie-Ableitung der
antimetrischen inneren Variable A} dem in Gleichung (3.30) definierten plastischen
Spin entspricht. Unter Beriicksichtigung von (4.51) gilt:

. . A
(CP"H"'H - H"H"C") = A} = L (5.111)

pPh _
W' = ot

DO | —
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Diese Beziehung stellt eine Bestimmungsgleichung fiir H dar, welche innerhalb der
lokalen Deformationsgesetziteration (5.28) nach jeder Losung 25t} auszuwerten ist.
Es soll wiederum auf die Kennzeichnung der globalen Gleichgewichtsiteration j und
auch der lokalen Iteration i verzichtet werden. Somit kann Gleichung (5.111) ge-

schrieben werden als:

oF

b — _
<C wH b H H:£+1Hn+lcn+1) =A oT"!

(5.112)

n+1

Durch konsistente Substitution der Zeitableitung I-.Inﬂ dquivalent zu C.’nﬂ (siehe
Gleichung (5.17)) mittels

. AH,,, 1-—a«a._
H, = — H, 5.113
1 at o ( )

(mit @ = 1 bei n = 0) ergibt sich fiir (5.112) folgender Ausdruck

1 - .
B} (CEZ+1 [ nit (Hopn — Hy) = (1 - a) AtHn—ll—lﬂn] -
T T b OF
(Hn—l—l H ) Hn+1 (1 - Oé) AtH Hn+1 Cn-l—l = )\OtAt 8Tpu i )
(5.114)
der sich weiter zusammenfassen ldsst:
(CEM ~H, L H,—(1-a)AtH, ! H,| -
—|-HTH;, -1 -a)AtHTHT|| C" = NaAt —— oF

(5.115)

Die Beriicksichtigung der polaren Zerlegung des Abbildungstensors H (5.109) mo-
difiziert die Beziehung (5.115) wie folgt:

1 1 .
B <_Cb U R [Hn +(1-a) AtHn] +
oF

T ‘r T
+ [Hn +(1—a)AtH, anu

Rn+1Un+ICn+1> = AaAt
(5.116)

Die Werte fiir H,, und Hn sind aus dem vorhergehenden Lastschritt, CZH aus

der aktuellen Losung des Randwert-Problems und U‘erll sowie OF/0T?* | | aus

|n-|—
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der aktuellen Losung des Anfangswert-Problems bekannt. Somit stellt die Bezie-
hung (5.116) ein Glelchungssystem zur Ermittlung der Koordinaten des orthogona-
len Drehtensors RnJrl dar. Nach Losung dieses Systems kann der Abbildungstensor
H unter Beriicksichtigung der Beziehung (5.109) berechnet werden.

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung der weiteren Operationen werden einige Ab-
kiirzungen eingefiihrt.

M’ =U"\Cy (5.117)
N=HT+(1-a)AtH” (5.118)
Z’ = 2)aAt ;f;u (5.119)
R=R (5.120)
Mit diesen Vereinbarungen gilt
~-M""R"NT + NRM’ = Z° (5.121)

bzw. in Koordinatenschreibweise

(NI%]M]L—M]KNLJ) RLII = ZKL- (5122)

Da Z’ ein antimetrischer Tensor ist, gelten Zikry =0 (keine Summation iiber den
Index K) und Zx; = — 71k, so dass letztendlich im dreidimensionalen Fall nur drei
voneinander unabhéngige Gleichungen fiir die Berechnung von R erhalten werden
kénnen. Fiir eine eindeutige Bestimmung von R ist das unzureichend, weshalb nach
zusétzlichen Bedingungen gesucht werden muss. Da R ein orthogonaler Tensor ist,
muss

RTR=1 (5.123)

erfiillt sein, womit die noch fehlenden sechs Gleichungen gewonnen werden kénnen.
Nach Ubergang von der Tensor- in die Matrizenschreibweise ergibt sich das folgende
nichtlineare Gleichungssystem.
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(M12N11 _M11N21
(M32N11 _M31N21
(M22N12 _M21N22

f ~— ~— ~—

(My3N1,— My N3y
(M33N11— M3, N3,

Ry +
R13 +
RQQ +

o~ o~ o~~~

(M33N23_M32N33 R33 - 223

R+ Ry +R; -1
R, + R+ Ry — 1
Ris + Ry; + Rz — 1
Ri1Ry2 + Ry Ryy + R31 R3o
Ry Ry3 + Ry Rys + R31 Rss
Ri3R13 + Ryo Ryz + R3p R33

S O O O O O

87

(5.124)

(5.125)

Dieses nichtlineare Gleichungssystem kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens nume-

risch gelost werden, worauf im Anhang C niher eingegangen wird.

Bei einem ebenen Problem entfallen einige der Koordinaten von M, R und N .

My My 0
My My 0
0 0 Mss
Nit Nip 0
Na1 Noy 0

0 0 Nss

(5.133)

(5.134)
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Ry Ry 0 cosy —siny 0
R=1| Ry Rpn 0 = | siny cosy O (5.135)
0 0 Rss 0 0 1

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen zwischen den Koordinaten eines orthogona-
len Tensors (5.135) gelingt es, im ebenen Fall das Gleichungssystem (5.124)-(5.132)
auf eine Relation zu reduzieren, némlich auf eine Bestimmungsgleichung fiir den
unbekannten Winkel ~:

—Z12 + [(M1aN11 — My Noy) 4+ (Moo Nyg — Moy Nog)| cos vy +
[(M12N12 — M11N22) — (MQQNH — M21N21)] Sil’l’)/ = 0 (5136)

bzw. in verkiirzter Schreibweise

—Z194+ Acosy+ Bsiny = 0. (5.137)

Unter Beriicksichtigung von (5.135) kann die Gleichung (5.137) mit den Beziehungen

R21 :—ng = sin7 (5138)

RH = RQQ = COs7Yy = \/1 — R%l (5139)

in folgender Weise als nichtlineare Gleichung fiir die Koordinate Ry; des Drehtensors
dargestellt werden:

—Z1o4+ A1 —R3, + BRy =0. (5.140)

Nach einigen Umformungen kann diese Koordinate als Losung einer quadratischen
Gleichung

27198 72, — A?
2 12 12 _
207 g + 1B 0 (5.141)

analytisch berechnet werden. Mit den Beziehungen (5.138) und (5.139) ist damit der
vollstindige Drehtensor R fiir das 2D-Problem definiert.



Kapitel 6

Berechnungsbeispiele

Zur Umsetzung der in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Material-
modelle wurde das experimentelle Finite-Elemente-System SPC-PMHP entwickelt.
Dieses Programm liegt in einer parallelisierten Version vor, die auch sequenziell ab-
gearbeitet werden kann und damit auf Ein- und Mehrprozessormaschinen einsetzbar
ist. Mit ihm werden die folgenden modernen numerischen Algorithmen zur Simula-
tion finiter elastisch-plastischer Verzerrungen realisiert:

e Parallele Gebietszerlegungstechniken (domain decomposition) zur effektiven
Verteilung und Bearbeitung grof3idimensionierter Probleme.

e Konjugierte Gradientenverfahren mit hierarchischer Vorkonditionierung zur
iterativen Losung des FEM-Steifigkeitssystems.

e Gedampfte Newton-Raphson-Methode mit konsistenter Linearisierung und ein-
facher Lastschrittweitensteuerung zur numerischen Behandlung der Randwert-
aufgabe; effiziente Ermittlung der konsistenten Materialtangente.

e Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten — additive Zerlegung der
Energiedichtefunktion.

e Substrukturtechnik zur Beriicksichtigung plastischer Anisotropien.

e Thermodynamisch konsistentes Deformationsgesetz als System von Differenzial-
und algebraischen Gleichungen; Diskretisierung des Anfangswertproblems mit
Einschritt-Standardverfahren und Losung der nichtlinearen Gleichungssyste-
me mit geddmpften Newton-Methoden.

In diesem Kapitel werden Berechnungsbeispiele diskutiert, deren Realisierung mit
SPC-PMHP erfolgte. Die unterschiedlichen Formulierungen des Deformationsgeset-
zes (siehe z.B. Beriicksichtigung einer Substruktur mit entsprechenden Fliebedin-
gungen, Einbeziehung von T oder B? als unabhéngige Variable in das Deformati-
onsgesetz) werden in Bezug auf ihre Ergebnisse miteinander verglichen. Dabei wird
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insbesondere der Einfluss der Substruktur auf die Entwicklung plastischer Aniso-
tropien betrachtet, die sich im Experiment unter anderem durch Drehungen der
FlieBortkurven auswirken [28]. Die folgenden Beispiele dienen nicht der quantitati-
ven Verifizierung von Versuchsergebnissen, sondern vielmehr der Demonstration der
Leistungsfihigkeit der konstitutiven Ansétze.

Fiir die Untersuchung grundsitzlicher Fragestellungen zur Plausibilitdt der numeri-
schen Ergebnisse und des Konvergenzverhaltens von SPC-PMHP wurde der einfa-
che Schub als Beispiel eines homogenen Problems ausgewihlt. Aufgabenstellungen
mit inhomogenen Verteilungen der Feldgréfien sind die Scheibe mit Loch und die
Vier-Punkt-Biegeprobe. Alle Modelle wurden im Rahmen des ebenen Spannungszu-
standes (ESZ) behandelt.

Zum einfacheren Verstindnis werden im Folgenden den unterschiedlichen Varianten
der Formulierung des Deformationsgesetzes Versionsnummern zugeordnet.

Beriicksichtigung | Gleichungsnummer | Formulierung des | Versionsnummer
einer Substruktur Fliebedingung Def.-ges. mit

nein (4.93) T 2.0t

ja (4.118) T 2.1t

ja (4.124) T 2.2t

ja (4.129) T 2.3t

nein (4.93) B? 2.0c

ja (4.118) B? 2.1c

ja (4.124) B? 2.2¢

ja (4.129) B? 2.3c

Die FE-Vernetzung wurde fiir alle Beispiele mit 8-Knoten-Viereckelementen vorge-
nommen. Zur Ermittlung von Integralen iiber das Elementvolumen wurde im Rah-
men des GauB3-Verfahrens zur Verkiirzung der Rechenzeit eine reduzierte Integration
mit vier Stiitzstellen im Element genutzt. Fiir diesen Fall muss anhand der Geome-
trie des verformten Netzes iiberpriift werden, dass keine Null-Energie-Eigenformen
(hourglass-modes) auftreten. Bei Problemen dieser Art kann auf eine vollsténdige
Integration zuriickgegriffen werden, die in SPC-PMHP ebenfalls verfiigbar ist.

6.1 Einfacher Schub

Am Beispiel des einfachen Schubs wird zunéchst demonstriert, dass mit zunehmen-
der Lastschrittanzahl eine Konvergenz der Losung fiir die unterschiedlichen Versio-
nen mit 7" und B? nachgewiesen werden kann.



BERECHNUNGSBEISPIELE 91

Bei der Simulation des mechanischen Problems wurden folgende Verschiebungsrand-
bedingungen auf eine quadratische Probe aufgebracht (Bild 6.1):

Bild 6.1:  Verschiebungsrandbedingungen beim einfachen Schub

Fiir die Materialparameter des elastischen Anteils der Energiedichtefunktion (4.30)
wurden unter Beriicksichtigung der Beziehungen (4.31) eine Querkontraktionszahl
von v = 0, 3 und ein Schubmodul G = 80770 MPa zugrunde gelegt. Diese Werte gel-
ten auch fiir alle weiteren Berechnungen und werden spéter nicht mehr angegeben.
Die fiir die Beschreibung des isotropen Verfestigungsverhaltens benotigten Parame-
ter der Fliekurve (vgl. (5.50)) besitzen folgende Werte: Tpy = 200 MPa, a = 1000
MPa, 8 =1,0-107% und n = 0, 3. Schliefllich lautet der Materialkennwert der kine-
matischen Verfestigung ¢; = 200 MPa und fiir den Fall der Beriicksichtigung einer
Substruktur gehen auferdem die GréBen c¢; = 100 MPa und ¢, = 1,0 - 10~* MPa 2
in das Deformationsgesetz ein. Eine Anfangsanisotropie wurde nicht betrachtet.

Im Bild 6.2 ist die Entwicklung der Schubspannung o5 ohne Beriicksichtigung der
Substruktur bei einer Schubverzerrung von 7,5 = 2,0 in Abhéngigkeit von unter-
schiedlichen Lastschrittgréfien erkennbar. Daraus wird ersichtlich, dass die Version
2.0t bereits bei wenigen groflen Lastschritten zuverlissige Ergebnisse liefert, woge-
gen die Abweichungen bei der 2.0c-Version bei kleiner Lastschrittanzahl deutlicher
ausfallen. Es ist zu bemerken, dass sich dafiir das Konvergenzverhalten der De-
formationsgesetzvariante mit B? als robuster und effizienter als jenes der Version
mit T erweist. Das findet seinen Ausdruck in einer deutlich kleineren Anzahl von
Gleichgewichtsiterationen pro Lastschritt (2-3 bei 2.0c-Version im Vergleich zu 5-7
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Bild 6.2:  Einfacher Schub bei einer Schubverzerrung von v5 = 2, 0, Konvergenz
der Losung fiir die Schubspannung o5 mit zunehmender Lastschritt-
anzahl am Beispiel der Programmversionen 2.0t und 2.0c

bei 2.0t). Zusétzlich gestaltet sich das Konvergenzverhalten bei der Losung des An-
fangswertproblems fiir die Version mit BP? giinstiger. Diese wird daher im Weiteren
bevorzugt.

Im Folgenden werden die Verldufe der einzelnen Koordinaten des Cauchyschen Span-
nungstensors wihrend der wachsenden Schubbelastung fiir die unterschiedlichen De-
formationsgesetzvarianten 2.0 bis 2.3 dargestellt.

Bei der numerischen Simulation muss gewihrleistet sein, dass die Formulierungen
mit T' und BP? bei gleichem Materialmodell (identische Evolutionsbeziehungen und
Materialparameter) und geniigend grofler Lastschrittanzahl (siehe Bild 6.2) ver-
gleichbare Ergebnisse liefern. Anhand der Bilder 6.3 und 6.4, in denen ausgewéhlte
Resultate der Versionen 2.0t und 2.0c gegeniibergestellt werden, kann das eindeutig
nachgewiesen werden. Damit eriibrigt sich die Prisentation der zu 2.1c und 2.3c
analogen Spannungsverldufe fiir die Versionen 2.1t und 2.3t.
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Bild 6.3:  Einfacher Schub, Entwicklung der Koordinaten der Cauchy-Spannung
bei Verwendung von Version 2.0c (ohne Substruktur)
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Bild 6.4:  Einfacher Schub, Entwicklung der Koordinaten der Cauchy-Spannung
bei Verwendung von Version 2.0t (ohne Substruktur)



94 FEINFACHER SCHUB

3000
[MPa |
2000
Okl
012
1000
S —
—~500
o 05 1,0 L5 2,0
Y12

Bild 6.5:  Einfacher Schub, Entwicklung der einzelnen Koordinaten der Cauchy-
Spannung bei Verwendung von Version 2.1c¢ (mit Substruktur)
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Bild 6.6:  Einfacher Schub, Entwicklung der einzelnen Koordinaten der Cauchy-
Spannung bei Verwendung von Version 2.3¢ (mit Substruktur)
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Wie aus den Bildern 6.3 und 6.4 ersichtlich wird, sind die Verldufe der Spannungs-
koordinaten qualitativ vergleichbar mit Ergebnissen, die in der Literatur unter Ver-
wendung der objektiven Zeitableitung nach OLDROYD fiir den einfachen Schub
dargestellt werden (siehe z.B. SVENDSEN [81]). Die Verwendung einer Ableitung
vom Lie-Typ, die in der Momentankonfiguration der Oldroyd-Ableitung entspricht,
verhindert das Auftreten von Oszillationen in den Spannungsverldufen, wie sie bei
Einsatz anderer objektiver Zeitableitungen teilweise beobachtet werden (siehe u.a.
81, 86]).

In den Bildern 6.5 und 6.6 wird deutlich, dass die durch die Beriicksichtigung einer
Substruktur beschriebenen speziellen Effekte einer plastischen Anisotropie die Span-
nungsverldufe entscheidend beeinflussen. Auf die Darstellung von Ergebnissen der
Version 2.2¢ konnte verzichtet werden, da sie bei Fehlen einer Anfangsanisotropie
mit denen der Version 2.1c identisch sind (siehe auch folgendes Beispiel).

Die deutlichen Unterschiede in den Spannungsverldufen (Bild 6.3 verglichen mit den
Bildern 6.5 und 6.6) sind den verwendeten Ansiitzen fiir die FlieBbedingung und
den ausgewéhlten Materialparametern geschuldet. Aufschluss iiber das letztendlich
zutreffende Modell geben geeignete Experimente.

6.2 Scheibe mit Loch

Das Berechnungsbeispiel einer Scheibe mit Loch dient u.a. zur Demonstration der
Entwicklung der FlieSortkurven bei Verwendung der unterschiedlichen Versionen des
Deformationsgesetzes. Auf die Scheibe wird am oberen und unteren Rand eine gleich-
verteilte Normalverschiebung aufgebracht. Die Berechnung erfolgte unter Annahme
eines ebenen Spannungszustandes. In den zugehérigen Bildern wird die Entwick-
lung von Flielortkurven fiir die Zustandsgréfien in der Integrationsstiitzstelle 1 des
Elementes 9 dargestellt (9/1 siehe Bild 6.7).

Zunichst wird anhand der folgenden vier Diagramme verdeutlicht, welche Verfesti-
gungsanteile mit den verschiedenen Deformationsgesetzvarianten simuliert werden
konnen. Dabei gelten die verwendeten Materialparameter (¢; = 40 MPa, Tro = 200
MPa, a = 100 MPa, 3 =1,0-107%, n =0,3, ¢; = 1,0 - 10* MPa, ¢, = 5,0- 1073
MPa~2) fiir alle Versionen, um einen aussagekriftigen Vergleich zu erhalten. Die
inneren Variablen a und T? haben keine Anfangsbelegung.

Bei der Auswertung der Flieortkurvendiagramme wird festgestellt, dass es mit der
Version 2.0c moglich ist, isotrope und kinematische Verfestigung zu beschreiben. Im
présentierten Beispiel (siehe Bild 6.8) liegt eine Verschiebung der Ellipse nahezu
ausschlielich in o¢-Richtung vor. Dieses Verhalten kann als eine Annidherung des
Verformungszustandes an den des einachsigen Zuges interpretiert werden.

Die Versionen 2.1c und 2.2c liefern vollig identische Entwicklungen der Flieflort-
kurven (siehe Bilder 6.9 und 6.10). Der Grund dafiir liegt in dem Fakt, dass fiir
diese Ansiitze ohne anisotrope Anfangsbelegung keine Entwicklung von T zustan-
de kommt. Damit bleibt T” ein Nulltensor, wodurch die Zusatzterme (vgl. (4.119)
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Bild 6.7:  Scheibe mit Loch (ein Viertel des Querschnittes). Vernetzung und
Randbedingungen. Lage der Integrationsstiitzstellen

und (4.125)) in den beiden Fliefbedingungen (4.118) und (4.124) verschwinden. Dif-
ferenzen in Bezug auf die Version 2.0c entstehen lediglich durch die Verwendung un-
terschiedlicher Zeitableitungen fiir den Tensor der Riickspannungen (Lie-Ableitung
unter Beriicksichtigung des Abbildungstensors H bei den Versionen 2.1c und 2.2¢
gegeniiber der klassischen materiellen Zeitableitung bei 2.0c). Erstere rufen eine
Dampfung der kinematischen Verfestigungsanteile im Vergleich zu 2.0c hervor.

Schliefflich kann mit Version 2.3c gezeigt werden, dass fiir diese Variante die zusétz-
lichen Terme in der Fliefbedingung (vgl. (4.130)) neben isotroper und kinematischer
auch eine formative Verfestigung, erkennbar an der deutlichen Anderung des Ach-
senverhéltnisses und der Drehung der Ellipse, bewirken (siehe Bild 6.11).
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Bild 6.8:  Scheibe mit Loch: Entwicklung der FlieSortkurven bei Version 2.0c,
AnfangsflieBortkurve (AFK) und FolgeflieBortkurven bei verschiede-
nen Laststufen
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Bild 6.9:  Scheibe mit Loch: Entwicklung der Fliefortkurven bei Version 2.1c,
Anfangsfliefortkurve (AFK) und FolgeflieBortkurven bei verschiede-
nen Laststufen
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Bild 6.10:

Bild 6.11:
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Scheibe mit Loch: Entwicklung der Fliefortkurven bei Version 2.2c,
AnfangsflieBortkurve (AFK) und FolgeflieBortkurven bei verschiede-
nen Laststufen
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Scheibe mit Loch: Entwicklung der FlieBortkurven bei Version 2.3c,
Anfangsfliefortkurve (AFK) und FolgeflieBortkurven bei verschiede-
nen Laststufen
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Bei den bisher betrachteten Varianten waren die inneren Variablen a und T'?, wie
bereits erwihnt, am Beginn der Belastung stets mit Nulltensoren belegt. Das ver-
hinderte bei den Versionen 2.1c und 2.2c¢ eine Entwicklung von T”. Im Folgenden
wird untersucht, welchen Einfluss von Null verschiedene Anfangsbelegungen auf die
Kurvenentwicklung bei den Deformationsgesetzvarianten 2.1c bis 2.3c ausiiben.

Version 2.1c

Fiir diese Version werden nachfolgend im Bild 6.12 Anfangs- und Folgeflieortkurven
bei einer Verschiebung des Randes von 50% gegeniiber der Ausgangshohe fiir je ein
Beispiel mit und ohne Anfangsbelegung in e bei T = 0 priisentiert. Dabei lautete
die fiir oy verwendete deviatorische Startbelegung

—20MPa 0 0
oy = g = 0 0 0 ) (6.1)
0 0 20MPa

Die Werte der Materialparameter wurden aus den vorangegangenen Beispielrech-
nungen unverdndert iibernommen.

[MPa |
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Bild 6.12:  Scheibe mit Loch, Version 2.1c: Einfluss einer Anfangsbelegung von «
auf die Lage der AnfangsflieBortkurve (AFK) und der FolgeflieBortkur-
ve bei 50% Verschiebung gegeniiber der Ausgangshohe (u,/h = 0,5)
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Im Bild 6.12 als unterbrochene Linien gezeichnete Ellipsen reprisentieren die mit
a laut (6.1) ermittelten Anfangs- und FolgeflieBortkurven. Die weiteren Kurven
(Volllinien) fiir c¢g = 0 dienen zum Vergleich.

Deutlich zu sehen ist im Bild 6.12 der verschobene Ellipsenmittelpunkt der Anfangs-
flieBortkurve im Beispiel mit ary # 0. Es ist auflerdem leicht erkennbar, dass sich
unterschiedliche Startwerte fiir & auch auf die Entwicklung der FolgeflieBortkurven
auswirken.

Werden zusitzlich fiir die innere Variable T? Anfangsbelegungen vorgegeben, ent-
wickeln sich gegeniiber den bisherigen Darstellungen verdnderte FlieSortkurven. Im
Folgenden wird der Einfluss vier moglicher Arten von Anfangsbelegungen

1. ay#0,T)#0
2. ay=0,T)#0
3. ag#0, T;=0 (s. bereits im Bild 6.12)

4. ao=0,T;=0 (s. bereits im Bild 6.12)

auf die Lage der Fliefortkurven bei einer Verschiebung des Randes um 50% ge-
geniiber der Ausgangshohe in einem Bild dargestellt. Dabei wird fiir g wiederum
die Beziehung (6.1) verwendet. Der Startwert fiir T lautet:

0 —100 MPa 0
Th = | 100 MPa 0 0 (6.2)
0 0 0

Wie aus dem Bild 6.13 ersichtlich wird, verursachen die unterschiedlichen Anfangsbe-
legungen vier voneinander verschiedene FolgeflieBortkurven. Es dndern sich je nach
Art des Anfangszustandes die Lage des Ellipsenmittelpunktes und in geringfiigi-
gem Mafle auch die Liangen der Halbachsen. Das ldsst auf eine Beeinflussung der
kinematischen und der isotropen Verfestigung durch die unterschiedlichen Anfangs-
belegungen schlieffen. Die Achsenverhiltnisse und Neigungen der Ellipsen bleiben
unverdndert. Damit kann geschlussfolgert werden, dass in der Version 2.1c eine An-
fangsbelegung der inneren Variable TP zwar eine Entwicklung derselben ermoglicht
und dadurch zusétzliche Anteile zur kinematischen und isotropen Verfestigung bei-
gesteuert werden. Formative Verfestigungsanteile werden mit diesem Ansatz jedoch
erwartungsgeméaf nicht erfasst.
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Bild 6.13:  Scheibe mit Loch, Version 2.1c: Einfluss unterschiedlicher Anfangsbe-
legungen von « und T'? auf die Lage der FolgeflieBortkurven bei 50%
Verschiebung gegeniiber der Ausgangshohe

Version 2.2c¢

Analog zur Version 2.1c erfolgt auch fiir 2.2c eine Untersuchung des Einflusses der
Anfangsbelegungen von a und T'5. Fiir diese Berechnungen werden die Werte der
Materialparameter bis auf ¢ = 0,01 MPa und ¢, = 0,5 MPa 2 aus der Versi-
on 2.1c iibernommen. Die verhéltnismiBig groBen Anderungen letzterer Parameter
sind einerseits darin begriindet, die unterschiedlichen Charakteristika der einzelnen
Deformationsgesetzvarianten besonders hervorzuheben. Andererseits wirken sich die
Parameter bei gleichen Werten infolge der verschiedenen Formulierungen generell auf
das Materialverhalten z.T. recht unterschiedlich aus.

Wenn die Startwerte fiir den Riickspannungstensor ag # 0 gewé#hlt werden und
gleichzeitig T mit einem Nulltensor belegt ist, liefert die Version 2.2¢ Ergebnis-
se, die mit denen der entsprechenden Rechnung aus 2.1c¢ identisch sind (vgl. Bild
6.12). Dieses Verhalten ist dadurch begriindet, dass ohne Anfangsbelegung von T'”
eine Entwicklung dieser Variable auch bei der Deformationsgesetzvariante 2.2c nicht
moglich ist. Damit wird der Zusatzterm in der FlieBbedingung (4.124) zu Null und
Version 2.2¢ fiihrt auf zu 2.1c analoge Resultate.
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Unterschiede in den Ergebnissen der Deformationsgesetzformulierungen 2.1c und
2.2¢ lassen sich erst bei einer Belegung von T mit einem von Null verschiedenen
Tensor konstatieren. Das wird durch die Darstellung von FolgeflieBortkurven bei
50% Verschiebung gegeniiber der Ausgangshshe in Abh#ngigkeit von verschiedenen
Anfangsbelegungen in den Bildern 6.14 und 6.15 verdeutlicht.

Der bei dieser Version fiir T'f) verwendete Starttensor lautet

0  —55MPa 0
T) = | 5,5MPa 0 0 |- (6.3)
0 0 0
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Bild 6.14:  Scheibe mit Loch, Version 2.2¢: Einfluss unterschiedlicher Anfangsbe-
legungen von e und T” auf die Lage der FolgeflieBortkurven bei 50%
Verschiebung gegeniiber der Ausgangshéhe
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Bild 6.15:  Scheibe mit Loch, Version 2.2¢: Einfluss unterschiedlicher Anfangsbe-
legungen von a und T'? auf die Lage der FolgeflieBortkurven bei 50%
Verschiebung gegeniiber der Ausgangshohe

Bei den Berechnungen mit der Version 2.2¢ wurde eine sehr grofie Empfindlichkeit
der Kurvenform gegeniiber der Wahl der Startwerte von TP festgestellt. Eine vom
Nulltensor verschiedene Anfangsbelegung von TP ruft neben isotropen und kine-
matischen auch formative Verfestigungsanteile bei der Flieortkurvenentwicklung
hervor. Dies ist deutlich im Bild 6.15 an den im Vergleich zur Misesschen Theorie
gestreckteren Ellipsen erkennbar. Eine Drehung der Kurven kann mit der verwende-
ten Flieflbedingung jedoch nicht erreicht werden. Alle Ellipsen in den Bildern 6.14
und 6.15 sind in einem Winkel von 45° geneigt.

Version 2.3c

Letztendlich wird auch fiir die Version 2.3¢ der Einfluss unterschiedlicher Anfangs-
belegungen von a und T'? auf die Entwicklung der FlieSortkurven untersucht. Dabei
werden die Materialparameter aus den vorangegangenen Rechnungen weitestgehend
iibernommen, lediglich ¢; = 100 MPa, ¢, = 10000 MPa und ¢, = 0,015 MPa~2
erfahren Anderungen. Auch hier liegt der Grund der Modifikationen, wie bereits fiir
die Version 2.2c¢ dargelegt wurde, in dem Streben nach aussagekréftigen Kurven-
verldufen und dem unterschiedlichen Einfluss der Materialparameter aufgrund der
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voneinander abweichenden Deformationsgesetzformulierungen. Die fiir eine anschau-
liche Demonstration verwendeten Startbelegungen der Tensoren a und T” lauten:

19MPa —20MPa 0

og=0a&p=| —20MPa —-20MPa 0 (6.4)
0 0 1 MPa
bzw.
0 ~5,5MPa 0
Th=| 55MPa 0 0 - (6.5)
0 0 0

In einer ersten Analyse werden wiederum Anfangs- und FolgeflieSortkurven fiir je
ein Beispiel mit und ohne Anfangsbelegung fiir & bei T = 0 priisentiert (Bild 6.16,
vgl. mit Bild 6.12 fiir die Version 2.1c).

400
[MPa |

300

200

100

(op) 0

—100

—200

—300

—400
—400 —300 —200 —100 O 100 200 300 400

a1 [MPa |

Bild 6.16:  Scheibe mit Loch, Version 2.3c: Einfluss einer Anfangsbelegung von
«a auf die Lage und Form der AnfangsflieBortkurve (AFK) und der
FolgeflieBortkurve bei 50% Verschiebung gegeniiber der Ausgangshéhe
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Der vom Nulltensor verschiedene Starttensor fiir & bewirkt neben einer Verschie-
bung des Ellipsenmittelpunktes weg vom Koordinatenursprung eine starke Aufwei-
tung der AnfangsflieBortkurve im Vergleich zu der Variante mit ay = 0. Hervor-
gerufen wird dieses Verhalten durch das Vorhandensein von a im Zusatzterm der
FlieSbedingung. Bei beiden FolgeflieSortkurven sind formative Verfestigungsanteile
eindeutig an den gedrehten und in ihren Proportionen verdnderten Ellipsen erkenn-
bar.

Im folgenden Diagramm (Bild 6.17) werden die fiir eine Verschiebung des Randes
um 50 % in Bezug auf die Ausgangshohe berechneten Fliefortkurven dargestellt, die
mit unterschiedlichen Anfangsbelegungen ay und T'5 ermittelt wurden.

400
[MPa |
300
200
100
op) 0

—100

—200

ag#0,T)#0
—300

—400
—400 —300 —200 —100 O 100 200 300 400
o1 [MPa |

Bild 6.17:  Scheibe mit Loch, Version 2.3c: Einfluss unterschiedlicher Anfangsbe-
legungen von @ und T auf die Lage und Form der FolgeflieBortkurven
bei 50% Verschiebung gegeniiber der Ausgangshohe

Bei einer Anfangsbelegung a mit dem Nulltensor kommt es zu keinen sichtba-
ren Unterschieden zwischen den Folgefliefortkurven fiir TH = 0 und T} mit der
Startbelegung entsprechend (6.5). Dagegen wirken sich die unterschiedlichen T?-
Anfangsbelegungen bei ay # 0 deutlicher aus.

Klar erkennbar sind auch in diesem Bild die formativen Verfestigungsanteile, die
neben den kinematischen und isotropen in der Version 2.3c zusétzlich auftreten.
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Eine weiteres Ergebnis zum Berechnungsbeispiel Scheibe mit Loch betrifft die Ent-
wicklung der plastischen Bogenlinge wiahrend der Verformung. Im folgenden Bild
6.18 sind fiir verschiedene Stufen der Deformation die verformte Scheibengeometrie
mit den zugehorigen Werten der plastischen Bogenlénge als Isoflichen dargestellt.

G
-]

Scheibe mit Loch, Version 2.3c¢: Entwicklung der plastischen Bogenlidnge bei 12,5%, 25%, 37,5%
und 50% Verschiebung des Randes in Bezug auf die Ausgangshéhe (Darstellung der verformten

Geometrie im Originalmafstab)

Bild 6.18:
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6.3 Gekerbte Vier-Punkt-Biege-Probe

Das in dieser Arbeit entwickelte Deformationsgesetz ist u.a. fiir den Einsatz im
Rahmen der Materialparameteridentifikation bei grolen Verzerrungen vorgesehen.
Die am Institut fiir Mechanik der TU Chemnitz bisher durchgefiihrten Identifikatio-
nen erfolgten fiir kleine Verzerrungen durch Auswertung von inhomogenen Verschie-
bungsfeldern an gekerbten Vier-Punkt-Biege-Proben, wobei die numerische Simula-
tion mit dem Finite-Elemente-Programm PMEP [7, 11, 23, 40] durchgefiihrt wurde.
Im Folgenden werden Ergebnisse présentiert, die einerseits zum Vergleich der FE-
Programme PMEP und SPC-PMHP (Version 2.0t) dienen. So miissen bei kleinen
Verzerrungen nahezu identische Losungen entstehen, da in diesem Fall das Deforma-
tionsgesetz der verwendeten Version von SPC-PMHP in das von PMEP iibergeht.
Andererseits wird die Leistungsfihigkeit der Formulierung fiir grofie Verzerrungen
getestet, indem die Berechnung bis zum Beriihren der Kerbenden fortgesetzt wird.

Die Biegebeanspruchung wurde durch eine dreieckférmige Linienlast im Querschnitt
der Probe mit der Verteilungsdichte F; an den Probenréndern simuliert. In den
folgenden Bildern 6.19 und 6.20 werden die Randbedingungen und die wihrend der
Berechnung gewihlte Vernetzung der Probe prisentiert.

Bild 6.19:  Vier-Punkt-Biege-Probe, Randbedingungen

Wie eine Gegeniiberstellung der mit den unterschiedlichen FE-Programmen ermit-
telten Ergebnisse in dem im Bild 6.20 gekennzeichneten Gebiet A ergibt, wird fiir
die plastische Bogenlinge eine gute Ubereinstimmung erzielt (siehe Bild 6.21).
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Bild 6.20:  Vier-Punkt-Biege-Probe, Vernetzung mit 244 Elementen und 1053
Knoten

2,52 - 1072

0,0 EP

Bild 6.21:  Vier-Punkt-Biege-Probe: Ausschnitt A (siehe Bild 6.20); Isofldchen-
darstellung der plastischen Bogenldnge, Vergleich der Ergebnisse
fiir die Programme SPC-PMHP (finite Elastoplastizitét, links) und
PMEP (kleine elastisch-plastische Verzerrungen, rechts) bei einer Ver-
teilungsdichte F; = 270 N/mm
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Bei Fortsetzung der Berechnung bis zum Beriihren der Kerbenden wird die in Bild
6.22 dargestellte Verteilung der plastischen Bogenldnge in der Vier-Punkt-Biege-
Probe erhalten. Als Referenz wurde die unverformte Probengeometrie eingezeichnet.

0,471

Bild 6.22:  Vier-Punkt-Biege-Probe: Isoflichendarstellung der plastischen Bo-
genldnge mit Darstellung der unverformten Ausgangsgeometrie bei
einer Verteilungsdichte F; = 600 N/mm



Kapitel 7

Zusammenfassung

Bei der numerischen Simulation von Umformvorgingen stellt die Finite-Elemente-
Methode ein erprobtes, leistungsfahiges Werkzeug dar, welches bei der Berechnung
von Werkstiicken und Baugruppen ein breites Anwendungsfeld besitzt.

Fiir eine moglichst genaue Erfassung des Materialverhaltens ist es einerseits not-
wendig, auf den entsprechenden Werkstoff abgestimmte Materialgesetze in das FE-
Programm zu implementieren (— mathematische Modellierung des Materialverhal-
tens). Andererseits miissen die in den Gesetzen auftretenden Materialparameter zu-
verlissig identifiziert worden sein (— Parameteridentifikation). Die vorliegende Ar-
beit ordnet sich in beide Themen ein. So wurde ein Deformationsgesetz zur phéno-
menologischen Beschreibung anisotropen Verfestigungsverhaltens (kinematisch, for-
mativ) fiir finite elastisch-plastische Verzerrungen entwickelt, welches im Rahmen
der Materialparameteridentifikation in einem FE-Programm zur Anwendung kom-
men soll.

Zur Formulierung des Deformationsgesetzes wurde das Verfahren der multiplikativen
Zerlegung des Deformationsgradienten mit der Festlegung plastischer Zwischenkon-
figurationen angewendet. Fiir die Kennzeichnung der Anisotropie dient ein Sub-
strukturkonzept, welches mit der Definition innerer Variablen in einer besonderen
Zwischenkonfiguration, der Substrukturkonfiguration, verbunden ist. Dabei wurden
Betrachtungsweisen herangezogen, mit denen versucht wird, die in der Mikrostruk-
tur ablaufenden Vorginge der elastischen und plastischen Deformationen in einer
relativ einfachen Form phidnomenologisch im Makrobereich zu beriicksichtigen. Mit
der Einfiihrung zusétzlicher innerer Variablen und damit im Zusammenhang ste-
hender spezieller FlieBbedingungen gelang es, die Anzahl der fiir die Beschreibung
anisotropen Materialverhaltens notwendigen Materialparameter zu reduzieren und
damit giinstigere Bedingungen fiir die im Anschluss vorgesehene Parameteridentifi-
kation zu schaffen.

Das Deformationsgesetz als Algebro-Differenzialgleichungssystem wurde unter Nut-
zung des Prinzips vom Maximum der plastischen Dissipation thermodynamisch kon-
sistent hergeleitet und in der Ausgangskonfiguration formuliert (— Lagrangesche
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Beschreibungsweise). Es enthélt neben dem hyperelastischen Teildeformationsgesetz
und den Evolutionsgleichungen fiir innere Variablen auch die Fliefbedingung.

Basierend auf einer zweckméfiigen Zeitdiskretisierung des aufgestellten Algebro-
Differenzialgleichungssystems mittels eines verallgemeinerten impliziten Einschritt-
Differenzenschemas wurde der vollstindige Algorithmus zur numerischen Losung des
Anfangswertproblems entwickelt. Es wurden zwei unterschiedliche Formulierungen
des Deformationsgesetzes algorithmisch aufbereitet. Die aus der Zeitdiskretisierung
folgenden Systeme nichtlinearer algebraischer Gleichungen wurden jeweils numerisch
mit dem Newton-Verfahren gelost. Diese Vorgehensweise ziahlt zu den Projektions-
verfahren und gewéhrleistet die Erfiillung der Flielbedingung. Auflerdem wurde in
Verbindung mit den nétigen Schritten zur Bestimmung der konsistenten Materi-
altangente auf die Vorteile des vorgestellten Iterationsverfahrens gegeniiber ande-
ren herkdmmlichen Methoden hingewiesen. Das in dieser Weise numerisch aufbe-
reitete Deformationsgesetz wurde erfolgreich in das experimentelle Finite-Elemente-
Programm SPC-PMHP der TU Chemnitz implementiert.

An ausgewiihlten Berechnungsbeispielen (einfacher Schub, Scheibe mit Loch, Vier-
Punkt-Biegeprobe) konnte im Weiteren seine Leistungsfihigkeit bei der Simulation
von Umformvorgidngen mit grofien elastisch-plastischen Verzerrungen demonstriert
werden. So wurden mit den entwickelten Programmversionen u.a. die Auswirkungen
von unterschiedlichen Formulierungen der FlieBbedingungen auf die Beschreibung
der Anisotropie anhand der sich ausbildenden Flieortkurven dargestellt.

Auf der Basis einer einfachen Version dieses Materialmodells (klassischer Ansatz
ohne Substruktur) gelang bereits die Entwicklung, Algorithmisierung und erfolg-
reiche Implementierung der Beziehungen fiir die Parameteridentifikation bei grofien
elastisch-plastischen Verzerrungen [25]. Eine Effektivitétssteigerung der numerischen
Simulation und der Ermittlung der Materialparameter wird durch die konsequente
Realisierung von SPC-PMHP auf Parallelrechnern erreicht.
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Liste hiufig verwendeter Formelzeichen

Im Folgenden werden wesentliche Bezeichnungen zusammengefasst, die in mehreren
Abschnitten der Arbeit auftreten. Symbole, die nur an einer Stelle Verwendung fin-
den, sind dort erklirt. Wegen der besseren Ubersichtlichkeit der Darstellung wird
weitgehend auf mehrfache Indizierung und spezielle Kennzeichnung der Symbole
verzichtet. Die damit verbundene Verwendung gleicher Bezeichnungen mit unter-
schiedlicher Bedeutung kann jedoch nicht zu Verwechslungen fiithren, da betreffende
Symbole jeweils nur an einer Stelle benutzt werden.

Skalare:

a Parameter der isotropen Verfestigung

c1, Ca Parameter des Ansatzes der plastischen freien Energiedichte
Cs Parameter der Fliebedingung

Dp Plastische Dissipation

E Elastizitdtsmodul

E? Plastische Bogenlinge

F FlieSbedingung

G Schubmodul

I.II,III Hauptinvarianten

J; i-te Grundinvariante

L Ableitung vom Lie-Typ

n Parameter der isotropen Verfestigung

Qs Evolutionsfunktion fiir die Entwicklung der plastischen Bogenlinge

t Zeit

Tr Fliefispannung in der Ausgangskonfiguration

Tro AnfangsflieBspannung in der Ausgangskonfiguration

Vo Volumen in der Ausgangskonfiguration

V Volumen in der Momentankonfiguration

o} Wichtungsfaktor fiir Zeitdiskretisierungsverfahren des Anfangswert-
problems

15 Parameter der isotropen Verfestigung

dij Koordinaten des zweistufigen Einheitstensors (Kronecker-Symbol)

A Lagrangescher Multiplikator (plastischer Multiplikator)
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v Querkontraktionszahl

Y Funktion der freien Energiedichte

00 Dichte in der Ausgangskonfiguration
0 Dichte in der Momentankonfiguration
0 Temperatur

Matrizen und Tensoren:

A A, Innere Variablen vom Verzerrungstyp zur Beschreibung des Verfesti-
gungsverhaltens

B Inverser Rechts-Cauchy-Green-Tensor

C Rechts-Cauchy-Green-Tensor

9 Hyperelastische Materialmatrix

9 Tensor der Ableitung des Spannungstensors nach dem Tensor der

plastischen Verzerrungen

Greenscher Verzerrungstensor

Deformationsgradient

Q N 3

Operator zur Charakterisierung eines nichtlinearen algebraischen
Gleichungssystems

G, G! Ko- und kontravariante Basisvektoren der Ausgangskonfiguration
Metrik der Ausgangskonfiguration

Metrik der Zwischenkonfiguration

Metrik der Substrukturkonfiguration

Metrik der Momentankonfiguration

Abbildungstensor zwischen Ausgangs- und Substrukturkonfiguration
Zweistufiger Einheitstensor

Anteil des vierstufigen isotropen Tensors I;;xr, = 0707,

Vektor der Massenkrifte

Distorsionstensor vierter Stufe

T AR AR~ N T DO Q

Geschwindigkeitsgradient in der Momentankonfiguration

M s; Zweistufige Tensoren fiir die Bildung von Zusatztermen zur Beriick-
sichtigung der Substruktur in der FlieBbedingung
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Q Beliebiger eigentlich orthogonaler Drehtensor
Q, Q, Evolutionsfunktionen

R Vektor der Randkréfte

R Drehtensor

T 2. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

T? Zu A, arbeitskonjugierter Spannungstensor

w Rotationsgeschwindigkeit bzw. Spin

X In die Ausgangskonfiguration zuriickgezogene Metrik der Substruk-
turkonfiguration

z Variablenvektor

a Riickspannungstensor

I6] Orthogonaler Drehtensor

o Cauchyscher Spannungstensor

Operatoren und sonstige Symbole:

S

Transponierter Tensor

|
-

Inverser Tensor

~

Kovarianter Tensor

E=3

Kontravarianter Tensor

o

Elastischer Anteil einer Variable

bS]

Plastischer Anteil einer Variable

14

~— ' ' ~— ~— ~— ~—

Variable der Zwischenkonfiguration

>

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

Variable der Substrukturkonfiguration

\Y% Nabla-Operator

(é) Objektive Zeitableitung vom Lie-Typ fiir kovariante Tensoren

8 Objektive Zeitableitung vom Lie-Typ fiir kontravariante Tensoren
o*(.) Pull-back-Operation

() Push-forward-Operation

d(.) Vollsténdiges Differenzial



div
det

Materielle Zeitableitung

Partielle Ableitung

Spur eines Tensors

Divergenz in der Momentankonfiguration

Determinante
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Anhang A

Nachweis der Aquivalenz zwischen
Gleichung (4.70) und (4.71)

Wird bei der Formulierung der Zeitableitung der freien Energiedichte gemafi (4.16)
auf die Beriicksichtigung der Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften verzichtet,
dann folgt nach Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung das hyperelastische
Teildeformationsgesetz (4.25) in der Form

T! = QABWT. (A1)
o (c’B¥)

Weiterhin gilt zur korrekten Erfassung der aus dem Drehimpulssatz folgenden Sym-
metrieeigenschaften des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors unter Beriicksich-
tigung von (A.1)

(Tﬁ + TﬁT) — %BMT

pHL
7 (C57) + B Y7y (A.2)

Tt — 7 -

DN | —

Fiir die materielle Zeitableitung des Spannungstensors folgt somit alternativ zu
(4.70)

0*¢e

- pri"
0 (C’bBY’”) 0 (CbBM)

. (C"beli + CbBl’ﬁ)

) |
o (c'B*) o (c'B")

+ B . (BpﬁTCbT + BpﬁTCbe>

3% BmT + Bpu 3%

"o (c'BY) o(c'Bn)"

(A.3)
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Basierend auf dem assoziierten Fliefigesetz (4.49)

. oF . oF
BY = —2\B'—_B»* = Br = _2\B" B’ (A.4)
OT* oT"
sowie der Definition eines gemischtvarianten zweistufigen Tensors X und eines ko-
varianten zweistufigen Tensors Y’ mit
OF

_ ' pot b OP 9\
X C’'B", Y C 2)\6Tti (A.5)

folgt aus (A.3) und der Bedingung T* = T*7

Tt — l% . Ybeu] BT 4 pot l% .. griTyoT

oF oF
_ ¢ 957 pyT g 7 g
A(T 5 uTB +Ba NT). (A.6)

Wegen der Symmetrieeigenschaften von T kann die Gleichung (4.71) auch darge-
stellt werden als:

2 2
T — _O0%e .. » 9\ oF Ot N o L 2)\—8F
ac’oc’” oT”* ac’Tac’ T’
OF OF
_ g7 Y5 pyT By o}
) <T aTﬂTB + B aTHT) . (A.7)

Damit ist offensichtlich, dass die letzten beiden Summanden von (A.3) in der For-
mulierung (A.6) genau dem letzten Term von (A.7) entsprechen. Es bleibt somit zu
zeigen, dass ebenso die Aquivalenzen

6277/}6 b § uT 8277be h
[W -« Y’BP| BP = m Y (AS)

6% T T 6% T

1|0 ppTysT| _ Ve |y
B la g < BYY ] = Y (A.9)

gewihrleistet sind, was im Folgenden anhand der Gleichung (A.8) demonstriert wird.
Auf den analogen Nachweis der Giiltigkeit von (A.9) soll hier verzichtet werden.

In einer verkiirzten Schreibweise mit

_ 921, _

D xer = D696 8 G e G (A.10)
%1,

D' = st = DN GG, 960G (AL
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lautet die Beziehung (A.8)

D - Y'Brt| BriT — EDH .Y (A.12)
4 474

Zunichst wird deren linke Seite betrachtet. Die doppelte Uberschiebung von (A.10)
mit Y B liefert

DX, GG’ @G ® Gk - Yrr BTGP @ Gy
= D' ,X . Yikp B"""G; @ G. (A.13)
AnschlieBend fiihrt das Skalarprodukt von Beziehung (A.13) mit BP*T auf
D' ¥ Ygr BTG @ G'B"MV Gy @ Gy
= DX Yip BB G @ Gy
= DIy p Vg BPYP BV G 2 G (A.14)

Der in der letzten Zeile von (A.14) erfolgte Indexaustausch dient einer iibersichtli-
cheren Darstellung der anschlieflenden Schritte.

Fiir die rechte Seite von (A.12) ergibt sich nach der doppelten Uberschiebung von
(A.11) mit Y

DG, @ G;® G, @ Gk + Yy GM @ GV

= DIJKLYKL G]®GJ. (A15)

Zur anschaulicheren Beweisfiihrung wird eine isotrope Tensorfunktion v, verwendet,
die aus einer Linearkombination der Grundinvarianten besteht (vgl. (4.14)):
e = aJi+ Gy + 33
1 1
= ¢C’.- BP + %Cme -« C’"B? + aggchpﬁchpﬁ .- C’B". (A.16)

Es sei angemerkt, dass der Beweis in analoger Art und Weise auch allgemein fiir
einen beliebigen nichtlinearen Ansatz v, = 1.(J;) erfolgen kann.

Die zweiten Ableitungen von ¢, nach C” und X lauten in symbolischer Schreibweise:

8%, 9XT X aXT

e 04 X7 xT
aXoxT — “ox7 oxTr TR axT

+ ¢3 [ (A.17)

ach aCbT

0?1
e _ 4T 4T 0T gptT 4T T gptT 4T
= C3 pr 5 bTBi” C’* B + BPC' BP 5 bTBp

oC’oC’T

bT
+ G BPHT%BW. (A.18)
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Unter Beriicksichtigung der Definitionen (A.10) und (A.11) ergeben sich fiir (A.17)
und (A.18) die folgenden Ausdriicke in Koordinatenschreibweise.

D'y r = e0fo + 6 [0507X, + X, op0k]
= 008 + ¢ 0408 CorBP™ + Chyp BN 5165 (A.19)
iDIJKL = & BpJKBpLI + 73 [BpJKBpLQCQRBpRI+Bp]MCMPBpPKBpLI]

(A.20)

Nach dem Einsetzen von (A.19) in Gleichung (A.14) und von (A.20) in (A.15) wird
die Giiltigkeit der Beziehung (A.8) bestitigt. Damit ist der Nachweis fiir die Aqui-
valenz der Formulierungen (4.70) und (4.71) erbracht.



Anhang B

Ableitungen der Flie3bedingung

In den folgenden Abschnitten werden die ersten und zweiten Ableitungen der unter-
schiedlichen, fiir das Deformationsgesetz verwendeten, Flielbedingungen prisentiert.
Dabei sind die Flielbedingungen selbst in mathematischen Koordinaten formuliert,
ihre Ableitungen aus Griinden der Ubersichtlichkeit in physikalischen.

B.1 Modifizierte FlieBbedingung nach BALTOW-
SAWCZUK

Die modifizierte Fliefbedingung nach BALTOW-SAWCZUK ist gemif} (4.93) wie folgt
definiert:

N ) 2
F = (T“ - aﬂ> K- (T” - aﬂ> - STE=0 (B.1)

Die zugehorigen ersten und zweiten Ableitungen nach den Variablen vom Span-
nungstyp lauten damit:

2—5 = 2K - (T - &) (B.2)
or - 2K - (T - &) (B.3)
i 2K (B.4)
e = 2K (B.5)
o - 2K (B.6)
8(812511 - 25{ (B7)
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B.2 Modifizierte Flielbedingung nach BALTOW-
SAWCZUK mit symmetrischem, von a und 77
abhingigem Zusatzterm

Die mit @ und T” erweiterte FlieSbedingung wird nach (4.118) folgendermafien
formuliert:

\ \ 2
F= (T” - a“) K- (T“ - a“) + e MEC MECY — ST =0 (BS)

mit ML = [—-TPC’ ol + atCP TP B.9
S1

Damit ergeben sich die nachstehenden ersten und zweiten Ableitungen:

oF  _ v (T = &

v = 2K (T - &) (B.10)
oF  _ S

do = K- (T -4

+QCS {-CMSlchC + CTPCM51C} (Bll)

95 = 2,{-CMsCaC +CaCMjsC} (B.12)
O2F  _
gror = 2K (B.13)
O*F  _
oToa = 2K (B.14)

2

s = 0 (B.15)
0*F  _
saor = 2K (B.16)

RPF o
be =K ZCS{CTPCTPC£C+C£CTPCTPC}

e, {c:rpqc:rpc} (B.17)

2
i I 205{—CM51C£C+C£CM51C}
+2¢.0T"C [—gCa n aCd c

—9,C [—£ca + acﬂ cT'C (B.18)



ABLEITUNGEN

O

9. {—CM510£C n C{CMSIC}
+2e.CaC {—T”C{ + gCTP} c

_9¢,C [—Tng + gCTﬂ} CaC

9%.Cal [—gCa n aCﬂ c

—2¢,C [—chx +chﬂ CaC
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(B.19)

(B.20)

(B.21)



130

B.3 Modifizierte Flielbedingung nach BALTOW-
SAWCZUK mit symmetrischem, von T' und 77
abhingigem Zusatzterm

Die mit T" und T? erweiterte Fliebedingung lautet gemafi (4.124):

\ \ 2
F= (T _ c‘xﬁ> K (T“ - a“) e MC MECY — STE = 0 (B.22)

mit MY, = [-T#C'T* + T*C*T" (B.23)

Zu ihr gehoren die nachfolgenden ersten und zweiten Ableitungen:

or  _ v (T — 5
oT 2K (T - &)
+QCS {_CMSQCTPC + CTPCMSQC} (B24)
oF .
Yo = K- (T _ a) (B.25)
o5 = 20, {-CMyCTC + CTCMs,C) (B.26)
O°F . op 9 {CTPCTT’CIC’ n CIC’T”CT”C}
8T3T 4 8 4 4
e, {CT”C{CT”C} (B.27)
PF
L _ 9 {C’ICMSQC _ CMSQC’IC}
OT OT” s1C1 !
+20,0T?C {—gCT +T0ﬂ C
_2,C [—gCT +TCﬂ cTrC (B.29)
2F
Ly = -k (B.30)
2°F

(B.32)
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2
SO = 2, {CgCMSQC _ CMSQCgC}
+2¢,CTC [—TpC{ + gcw} c
_2,C [—T”C’£ 4 gCT”} cTC (B.33)
2
%pFa = 9 (B.34)
_O°F _ _ 9. oTC {—ICT +TCI} C
oTPoT? 8 p 4

_2,C [—{C’T +Tcﬂ cTC (B.35)
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B.4 Modifizierte Flielbedingung nach BALTOW-
SAWCZUK mit symmetrischem, von T, a und
T? abhingigem Zusatzterm

Die Erweiterung der Fliefbedingung mit einem von T, @ und T? abhingigem Zu-
satzterm wird entsprechend (4.129) wie folgt definiert:

\ \ ;
F= (T” _ c‘xﬁ) K- (T“ - a“) + e, M5, MG — ST} = 0 (B.30)

mit MY, = [(T#-T%) C’a + a*C" (TH+T%)] (B.37)

Damit ergeben sich die nachstehenden ersten und zweiten Ableitungen:

OF _ v (T — &
or = 2K (T - &)
+ QCSC {M53ca +aC’M53}C (B38)
OF  _ —
bo =2k (T -2
+2¢,C {Mgs3:C (T —T?)+ (T +T?)C M3} C (B.39)
9L = 20C{-MxuCa+aCMg}C (B.40)
L _ 9k +2.Cal {ICOH—O:CI}C
Z;T(;T 4 8 4 4
+2¢,C BCOH—aCﬂCaC (B.41)
i AL {CIC’Msgc’ + C’Msgc’IC}
8T8a 4 § 4 4

426, {CaC [(T —T?)CI+1C (T +Tp)} c}

12, [T ") C’I+IC(T+TZ’)}CaC} (B.42)

e
0L {CaC{ C’a—i—ch’I}C’}
{

c[ £Ca+aCﬂCaC} (B.43)
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9*F
00T

0*F
Jdada

J*F
0o 0T?P

O*F

oTroT

O*F

TP

2K + 2, {C£0M53C + CMsgch}
+2c¢, {C’ (T +T7)C [gccx + chﬂ C}

+265{C [{Ca—i—aCﬂC(T—T”)C} (B.44)

2K+ 205{0(T+Tp)c {(T —TP)C£+£C(T+TP)} C}

426, {C’ [(T —T?)CI+IC (T +Tp)} C (T - Tp)c}

(B.45)

20, {C£CM530 _ CMsgch}

+2¢,C (T +T?) C {—chx +ch’ﬂ C

+2¢,C {—{Ca —|—aCﬂ C (T —T? C (B.46)
QCS{CaC BCa +aCﬂ C}

2, {C BCa +aCﬂ Cac} (B.47)
2, {C{CMggC _ CMsgC’£C}

+2¢,CaC {(T —TP?) Cg + gC (T + Tp)} C

_2,C [(T ~T)CI+IC (T + T”)} CaC (B.48)

—QCS{CaC Bca —acﬂ c}

—|—2CS{C [chx—aCﬂ CaC} (B.49)



Anhang C

Jakobi-Matrix zur Bestimmung
des Abbildungstensors H

Die Gleichungen (5.124-5.132) bilden ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die un-
bekannten Komponeneten des Drehtensors R.

G(Rlla R22: R33: R12: R23: R31: RQI: R32: R13) =0 (Cl)

Wie bereits in Kapitel 5.4 erwdhnt wurde, wird auch hier ein Newtonverfahren zur
Loésung herangezogen.

AR™ = — (VpiG) ' (GF) =0 (C.2)

Die dazu benétigte Jakobi-Matrix ist im Folgenden dargestellt.
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