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Kapitel 1

Einleitung

Viele Vorgénge in Natur, Technik und Wirtschaft werden durch Randanfangswertpro-
bleme (RAWP) partieller Differentialgleichungen beschrieben. Wenn deren Eingangsda-
ten wie z.B. Gebiet, Materialparameter, Rand- oder Anfangsbedingungen deterministisch
sind, so sind diese Probleme bereits gut analysiert (vgl. z.B. [10],[12],[31],[37],[43]). In den
meisten Féllen kénnen die Losungen effektiv berechnet werden. Oftmals sind jedoch die
Eingangsdaten mit Unsicherheiten behaftet, so dass ein deterministisches Modell nicht
langer geeignet erscheint. Einige typische Beispiele derartiger Probleme sind Schwingun-
gen von Gebduden infolge von Windbelastungen oder Erdbeben, Schiffe oder Erdolplatt-
formen, welche Wind und Wellen ausgesetzt sind, Preisprozesse an Finanzmérkten oder
zufillige Wérme- bzw. Wellenausbreitung. Um diese Zufilligkeit in den Eingangsdaten zu
beriicksichtigen, werden geeignete stochastische Modelle benotigt. Hier setzt die vorlie-
gende Dissertation an.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Problem der zufilligen Warmeausbreitung in be-
schrankten Gebieten. Als technischer Hintergrund kann der Bremsvorgang wéihrend des
Fahrens eines PKWs angesehen werden (vgl. Abb. 1.1).

(D)3
Bremsscheibe

(OD)y _— ~

Warmefluss infolge von Reibung

Bremskorper

Abbildung 1.1: Zweidimensionales Modell des Bremsvorgangs

Der Bremskorper driickt auf die Bremsscheibe, wobei es infolge der Reibung zu einem
Wirmefluss iiber die Oberfliche der Bremsscheibe kommt. Je nach Beschaffenheit der
Oberflachen der Bremsscheibe und des Bremskorpers ist die Reibung und damit der
Wiirmeeinfluss unterschiedlich stark. Anlehnend an vom Scheidt [44] erscheint es sinnvoll,
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

diesen Warmefluss und damit indirekt die Oberflachen von Bremsscheibe und Bremskor-
per als zufillige Felder zu approximieren. Die Temperaturverteilung der Bremsscheibe zu
Beginn des Bremsvorgangs ist nicht bekannt, kann also ebenso als zufillig angenommen
werden.

Die mathematische Formulierung dieses Bremsvorgangs erfolgt als zweidimensionales Pro-
blem mittels einer instationdren, parabolischen Differentialgleichung fiir die Temperatur-
verteilung u

2
0 ou )
couy — ;a—xl (Ai(t,x)axi) = f(t,x), zeDCR*te(0,T] (1.1)

Das Gebiet der Bremsscheibe wird dabei mit D bezeichnet. Die Materialparameter ¢ und
o stehen fiir die spezifische Warmekapazitat und die Dichte des betrachteten Materials.
Die Warmeleitzahlen \; geben an, wie gut das Material Warme in x;-Richtung leitet.
Weiter beschreibt die Anfangsbedingung

u(0,z,w) = up(zr,w), €D, (1.2)

die zuféllige Temperaturverteilung iiber dem Gebiet D zum Zeitpunkt ¢ = 0. Der zufillige
Wiérmefluss iiber den Rand (0D)s (vgl. Abb. 1.1) infolge der Reibung zwischen Brems-
scheibe und Bremskorper wird durch die zuféllige Neumann-Bedingung

LI

BN = P(t,z,w) (1.3)

(0D)2

modelliert. Am Rand (0D)s (vgl. Abb. 1.1) dagegen liegt die deterministische Robin-
Bedingung

~0 (1.4)

(%(t, r,w) + a(u(t, z,w) — ualt, :c))) .

an, welche den Warmefluss iiber den Rand (D)3 infolge von Temperaturdifferenzen zwi-
schen dem Gebiet D und seiner Umgebung beschreibt. Die Wérmeiibergangszahl o ist
dabei ein Mafl fiir die Stéarke des Temperaturdifferenz abhéngigen Warmeflusses iiber
dem Rand des betrachteten Gebietes.

Da in obigem Problem der Anfangszustand uy und der Warmefluss P als zufillig angenom-
men sind, stellt sich die Frage, wie diese Groéfen realititsgetreu modelliert werden kénnen.
Dazu wurde in dieser Arbeit der auf vom Scheidt zuriickgehende Ansatz tiber schwach
bzw. e-korrelierte Funktionen gewé#hlt. Die Eigenschaft der e-Korreliertheit besagt, dass
die Korrelationsfunktion

Repep(w,y) = BLf ()" ()}

einer zufilligen Funktion °f fiir x,y € R™ verschwindet, wenn mindestens einer der
Absténde |y; — x;| zwischen den Komponenten der Punkte x und y grofer als die jeweilige
Korrelationslénge £; > 0 ist. Die Zufallsgroien °f (x, w) und °f (y, w) sind dann unkorreliert.
Somit sind e-korrelierte Funktionen durch das Fehlen einer Fernwirkung charakterisiert.
Im Gegensatz zum viel benutzten White-Noise Modell konnen diese Zufallsfunktionen
aber beliebige Glattheit besitzen. Die Bedingung der e-Korreliertheit ist schwécher als



die Bedingung der schwachen Korreliertheit, welche in [44] und [46] eingefithrt wurde. Bei
Letzterer wird nicht nur die Unkorreliertheit der obigen Werte von °f gefordert, sondern
auch bestimmte Zerfallseigenschaften der hoheren Momente. Diese sind unter schwachen
zusatzlichen Voraussetzungen dquivalent zur Unabhéngigkeit der obigen Werte.

Die Theorie schwach korrelierter Funktionen wurde auf viele aus der mathematischen
Physik kommende Probleme angewendet. Ein guter Uberblick dazu ist in [44] sowie [46]
gegeben. Neuere Publikationen betrachten Problemstellungen mit zufélligen Differential-
operatoren, so z.B. instationére Diffusionsgleichungen mit zufélligem Parameter ([20]), Ei-
genwertprobleme zufilliger Differentialoperatoren (]29],[30]) oder Randwertprobleme fiir
Differentialgleichungen ([35],[36]). Hierbei sind die den Differentialoperator beschreiben-
den Parameter schwach korrelierte Funktionen. Ein weiteres Anwendungsgebiet liegt in
der Betrachtung von Differentialgleichungen mit deterministischem Differentialoperator
aber zufilligen Erregungen (vgl. dazu z.B. [22],[23],[45],[47],[48],[51]).

Ziel dieser Arbeit ist die Losung des stochastischen RAWP (1.1)-(1.4) sowie die Bestim-
mung von Momentenfunktionen wie Mittelwertfunktion und Varianz- bzw. Korrelations-
funktion, der erhaltenen Losung. Die verschiedenen Herangehensweisen zur Loésung von
RAWP mit zufilligen Einflussgrofien konnen dabei im Wesentlichen in zwei Gruppen
eingeteilt werden. Es wird zum Einen versucht, die Probleme mittels geeigneter stochasti-
scher Integrationsmethoden zu losen (vgl. z.B. [1],[33]). Zum Anderen wird die pfadweise
Losung unter Nutzung der Theorie entsprechender deterministischer Problemstellungen
und anschlieBender Anwendung von Prinzipien der stochastischen Analysis in den Vor-
dergrund gestellt (vgl. z.B. [8]). Die letztere Herangehensweise wird auch in dieser Arbeit
genutzt.

Der Begriff Losung eines RAWP lésst sich dabei in eine klassische bzw. strenge Losung und
in eine schwache Losung unterscheiden. Das Konzept der strengen Losbarkeit fordert, dass
eine Funktion wu existiert, welche die Differentialgleichung sowie die Anfangs- und Rand-
bedingungen erfiillt und alle vorkommenden Ableitungen besitzt. Nicht fiir alle Probleme
lassen sich aber Losungen finden, die diese strengen Forderungen erfiillen. Beispielswei-
se lassen sich Probleme der Fluid-Dynamik, insbesondere das Problem der Bildung und
Ausbreitung von Schock-Wellen, oder Wérmeleitprobleme mit unstetigem Daten i.a. nicht
im klassischen Sinn losen (vgl. [12]). Sie besitzen aber durchaus hohe praktische Bedeu-
tung. Eine Verallgemeinerung der klassischen Vorgehensweise bietet daher das Konzept
der schwachen Losbarkeit. Hierbei werden geringere Glattheitsforderungen an Losung und
an Eingangsdaten, wie beispielsweise Anfangs- oder Randbedingungen, gestellt. Selbst fiir
Probleme, die im klassischen Sinn l6sbar sind, ist es oft einfacher, zunéchst die schwache
Losung zu finden. Dabei gilt folgender Zusammenhang: Erfiillt die schwache Losung die
Glattheitsforderungen der klassischen Losung, dann ist sie ebenso eine klassische Losung.

In dieser Arbeit wird das RAWP (1.1)-(1.4) einerseits mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode gelost. Diese Methode ist ein Losungsverfahren, welches nach schwachen Losun-
gen sucht. Der Ausgangspunkt ist dabei die aus dem RAWP (1.1)-(1.4) abgeleitete schwa-
che Formulierung, auch Variationsformulierung genannt. Die Losungsidee besteht in der
Transformation des kontinuierlichen Problems in ein endlichdimensionales Ersatzproblem.
Mittels einer ortlichen Diskretisierung ergibt sich dann der Losungsansatz

up(t, x,w) = Z uni(t, w)pi(z).

1EXH



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die Indexmenge x;, beschreibt dabei die endliche Diskretisierung des Gebietes D in finite
Elemente, welche in dieser Arbeit als geradlinig berandete Dreiecke oder Vierecke ange-
nommen werden. Die ortsabhéngigen Ansatzfunktionen p;, i € x;, bilden eine Basis des
Approximationsraumes. Die Idee der FEM ist nun, dass diese Funktionen einen lokalen
Trager besitzen sollen. Die zeitabhéngigen Koeffizienten sind die Losungen des sich durch
die Diskretisierung ergebenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen.

Andererseits erfolgt zum Vergleich der iiber die Finite-Elemente-Methode erhaltenen Er-
gebnisse auch eine Losung des RAWP mittels der Fourier-Methode (vgl. dazu auch [13]
und [44]) und der Monte-Carlo-Simulation.

Die Fourier-Methode ldsst sich dabei auf die klassische Formulierung (1.1)-(1.4) als auch
auf die daraus abgeleitete Variationsformulierung anwenden. Entsprechend wird nach
strengen bzw. schwachen Losungen gesucht und es zeigt sich, dass nur die Glattheit der
Eingangsdaten dafiir verantwortlich ist, ob es sich um eine Losung im strengen oder
schwachen Sinn handelt. Die Fourier-Methode unterstellt, dass das RAWP (1.1)-(1.4)
bzw. die daraus abgeleitete Variationsformulierung eine Losung besitzt und diese iiber
einen Separationsansatz nach den Eigenfunktionen des negativen Laplace Operators mit
dazugehorigen Randbedingungen entwickelt werden kann. D.h. es wird eine Losung w in

der Form
o0 o0

U(t, T, w) = Z(u(ta ) w)a fn)fn(x) = Z Cn(ta (U)fn(l‘)
n=1 n=1
gesucht. Die Eigenfunktionen f,, bilden eine orthonormale Basis des Ly(D) und besitzen
im Vergleich zu den Ansatzfunktionen der FEM einen globalen Tréger. Sie bestimmen
sich als Losungen der Eigenwertaufgabe

A f=puf

o1l o (2 )

B: —= = 0.
R IN 0
(8D)2

(0D)3

Diese lasst sich fiir ,einfache“ Geometrien, wie z.B. Rechtecke, Kreise, Ellipsen, Qua-
der oder Kugeln, gut 16sen (vgl. z.B. [34],[44]). Die zeitabhéngigen Koeffizienten ¢, (,w)
ergeben sich als Losungen eines, aufgrund der Orthonormalitéit der Eigenfunktionen ent-
koppelten Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen.

In diesem Zusammenhang sei das auf der Finite-Elemente-Methode aufbauende Losungs-
verfahren der stochastischen Finite-Elemente-Methode (SFEM) erwihnt, welches eine wei-
tere Moglichkeit zur Behandlung von RAWP mit zufilligen Parametern bietet. Da es im
Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wird, sei im Folgenden deshalb nur die Idee dieses
Verfahrens umrissen. Bei der SFEM wird neben der ortlichen Diskretisierung auch zu
einer Diskretisierung des Zufalls {ibergegangen. Ausgehend vom FEM-Ansatz

uhtxw Zuhztwpz

1EXD

wird die Losung beziiglich der stochastischen Dimension in eine endliche Anzahl linear
unabhéngiger Ansatzfunktionen {Hg} entwickelt. Diese Ansatzfunktionen sind beispiels-
weise Elemente des Ly(€2). Damit ergibt sich folgender Losungsansatz

up(t, r,w) = ZZUM )pi(x)Hg(w).

€xn B



1.1. GLIEDERUNG DER ARBEIT 9

Aufgrund der zusitzlichen Dimension der stochastischen Diskretisierung erhoht sich die
Dimension des nun zufélligen Approximationsraumes im Vergleich zur herkémmlichen
FEM. Um die Koeflizienten ugﬁ ) (t) zu bestimmen, sind verschiedene Verfahren wie die
Storungsrechnung (z.B. [26],[42]), die Neumann-Reihen-Entwicklung (z.B. [2],[16]) oder
die Polynomial-Chaos-Entwicklung (z.B. [28]) bekannt. Weiter wurde in [16] eine stochas-
tische Galerkin-Methode entwickelt. Der stochastische Ansatzraum ist dabei das polyno-
miale Chaos. Neben der {iblichen ortlichen Diskretisierung wird fiir die zufélligen Kompo-
nenten eine Karhunen-Loeve-Entwicklung (vgl. [27]) angesetzt. Diese Entwicklung kann
als Verallgemeinerung des Fourierreihenansatzes auf stochastische Funktionen angesehen
werden.

Die eben vorgestellten Finite-Elemente basierenden Methoden bzw. die Fourier-Methode
fithren im Gegensatz zu Monte-Carlo-Methoden auf einen expliziten funktionalen Zusam-
menhang zwischen der Losung und den zufilligen Einflussgréfien, so dass Momenten-
funktionen davon abgeleitet werden kénnen. Die in dieser Arbeit genutzte Monte-Carlo-
Simulation stiitzt sich auf das durch Finite-Elemente-Diskretisierung erhaltene System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen. Das Ziel besteht darin, Simulationsmodelle fiir die
zufilligen Groflen ug und P zu finden, so dass gewisse vorausgesetzte Eigenschaften, wie
e-Korreliertheit oder Homogenitét, so gut wie moglich erfiillt sind. Dazu wird ein Ansatz
auf Basis zeitdiskreter Moving-Average-Felder der Form

p q
Nst = Z Za'ibjgs—i,t—ja Sat € Za b, q € NO (15)

i=0 j=0

genutzt, da die Korrelationsstruktur dieser Moving-Average-Felder gut mit der definieren-
den Eigenschaft e-korrelierter Funktionen iibereinstimmt. Anhand dieses Modells kénnen
Realisierungen der zufilligen Anfangs- bzw. Randbedingung gewonnen werden und da-
mit das durch Finite-Elemente-Diskretisierung erhaltene System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen als deterministisches Problem gelost werden. Aus diesen Losungen kann
mit Hilfe statistischer Methoden eine approximative Losung des RAWP (1.1)-(1.4) sowie
deren Momente bestimmt werden. Dieses Vorgehen wird in [3] als Monte-Carlo-Galerkin-
Finite-Elemente-Methode bezeichnet.

1.1 Gliederung der Arbeit

Die néchsten Abschnitte dieses Kapitels beschéftigen sich mit einer kurzen Zusammen-
stellung der bendtigten stochastischen Grundlagen sowie der Problembeschreibung. Dabei
zeigt es sich, dass aufgrund der Linearitét der Differentialgleichung (1.1) und der Anfangs-
bzw. Randbedingungen (1.2)-(1.4) sowie der vorausgesetzten Unabhéngigkeit der zufalli-
gen Einflussgrofien up und P, sich die Losung des RAWP (1.1)-(1.4) als Summe der Losung
des RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung und homogener Neumann-Bedingung und der
Losung des RAWP mit zufélliger Neumann-Bedingung und homogener Anfangsbedingung
ergibt. Dieser Zusammenhang bestimmt auch das weitere Vorgehen in dieser Arbeit, beide
RAWP werden getrennt voneinander analysiert.

Kapitel zwei liefert einen Abriss der allgemeinen Vorgehensweise des bereits erwéhn-
ten Losungsverfahrens Finite-Elemente-Methode fiir deterministische Problemstellungen.
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Ausgehend von der aus der klassischen Formulierung abgeleiteten Variationsformulierung
liefert der Diskretisierungsansatz

up(t,x) = Z u;(t)pj(x)

JEXR

eine approximative schwache Losung des betrachteten RAWP. Demgegeniiber wird in
Kapitel drei das Vorgehen der Fourier-Methode gestellt. Diese lasst sich sowohl auf die
klassische Formulierung des RAWP als auch auf die davon abgeleitete Variationsformu-
lierung anwenden. Mit Hilfe des Separationsansatzes

u(t,x):Z( ( fn fn ch

ergeben sich so strenge bzw. schwache Losungen des betrachteten RAWP.

Die Kapitel vier und fiinf widmen sich der Untersuchung der RAWP mit zufélliger An-
fangsbedingung bzw. mit zufilliger Randbedingung. Neben der Losung dieser Probleme
mittels FEM und Fourier-Methode steht die Bestimmung der ersten und zweiten Momen-
te der erhaltenen Losungen im Vordergrund. Die Finite-Elemente-Losungen und Fourier-
Losungen weisen fiir den Fall der zufélligen Anfangsbedingung bzw. der zufilligen Randbe-
dingung eine dhnliche Struktur auf. Sie ergeben sich als Summen von Integralfunktionalen
der e-korrelierten zufélligen Funktionen ug bzw. P.

Ausgehend von der Finite-Elemente-Losung werden die Moéglichkeiten der asymptotischen
Entwicklung sowie zweier expliziter Berechnungsverfahren zur Berechnung der zweiten
Momente, welche sich als Summen iiber Vierfachintegrale darstellen, untersucht.

Mit Hilfe asymptotischer Entwicklungen nach der Korrelationsldnge € lassen sich Charak-
teristiken der Losungen oder zumindest deren Approximationen auf analytischem Wege
bestimmen (vgl. [39],[44]). In dieser Arbeit werden die Korrelationsfunktionen der Losun-
gen anlehnend an die Arbeit von Starkloff [39] mittels einer Taylorentwicklung nach den
Korrelationsldngen der zufélligen Einflussgrofien bestimmt. Dazu muf allerdings im Ver-
gleich zu der in [44] angegebenen Entwicklung zusétzlich vorausgesetzt werden, dass sich
die Korrelationsfunktionen der e-korrelierten Einflussgréfien aus der Korrelationsfunktion
einer 1-korrelierten Funktion ableiten lassen. Das Ziel dieser Uberlegungen besteht darin,
die Korrelationsfunktionen der approximativen Losungen der betrachteten RAWP, wel-
che sich als Summen von Vierfachintegralen ergeben, in Summen von Doppelintegralen
zu transformieren. Weiter zeigt sich, dass durch die e-Korreliertheit der Einflussgréfien wg
und P der Rechenaufwand erheblich verringert wird.

Die eben genannte Taylorentwicklung kann in Spezialfdllen durch eine direkte Berech-
nungsvorschrift ersetzt werden. Diese beruht auf FEM-Techniken. Die zu berechnenden
Doppelintegrale werden auf ein Referenzgebiet transformiert und kénnen dort Koordi-
naten unabhéingig berechnet werden. Aufgrund der speziellen Struktur der Integran-
den und der e-Korreliertheit der Einflussgrofien gelingt es auch, die Vierfachintegrale
der Korrelationsfunktionen explizit zu losen. Somit ergibt sich fiir das Problem der Be-
stimmung der zweiten Momente der FE-Losungen die komfortable Situation, mehrere
Berechnungsmoglichkeiten zu besitzen, womit auch die Genauigkeit der asymptotischen
Entwicklung iiberpriift werden kann.
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Da die Fourier-Losungen des RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung bzw. mit zufalliger
Randbedingung eine dhnliche Struktur wie die Finite-Elemete-Losungen besitzen, lassen
sich analoge Verfahren zur Berechnung der Korrelationfunktionen anwenden. Dabei ist
allerdings zu beachten, dass die im Zusammenhang mit der Fourier-Methode auftretenden
Eigenfunktionen i.a. iiber dem gesamten betrachteten Gebiet ungleich null sind und nicht
wie die FE-Ansatzfunktionen einen lokalen Triger aufweisen.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der Simulation der beiden betrachteten RAWP.
Wie bereits erwéhnt, sind Simulationsmodelle fiir die zufilligen Gréflen uy und P zu
finden, sodass gewisse Eigenschaften, wie e-Korreliertheit oder Homogenitét, so gut wie
moglich erfiillt sind. Diese Modelle basieren auf zeitdiskreten Moving-Average-Feldern
der Form (1.5). Die grundlegende Idee ist dabei Folgende: In #quidistanten Gitterpunk-
ten werden abhéngige Zufallsgroflen 7, generiert und zwischen ihnen mittels geeigneter
Funktionen interpoliert. Es zeigt sich aber, dass das so erhaltene kontinuierliche Feld
f(x,w) nicht homogen ist. Allerdings ldsst sich dies durch zwei Transformationsméoglich-

keiten, welche auf der zufélligen Verschiebung der Argumente der Approximationsfunktion
f beruhen, beheben.

Das letzte Kapitel beinhaltet den Vergleich der erhaltenen analytischen Resultate an-
hand eines konkreten Beispiels fiir das RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung bzw. mit
zufilliger Randbedingung. Hauptaugenmerk wird dabei auf den Vergleich der auf den
verschiedenen Wegen erhaltenen Varianzfunktionen der FE-Losungen untereinander und
inbesondere auf den Vergleich mit der Varianzfunktion der FE-Lésung und der Fourier-
Losung gelegt. Es zeigt sich, dass die betrachteten Varianzfunktionen gut iibereinstimmen.

Abschlieend mochte ich all jenen herzlich danken, die am Zustandekommen dieser Arbeit
beteiligt waren. An erster Stelle gilt mein Dank Herrn Professor Dr. J. vom Scheidt fiir
die Anregungen zu diesem Thema und die wertvollen Hinweise bei der Erstellung dieser
Arbeit. Weiterhin mochte ich meine Kollegen Dr. Matthias Richter, Dr. Hendrik Weif3,
Roman Unger, Katrin Ilzig, Holger Hahnel sowie Prof. Dr. Hans-Jorg Starkloff und Prof.
Dr. Ralf Wunderlich nennen, die mit ihrer Hilfs- und Diskussionsbereitschaft ebenfalls
zum Gelingen dieser Arbeit beitrugen.

1.2 Stochastische Grundlagen

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), wobei A eine o-Algebra von Teilmen-
gen von €2, auf welcher das Wahrscheinlichkeitsmafl P definiert ist, bezeichnet.

Definition 1.1 Fine zufdllige Funktion f :D xQ — W, D Cc R™, W C R", m,n € N
heifit streng homogen, wenn fiir jede Folge x*, ..., 2™ € D, n € N die endlichdimensionalen
Verteilungen der Zufallsvariablen f(z' +1),..., f(z™ + 1) unabhingig von | € R™ sind,
d.h.

P(f(z') € By,...,f(z") € B,) =P(f(z* +1) € By,..., f(a" +1) € B,) (1.6)

gilt fir alle By, ..., B, € B(R"). Eine zufillige Funktion heifst schwach homogen, falls
E{f(z)} = const, Vo € D und Rys(x,y) = Rps(y — x), Va,y € D gilt, d.h. die Korrela-
tionsfunktion hdngt nur von der Differenz der Argumente x und y ab.
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Gilt die Beziehung (1.6) nur fiir ganzzahlige Vielfache von § € R\ 0, d.h. [ = kf =
(k161, ..., kp0,) mit k € Z™, dann heifit die zufillige Funktion f periodisch verteilt
mit der Periode #. Eine streng homogene Funktion ist periodisch mit beliebiger Periode
0 e R™.

Definition 1.2 FEine zentrierte zufillige Funktion °f, ¢ = (e1,...,e,) € R™, € > 0 mit
F:DxQ—=W,DCR"™ WCR" m,n &N, welche die Figenschaft

E{ff(@)f ()} =0 fir [yp—z|>eV...Vyn —2n| > en

besitzt, heifit e-korreliert mit der Korrelationslinge € = (e1,...,&m) (vgl. [39]).

Die Korrelationslénge ¢ der zufélligen Funktion °f ist nach obiger Definition komponen-
tenweise erklart. e-korrelierte Funktionen sind also Funktionen ohne Fernwirkung, da die
Korrelationsfunktion E{f(x)*fT (y)} verschwindet, wenn mindestens ein Abstand |y; — ;|
zwischen den Komponenten der Punkte x und y grofler als die jeweilige Korrelationsldange
g; > 0 ist. Im Gegensatz zum viel benutzten White-Noise Modell kénnen diese Zufalls-
funktionen aber eine beliebige Glattheit besitzen. Wie bereits erwihnt ist die Bedingung
der e-Korreliertheit schwicher als die Bedingung der schwachen Korreliertheit. Im Fall der
schwachen Korreliertheit wird nicht nur die Unkorreliertheit der Werte f(z) und °f(y)
gefordert, sondern auch bestimmte Zerfallseigenschaften der hoheren Momente. Diese sind
unter schwachen zusétzlichen Voraussetzungen dquivalent zur Unabhéngigkeit der obigen
Werte (vgl. [44],[46]).

Es sei im Weiteren angenommen, dass Familien (°f).-o von e-korrelierten Funktionen
folgende Voraussetzungen erfiillen.

Annahme 1.3 1. Die zufilligen Funktionen ¢f, € > 0 sind schwach homogen, d.h. es
gilt
Repep(,y) = Repep(y — @) = Repep(2), 2=y — 2, z€ R™.

2. Die Korrelationsfunktionen Resf(-) werden durch die Korrelationsfunktion R(-) ei-
ner 1-korrelierten, homogenen Zufallsfunktion erzeugt, d.h. es gilt

Rsfsf(Z):R<§):R<ﬁ ...7Z—m)7 ZERm, €>O

e’ Em

3. Die zufilligen Funktionen °f, ¢ > 0 sind im Quadratmittel stetig, was die Stetigkeit
der erzeugende Korrelationsfunktion R(-) impliziert.

Definition 1.4 FEine zentrierte zufillige Funktion ¢f, € > 0 mit f : D x Q — W,
DcCcR™ WcCR" m,né&N heifit e-abhdingig mit der Abhdangigkeitslinge € > 0, falls
fiir jede Familie nichtleere Teilmengen (X;)j=1,..s, s > 2 mit X; C D, j =1,...s, und
d(X;, X;) > ¢ fir ¢ # j die zufilligen Funktionen °f; : X; x Q — W, mit °f;(z) = °f ()
firx € X;, 3 =1,...,s unabhingig sind. Dabei ist der Abstand der Mengen X; und X;
wie folgt definiert

(X, X;) == (inf{|2} =yl [}, inf{|zh, —yhl}), infiber 2” € X,y € X,
(vgl. [39]).
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Definition 1.5 Eine zentrierte homogene zufillige Funktion f(x), = € R™ mit der Kor-
relationsfunktion Rys(17) = E{f(x)f(x+7)}, 7,2 € R™ gehort zur Klasse der orthotropen
Zufallsfunktionen, wenn die Beziehung

Rff(T):R(|Tl|77|Tm|) mit RRT%R

erfillt ist (vgl. [50]).

Bemerkung 1.6 Insbesondere gehirt eine zentrierte homogene zufillige Funktion f(x),
x € R™ zur Klasse der orthotropen Zufallsfunktionen, falls sich die Korrelationsfunktion
in der Form

m

Rff(T):HRiOTiD mit T=(1,...,Tm) und R;:Ry =R, i=1,...,m

=1

darstellen ldsst.

1.3 Problembeschreibung

Wie bereits in der Einleitung erwiahnt, werden in dieser Arbeit parabolische Differential-
gleichungen der Art

092—1: —AAu=f(t,z), z=(r1,72) €D CR? te(0,T], A= const (1.7)

mit der Anfangsbedingung

u(0,z,w) = up(z,w), ze€D (1.8)
und den Randbedingungen
ou
— (¢ = P(t 1.
s (6w o = Plhrw), (1.9)

ou

<8—N(t’ r,w) + a(u(t,z,w) — uA(t,x))) =0 (1.10)

(9D)3

behandelt. Dieses RAWP wird dabei als Modell fiir die Warmeausbreitung in beschrankten
Gebieten unter zufilligen Einflussgrofien interpretiert. Auf diese Weise kann beispielsweise
der eingangs erwihnte Bremsvorgang wahrend des Fahrens eines PKWs beschrieben wer-
den. Das zuféllige Feld u steht fiir das zu bestimmende Temperaturfeld in Abhéngigkeit
von Zeit und Ort, P beschreibt den zufilligen Wérmefluss tiber dem Rand (OD)y (vgl.
Abb. 1.2) und ug die zuféllige Anfangstemperatur des Gebietes D. Dabei sei angenommen,
dass die Felder P und ug voneinander stochastisch unabhéngig sind. Im Weiteren wer-
den die spezifische Warmekapazitéit ¢ und die Dichte des betrachteten Materials auf eins
gesetzt. Die Warmeleitzahl A, welche angibt, wie gut das Material Warme leitet, sowie
die Wirmeiibergangszahl «, die ein Maf fiir die Stéirke des Temperaturdifferenz anhéngi-
gen Wirmestroms zwischen dem Gebiet D und dessen Umgebung darstellt, werden als
konstant angenommen.
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Die folgenden Uberlegungen lassen sich auch auf Problemklassen mit weiteren zufilligen
Einflussfaktoren, wie z.B. eine zufillige rechte Seite f(¢,z,w) der Differentialgleichung
oder eine zuféllige Umgebungstemperatur u(t, z,w) iibertragen. Dazu sei an dieser Stelle
auf Bemerkung 1.8 verwiesen.

Das Gebiet D (vgl. Abb. 1.2) besitzt einen stiickweise hinreichend glatten Rand 9D,
welcher sich wie folgt darstellen lésst

0D = (0D)y U (OD)s.
Weiterhin gilt

ou 2\ du — T
N = )\; a—xini, (m = (n1,n9)” Normalenvektor).
xgs,

xgl

Abbildung 1.2: Gebiet D

Im Weiteren wird das Temperaturfeld w, das sich aus der Beziehung
u(t,x,w) = u(t,r,w) —w(t,x)

ergibt, untersucht. Das deterministische Feld w stellt dabei die Losung des gemittel-
ten Problems (1.11) zum Ausgangsproblem (1.7)-(1.10) dar, welches durch Ersetzen der
zufélligen Einfliisse P und ug durch ihre Erwartungswerte entsteht

w; — ANAw = f(t,z), = (v;,75) €D CR? te(0,T], A= const
AB: w(0,2) = E{ug(z)} 2¢€D

g—;(t,x))(m — E{P(t,z)} (1.11)

<%(t, ) + a(w(t,z) — ua(t, :c)))

RB:

(9D)3
Damit ist folgendes RAWP fiir @ zu untersuchen
U — AANU=0, x=(v,29) €D CR? t€(0,T], A= const
AB: (0, z,w) = ug(z,w) — E{up(z)} =: (7, w), x€D
aﬂ(
ON

4, “’)‘@D) — P(t,2,0) — E{P(t,2)} = P(t,,0) (1.12)

2

<§—Z(t, z,w) + au(t, z, w))

RB:

= 0’
(0D)3
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wobei P und %, zufillige zentrierte Felder bezeichnen.

Eine Losung im klassischen Sinne des RAWP (1.12) muss den Glattheitsforderungen
e C1((0,T] x D)NC®Y((0,T) x D) N C([0,T] x D)

geniigen. Der Raum C%?((0,T] x D) umfasst dabei alle Funktionen, die zweimal stetig
differenzierbar beziiglich des Ortes = € D und einmal stetig differenzierbar beziiglich der
Zeit t € (0,T) sind. Entsprechend sind die Raume C®V((0,7] x D) und C([0,T] x D)
definiert.

Fiir die Existenz der klassischen Losung @ des Problems (1.12) ist die Kompatibilitit zwi-
schen Anfangs- und Randbedingungen und der Randbedingungen verschiedenen Typs un-
tereinander notwendig, d.h. die Anfangsbedingung %, und die Randbedingung P miissen
folgende Beziehungen erfiillen

)| =PO.ww) (113
(9D)2
P
(8—1]1‘;@,@ + aﬂo(x,w))) —0, (1.14)
(9D)3
opP — .
(8—N(t’ zr,w) + aP(t, x,w)) =0 fiirr =uxg,2s, (vgl. Abb. 1.2). (1.15)

Bemerkung 1.7 Sollten die Vertraiglichkeitsbedingungen verletzt sein, so sind diese Phi-
nomene in der Literatur als ,space-space-corner singularity® bzw. ,time-space-corner sin-
gularity® bekannt. Fir parabolische Differentialgleichungen sind diese Irreqularititen al-
lerdings duferst kurzlebig in Zeit und Ort (vgl. [5], [15]).

Aufgrund der Linearitét des Laplace-Operators A und der Anfangs- und Randbedingun-
gen, sowie der Unabhingigkeit der zufélligen Einflussfaktoren kann das RAWP (1.12)
als Summe zweier RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung %, und homogener Randbe-
dingung, d.h. P = 0 bzw. homogener Anfangsbedingung, d.h. @, = 0 und zufilliger
Randbedingung P dargestellt werden. Die Losung des RAWP (1.12) ergibt sich dann aus
der Summe der Losungen dieser beiden Teilprobleme. Es gilt

u(t,x,w) = u(t, z,w) + 2u(t, r,w), (1.16)

wobei {u(t, z,w) die Losung des RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung

1w, — AAu =0, x = (r1,25) €D CR?* t€(0,T], A= const

AB: (0, z,w) = Up(r,w), €D
o

RB: (¢ ‘ - 1.17
] . =0 (117)

o

(8—N(t’ z,w) + aqt, w)) —0

(0D)3
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und »u(t, z,w) die Losung des RAWP mit zufélliger Randbedingung

oty — A =0, = (x1,25) €D CR? t€(0,T], A= const

AB: Lu(0,7,w) =0, z€D
0o —

RB: 2%t 4, ) _ Ptz 1.18
] = Pltore) (L1

(gﬁ@ 2,0) + stz w)) 0

(0D)3

bezeichnen. Aus der Summendarstellung (1.16) von @ lésst sich die weitere Vorgehenswei-
se, die beiden RAWP (1.17) und (1.18) getrennt voneinander zu betrachten, ableiten.

Bemerkung 1.8 Durch obigen Summenansatz (1.16) lisst sich die betrachtete Problem-
klasse auf folgende RAWP erweitern

—Mu= f(t,r,w), x=(r,1)€DCR? tec(0,T], A= const
AB: u(0,z,w) = up(z,w), r€D

ou

RB: (¢,

¢ ‘ — P(t,, 1.19
) = Plh) (1.19)

= 0.
(0D)3

<g§“x00+QW@ww»—uAunw»)

Das zufillige Feld f modelliert dabei Wairmequellen oder -senken innerhalb des Gebietes D
und ua beschreibt die zufillige Temperatur aufSerhalb des Gebietes D. Die stochastischen
Einflussgrifien f, ug, P und uy werden als unabhdngig voneinander vorausgesetzt.

Wieder aufgrund der Linearitit des Laplace-Operators /A und der Anfangs- und Randbe-
dingungen, sowie der Unabhdngigkeit der zufilligen Einflussfaktoren lisst sich das RAWP
(1.19) als Summe von RAWP in denen jeweils genau eine der Griflen f, ug, P oder
uy zufillig und die anderen drei homogen sind, darstellen. Die Lisung des RAWP (1.19)
ergibt sich dann aus der Summe der Losungen der vier Teilprobleme. Es gilt

t:pw ,utxw

M»&

i=1

wobei beispielsweise su(t, r,w) die Losung des RAWP mit zufilligen inhomogenen Term
der Differentialgleichung und homogenen Anfangs- bzw. Randbedingungen beschreibt. Es
zeigt sich allerdings, dass die Lisung der RAWP mit zufilliger Robin-Bedingung bzw.
zufilliger Inhomogenitdt der Differentialgleichung und homogenen sonstigen Bedingungen
mittels der Fourier-Methode oder der Finite-Elemente-Methode auf einem sehr dhnlichen
Weg wie die Losung des RAWP (1.18) mit zufilliger Neumann-Bedingung erfolgt.



Kapitel 2

Einfiihrung in die
Finite-Element-Methode

Viele in der Praxis auftretenden Vorgéinge, z.B. die in dieser Arbeit betrachtete Wérmelei-
tung in einem beschrénkten Gebiet, werden durch Differential- bzw. Integralgleichungen
beschrieben. Diese Gleichungen kénnen allerdings oft nur fiir Spezialfille analytisch gelost
werden. Die deshalb entwickelten numerischen Methoden wie etwa die Finite-Elemente-
Methode, die Differenzenmethode (vgl. dazu z.B. [17], [37]) oder die Randelemente-Me-
thode (vgl. dazu z.B. [18]) transformieren das kontinuierliche Problem in ein endlichdi-
mensionales Ersatzproblem. Die dadurch erhaltenen approximativen Lésungen sind gute
Néaherungen fiir die Losung des urspriinglichen Problems.

Die Finite-Elemente-Methode kurz FEM ist dabei das in der Praxis am héufigsten ge-
nutzte Diskretisierungsverfahren (vgl. [21]), womit lineare und nichtlineare Probleme in
hinreichend glatt berandeten Gebieten approximiert werden koénnen.

Die Grundidee der FEM besteht nun darin, den Definitionsbereich der partiellen Diffe-
rentialgleichung in ,kleine“nicht iiberlappende Teilbereiche zu zerlegen und die Losung
durch einfache, auf diesen Teilbereichen definierten Funktionen zu approximieren.

Den Ausgangspunkt dieser Methode bildet nicht wie etwa beim Differenzenverfahren die
klassische Formulierung des betrachteten RAWP, sondern die daraus abgeleitet Variati-
onsformulierung (schwache Formulierung). Die Variationsformulierung ist dabei als Ver-
allgemeinerung der klassischen Formulierung zu sehen. Es werden geringere Glattheitsfor-
derungen an die Eingangsdaten gestellt. Diese konnen beispielsweise als stiickweise stetige
beschriankte Funktionen gewéhlt werden. Fiir die Losung der Variationsformulierung, der
sogenannten schwachen Losung, wird ebenfalls eine geringere Glattheit gefordert. Es be-
steht allerdings der folgende wichtige Zusammenhang zwischen der klassischen und schwa-
chen Losung. Falls die schwache Losung aber die Glattheitsforderungen der klassischen
Losung erfiillt, dann ist sie auch Losung des klassischen Problems (vgl. [21]).

Anlehnend an [21] soll in diesem Abschnitt die Theorie der Finite-Elemente-Methode zur

17
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Losung parabolischer RAWP der Art

2

%(t,:c) - Z a% ()\Z-(t,:c)g;i (t, x)) — f(t,z), re€DCR?% te(0,T] (2.1)

AB oou(0,x) = up(x), z €D (2.2)

RB 1. Art: u(t,z) = g(t, x), x € (0D); (2.3)
ou

2. Art: a—N(t,x) P(t,x), € (0D),y (2.4)

3. Art: g; (t,2) + alt, z) (u(t, ) — ualt, x)) —0, (D), (2.5)

mit A = (A1, A2) kurz erlautert werden. Es bezeichnen (9D); die Randstiicke des betrach-
teten Gebietes D fiir welche gilt: (OD); U (0D), U (OD)3 = dD.

Um die Variationsformulierung aus dem RAWP (2.1)-(2.5) abzuleiten, wird zunéchst der
Raum der Testfunktionen 1/ als

Vo :={ve H'(D) : v =0 auf (9D),} (2.6)

definiert, wobei H'(D) den Sobolevraum

H'(D) = {u € Ly(D) : (D), i =1,2}

bezeichnet. Der Raum Ly(D) umfasst alle quadratisch integrierbaren Funktionen iiber
dem Gebiet D. Als Testfunktionen v werden also immer Funktionen gewihlt, welche auf
dem Rand (0D); identisch null sind.

Durch Multiplikation der Differentialgleichung (2.1) mit einer Testfunktion v € V4 und
Integration iiber dem Gebiet D ergibt sich

/ [% B ; 3%’@ (Ai(t,l‘)aa;é)] v(x)dr = /f(t,x)v(x)dx

Die partielle Integration des zweiten Summanden beziiglich x;, i = 1,2 liefert

| [Bitor+ Sonten e 2 [ 2o = [ st

D oD D

Das Integral iiber dem Rand 0D kann nun mit Hilfe der Randbedingungen (2.3)-(2.5) wie
folgt geschrieben werden

g]l\L[ (x)ds = / P(t,x)v(z)ds + / a(t,z)(ualt,z) — u(t,z))v(zx)ds,

oD (OD)2 (0D)3

da aufgrund der Definition des Raumes der Testfunktionen Vj fiir das Integral {iber die
Dirichlet-Bedingung gilt

/ g(t,x)v(x)ds = 0.

(0D)1
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Damit ergibt sich

ou Oou Ov
/ [EU@) + ZZ: Ai(t, x)axi o,

D

_ / F(t, 2)o(a)de + / P(t, 2)o(x)ds + / alt, 2)ua(t, 2)o(z)ds.

D (8D)2 (8D)3

Um auch die Dirichlet-Bedingung zu beriicksichtigen, wird die Menge der zuldssigen

Losungen u als
V, = {u € H'(D) : u(t,z) = g(t, ) auf (9D),}

definiert. Unter Beachtung, dass auch die Anfangsbedingung (2.2) mit einer Testfunktion
v € Vo multipliziert und iiber dem Gebiet D integriert wurde, besitzt die Variationsfor-
mulierung fiir das RAWP (2.1)-(2.5) die Form

(ug,v) +a(t;u,v) = (F(t),v) YveVy Vte(0,T] (2.7)
AB: (u(0,-),v) = (ug,v) Vo e W,
wobei
(ug,v) = w(t, v)v(z)de,
(t;u,v) = dx + / a(t,x)u(t, x)v(z)ds,

(0D)3

[Z)‘Z (t, )y, (t, x)vy, ()
f(t,

x)v(x)dr + / P(t,x)v(z)ds + / a(t, x)ua(t, x)v(x)ds,

(0D)2 (0D)3

(an'U) =

uo(x, w)v(z)dr.

O O O O~

Der Term a(t; u, v) bezeichnet eine symmetrische Bilinearform, wogegen (F'(t), v) fiir eine
Linearform steht.

Definition 2.1 Fine Funktion u(t,x) mit
u(t,-) € V, und uy € Ly(D), t € (0,7

heifit schwache Losung des RAWP (2.1)-(2.5), wenn sie dem Problem (2.7) geniigt.

Um eine Approximation der Losung des Problems (2.7) zu erhalten, wird zu einer Diskre-
tisierung beziiglich des Ortes iibergegangen. Das Gebiet D wird dabei in finite Elemente
T, r € 4y, z.B. in Dreiecke oder Vierecke zerlegt, wobei die Menge ¢, = {1,..., Ry}
die Nummern aller finiten Elemente enthélt. Nach [21] soll die Zerlegung folgende Eigen-
schaften besitzen.

(r)

— — Rp — —
Annahme 2.2 ) D=UT" bw. Dy=UT" =D fir R,— .
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ii) Fiir alle r,r" € ¥, mit r # 1" gilt

0 oder
()

) NT" ~ = ¢ ein gemeinsamer Knoten oder

T

eine gemeinsame Kante.

iii) Die Zerlegung ist zuldissig (vgl. [21]).

— R, —(r —
Bemerkung 2.3 1. Die Figenschaft D, = L_leU — D fir R, — oo bedeutet,

dass z.B. krummlinig berandete Gebiete fdr_immer feiner werdende Diskretisierung
immer genauver approzimiert werden (vgl. Abb. 2.1).

_— T

S s
/ /

Abbildung 2.1: Beispiel fiir die Verbesserung der Approximationsgiite fiir krummlinig
berandete Gebieten bei feinerer Diskretisierung

2. Eine Zerlegung heifst zuldssig, wenn der mazximale Elementdurchmesser

h = max, R fiir R, — oo gegen Null konvergiert. Der Elementdurchmesser h(")
r=1,.. h
(r)

des Elementes T'") ist der mazimale Abstand zweier beliebiger Punkte in T

Die Eckpunkte der finiten Elemente T r € 4, werden Knoten P;, 7 € X} genannt. Die
Menge %, enthélt dabei alle globalen Knotennummern der Diskretlslerung des Gebietes
D. Weiterhin werden die Indexmengen y;, = {1,2,..., Ny} und 7, = {N, +1,...,N,}
eingefiihrt, so dass gilt

Xn = XnU Vn-
Die Menge v, enthélt nur die Nummern der Knoten P;, welche auf dem Dirichlet-Rand
(0D); liegen und yj, die Knoten, welche in D U (0D)s U (D)3 liegen.

Zusétzlich zur globalen Nummenerung werden die Knoten in jedem finiten Element
T, r €y, lokal von 1, . Nh nummeriert, wobei Nh die Anzahl der Knoten pro Element
bezeichnet. Ausgehend von der Zuordnungsvorschrift (vgl. als Beispiel Abb. 2.2)

a%)i:’i(?%@[) a:l,...,Nh,iGXh (28)

N fiir alle 7", r € ¢, den Zusammenhang

beschreibt die Matrix C'") = [C(r)
zwischen der lokalen und globalen Nummerlerung und ist wie folgt definiert
1 falls ¢ die globale Knotennummer des Knotens mit der

C'((;i) = lokalen Knotennummer o im Element 7 ist,

0 sonst.
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43 44 45 46 43 44 45 46
4 3
3
2 1 1 2
17 18 19 20 17 18 19 20

Abbildung 2.2: Globale und lokale Nummerierung Finiter Elemente

Im Zuge der Diskretisierung wird die Menge der zuléssigen Losungen V, und der Raum
der Testfunktionen Vj durch die endlichdimensionalen Mengen

V1= {un(t2) s unt2) = D wi(Opy(a) + 3 gl Ops(a)}

JEXR JETR

und
Von = {v(x) cup(z) = Z vipi(x)}
1€XR
ersetzt. Die Funktionen p;, j € X}, werden dabei als Ansatzfunktionen bezeichnet. Sie sind
als linear unabhéingig vorausgesetzt und bilden eine Basis des Approximationsraumes.
Weiterhin ist die Idee der Finite-Elemente-Methode, dass diese Funktionen einen lokalen
Tréger besitzen.

Ausgehend von der Zuordnungsvorschrift (2.8) zwischen lokaler und globaler Nummerie-
rung in jedem Element 7). 7 € v, werden die Ansatzfunktionen lokal iiber den finiten
Elementen T, welche den Knoten P; enthalten, durch die Beziehung

0 sonst

7’)’ TGB]

definiert. Die Menge B; enthdlt dabei die Nummern aller Elemente, fiir die P; € 7" gllt

Die Elementansatzfunktionen p&) wiederum ergeben sich aus der Transformation der auf

dem entsprechenden Referenzelement gegebenen Formfunktionen ¢,. Es gilt

pfj)(:c) = a1 (), VI € T,

Im Fall einer Vernetzung mit Dreieckslementen ergibt sich das Referenzelement durch

T={(£,6):0<&,6<1,& +& <1}

Mittels der Transformationsvorschrift

T = zpw (€)= J0E+ x(r) oder
[;ﬂ N A xﬁ? m xﬁ?
2 vy —aly) g =l | &

wird die Abbildung des Referenzdreiecks T auf ein beliebiges Dreieck T) mit (z ((;1) ; ((12))
als Koordinaten der Eckpunkte P.” gewéihrleistet (vgl. Abb 2.3).
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&2 T2 P2(r)
1}/\)3
§=Erm ()
T Py’ o
. . T = T (5) P 1
Py Py
0 1 51 1

Abbildung 2.3: Abbildung zwischen dem Referenzdreieck 7' und einem beliebigen Dreieck
T der Vernetzung

Im Falle einer Vernetzung mit Parallelogrammen ergibt sich die Abbildung des Referenz-
elementes

T={(&,&):0<&,6 <1}

auf ein beliebiges Parallelogramm T durch

T = zpe(€) = JDE+ 2 oder (2.9)
o) - ] ]
x2 5523 _fflg 5543 _5512 €2 5513
(vgl. Abb 2.4).
&of 4 P

B P

T § =& ()
. 5 T =ap0()
0 I &

Abbildung 2.4: Abbildung zwischen dem Referenzviereck T und einem beliebigen Paral-
lelogramm 7 der Vernetzung

Fiir beliebige Vierecke ist die Abbildung (2.9) allerdings nichtlinear. Aussagen dazu sind
etwa in [6],[21] zu finden.

Weiterhin gilt zwischen dem Vektor p = [pj]j Xn der Ansatzfunktionen und dem Vektor

Q(T) = [pg)] _der Elementansatzfunktionen des finiten Elements 7). r € 1, die
Beziehung
p(r) = (CNTpM(z), xeT™. (2.10)

Gesucht ist nun eine approximative Losung des Problems (2.7) in der Form

un(t, @) = wn(Bpi(x) + > unj(t)p;(x) (2.11)

JEXR JETR
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mit den zeitabhéngigen Koeffizienten {uy, ;(t)} ey, und den durch die Dirichlet-Bedingung
vorgegebenen Koeflizienten uy, ;(t) = g(x;,t), j € v, so dass fir alle v, € V}, erfiillt ist

((un)t, vn) + a(t; up, vp) = (F(t),vn), Yo, € Vop,t € (0,7
AB: (up(0,-),vp) = (ug, vp).
Da die Menge {p;}.c,, eine Basis des Raumes Vjy, darstellt, ist obige diskrete Variations-

formulierung fiir alle v, € Vy, erfiillt, wenn sie fiir alle Basiselemente p;, i € x, erfiillt ist,
d.h fiir alle i € y;, gilt

((Uh)tapi) + a<t7 uh7pi) = <F<t)7pl>7 te (07 T]7 (212>
AB: (un(0,-),pi) = (uo, pi)-
Die Funktion wuj, der Form (2.11) kann als Nadherungslosung des RAWP (2.1)-(2.5) aus
dem endlichdimensionalen Unterraum V;, betrachtet werden.

Die Aufgabe (2.12) ist dquivalent zu folgendem Anfangswertproblem eines Systems gewhn-
licher Differentialgleichungen fiir die unbekannten Koeffizienten w, () = (u; 4(t))iey,

M (1) + Ko (1) = 1,(8), 1 € (0,7] (213)
AB: Myu,(0) = d,,.
Die Matrizen Mj, und K stellen dabei Masse- bzw. Steifigkeitsmatrix dar, die Vektoren

/, und d, den Lastvektor bzw. die Momente der Anfangstemperatur. Diese Grofien sind
definiert durch

Mh = [(pjapi)]@jgxh? (214)
Kn = la(t;ip,pi)l; jey, » (2.15)
: dp; Op;
- /[Z)\k(t, )6%85 dr + / a(t, z)p;j(x)pi(x)ds :
LI o (D)3 ij€xn
_ T,
L = W@M—Zw@ﬂwm—zwmeﬂ (2.16)
: JE€EYR ., JE€Yn 1E€EXH
d, = (ﬂOapi)_Zuh,j(O)(pjapi)] : (2.17)

Aufgrund der vorausgesetzten lokalen Triger der Ansatzfunktionen sind die Matrizen M,
und K diinn besetzt.

Fiir spezielle Wahlen der Eingangsdaten kann dieses System gewchnlicher Differential-
gleichungen mit der Anfangsbedingung u,(0) = M, 'd, explizit gelost werden (vgl. Ab-
schnitte 4.1 und 5.1). Andernfalls kann zur ndherungsweisen Losung dieses Systems das
o-gewichtete Differenzenverfahren verwendet werden (vgl. dazu etwa [21]).

Ausgehend von der durch (2.11) bestimmten Losung uy, des diskretisierten Problems (2.12)
ergibt sich die schwache Losung u der Variationsformulierung (2.7) durch die Grenzwert-
bildung

w= lim wuy.
Rp—o
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Dieser Grenzwert existiert, ist eindeutig und 16st das RAWP (2.1)-(2.5) in der Variations-
formulierung (2.7). Fiir den Beweis dieser Aussagen sei beispielsweise auf [12] verwiesen.



Kapitel 3

Einfiihrung in die Fourier-Methode

Die Fourier-Methode zur Losung von RAWP fiir parabolische Differentialgleichungen ist
eine Anwendung der Separation der Variablen sowie des verallgemeinerten Superpositi-
onsprinzips (vgl. [43]), welches sich aus der Linearitét der Differentialgleichung ergibt. Es
werden Losungen in Form von unendlichen Reihen gesucht, in denen jedes Glied Losung
der Differentialgleichung ist und die Randbedingungen erfiillt. Die Koeffizienten dieser
Reihen sind dabei so gewéhlt, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Lésungen an den gegebenen
Anfangszustand angepasst sind. Ausgangspunkt dieser Uberlegungen kann die klassische
aber auch die Variationsformulierung sein, wobei die Glattheit der erhaltenen Lésung von
der Glattheit der Eingangsdaten abhéngt.

Im Folgenden werden mit Hinblick auf die Probleme (1.17) und (1.18) die Losungsverfah-
ren fiir parabolische RAWP mit homogener Differentialgleichung, inhomogener Anfangs-
bedingung und homogenen Randbedingungen bzw. fiir parabolische RAWP mit inho-
mogener Differentialgleichung und homogener Anfangsbedingung und Randbedingungen
vorgestellt. Auf die letztgenannte Form kann das Teilproblem (1.18) mit homogener Dif-
ferentialgleichung aber inhomogener Randbedingung mittels geeigneter Transformationen
zuriickgefiihrt werden (vgl. [10]). Das Gebiet D wird im Rahmen der Fourier-Methode auf
ein Rechteck beschrénkt (vgl. Abb. 3.1).

) A
(0D)s3

H

(9D)3.4 D (D)3

(OD)y
-R 0 R x;

Abbildung 3.1: Gebiet D

In der Literatur sind auch Anwendungen der Fourier-Methode auf andere Geometrien wie
beispielsweise den Kreis, die Ellipse oder den Zylinder zu finden (vgl. etwa [34],[41]). Des

25
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Weiteren kann die Fourier-Methode auch auf die aus dem RAWP abgeleitete Variations-
formulierung angewandt werden (vgl. Abschnitt 3.3).

Vorangestellt seien allerdings anlehnend an [7] einige Uberlegungen zu allgemeinen Eigen-
wertproblemen der Art

Lf(x)=pf(x) (x1,...,2,) €D (3.1)
mit dem Operator L

0
T

L) = =3 o (o)) a0

o0x;

und den Randbedingungen

—0, (3.2)
oD

(1rf(o) + 1025 )

da die Losung von RAWP mittels der Fourier-Methode auf ebensolche Probleme fiihrt.
Das Gebiet D ist dabei ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0D und a%
bezeichnet die Normalenableitung an dD. Fiir die spéiter durchgefiihrten Betrachtungen
ist es ausreichend die Parameter p =1, ¢ =0, h = const > 0 und [ = const > 0 zu setzen,
womit sich die Differentialgleichung (3.1) zu

Lf=-Af

vereinfacht. Gesucht werden nichttriviale Lésungen f, d.h. Losungen, die nicht gleich der
Nulllésung sind, welche in D zweimal stetig differenzierbar und auf der AbschlieBung D
einmal stetig differenzierbar sind, was auf folgende Definition fiithrt (vgl. [7]).

Definition 3.1 FEine nichttriviale Losung der Eigenwertaufgabe (3.1),(3.2) heif$t Eigen-
funktion und der dazugehorige Wert i Eigenwert.

Der néchste Satz beinhaltet eine Zusammenstellung wichtiger Figenschaften von Eigen-
funktionen und Eigenwerten, welche beispielsweise in [43] zu finden sind.

Satz 3.2 1. Die Eigenwerte des Operators L sind nicht negativ.

2. Die FEigenfunktionen des Operators L, die zu verschiedenen Figenwerten gehdren
sind zueinander orthogonal, womit die Figenfunktionen als orthonormiert vorausge-
setzt werden kénnen (vgl. Schmidtsches Orthogonalisierunsverfahren z.B. in [7]).

3. Die Menge der Eigenwerte des Operators L ist abzihlbar und besitzt keine endlichen
Haufungspunkte. Die Figenwerte konnen also nach wachsendem Betrag geordnet
werden

0<py <pp<... mit pup— oo fir k— oo.

4. Zu jedem Figenwert kann es nur endlich viele Figenfunktionen geben.

5. Das System der Eigenfunktionen ist im Raum Ly(D) dicht.
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6. Es gilt Lfy = ppfr, k=1,2,..., wobei fy, die Randbedingungen (3.2) erfillt und die
FEigenfunktion zum Eigenwert py bezeichnet.

7. (Entwicklungssatz) Jede Funktion u, welche die Randbedingungen (3.2) erfillt und
zweimal beziiglich des Ortes differenzierbar ist, kann in eine gleichmdfig und absolut
konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen des Operators L entwickelt werden. Es
qilt

u(z) = Z cefr(x) mit o = /u(x)fk(a:)dx (3.3)

D

Die Beweise dieser Aussagen sind etwa in [43] angegeben.

Bemerkung 3.3 Nach dem obigen Entwicklungssatz konvergiert die Reihe (3.3) gleich-
mapig gegen die Funktion u, wenn diese die Randbedingungen (3.2) erfillt und zweimal
bzgl. des Ortes differenzierbar ist. Die starke Glattheitsforderung kann abgeschwdcht wer-
den, wenn nur die Konvergenz im quadratischem Mittel der Reihe (3.3) gefordert wird.
Die Reihenentwicklung (3.3) konvergiert auf D im quadratischen Mittel gegen u, falls

/|u(x)|2dx < 0,
D

d.h. uw € Ly(D) gilt (vgl. [41]).

3.1 Das homogene parabolische RAWP

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Losung des RAWP mit homogener parabolischer
Differentialgleichung

w—AAu=0, = (r,1) €DCR? te(0,T], \=const (3.4)

AB: u(0,z)=¢(x), €D (3.5)
ou
RB: [hu+1E)] =0 (3.6)
( an) oD

nach der Fourier-Methode. Die Summe spezieller Losungen des obigen RAWP ist dabei
wieder eine Losung dieser Differentialgleichung.

Die Idee der Fourier-Methode liegt in der Trennung der Verédnderlichen, d.h. es wird
unterstellt, dass eine spezielle Losung des RAWP die Form

u(t,x) = c(t) f(z) (3.7)
besitzt. Das Einsetzen des Losungsansatzes in die Differentialgleichung (3.4) liefert

1d(t)  Af(x)

Net)  f@) "
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wobei p konstant ist. Damit ergeben sich folgende Gleichungen zur Bestimmung der Funk-
tionen ¢(t) und f(z)

—Af=uf (3.8)
RB: (hf + l%) =0 (3.9)
"/ oo
und
d(t) + Aue(t) = 0. (3.10)

Die partielle Differentialgleichung (3.8) und die Randbedingung (3.9) stellen ein Eigen-
wertproblem dar. Es sind also die Eigenwerte p, zu berechnen, welche zu den nicht tri-
vialen Losungen, d.h. den Eigenfunktionen f, der homogenen Gleichung (3.8) mit der
homogenen Randbedingung (3.9) gehoren.

Seien nun mit juq, fo, . . . die Eigenwerte zu den entsprechenden Eigenfunktionen fi, fo, ...
des Problems (3.8),(3.9) bezeichnet. Nach Satz 3.2, Eigenschaften 2 und 5 bilden diese
Funktionen ein vollstdndiges Orthonormalsystem im Lo (D).

Die Losungen ¢, (t) der gewohnlichen Differentialgleichung (3.10) lassen sich in Abhéngig-
keit der Eigenwerte pi1, fio, . .. in der Form

Cn(t) = ane Mt

darstellen. Nach Ansatz (3.7) erfiillen die Funktionen
Un(t, @) = Cu(t) ful@) = anfu(x)e ™M, n =12, ..

die Differentialgleichung (3.4) und geniigen den Randbedingungen (3.6). Um auch die
Anfangsbedingung (3.5) zu erfiillen, wird die Reihe

u(t2) = 3 fo ()t

gebildet und an den vorgegebenen Anfangszustand ¢(x) angepasst. Es gilt

(e 9]

o(r) =u(0,z) = Zanfn(x), r €D,

n=1

d.h. die Koeffizienten a,, sind die Koeflizienten der Reihenentwicklung der Funktion ¢
nach den Eigenfunktionen

[e.e]

p(@) =D (¢, fa)fal@),  an = (@, fa): (3.11)

n=1

Der Entwicklungssatz (vgl. Satz 3.2 Eigenschaft 7) impliziert, dass der Anfangszustand ¢

die Randbedingung
dp
h l— =
< v+ 6n) 0

oD
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erfiillen und zweimal stetig differenzierbar sein muss, damit die Reihe (3.11) gleichméBig
konvergiert. Die Randbedingung fiir ¢ stellt gleichzeitig die Vertréglichkeitsbedingung
zwischen der Anfangsbedingung (3.5) und der Randbedingung (3.6) dar. Falls die An-
fangsbedingung nur schwichere Glattheitsforderungen, wie etwa ¢ € Lo(D) erfiillt, so
konvergiert die Reihe (3.11) im Gebiet D nach Bemerkung 3.3 immer noch im quadrati-
schen Mittel. Damit ldsst sich die Losung v des homogenen RAWP in der Form

[e.e]

ut,x) =Y (s fo) fal@)e ! (3.12)

n=1

darstellen. Aufgrund der Linearitit der Differentialgleichung (3.4) ist die Reihe (3.12) nach
dem verallgemeinerten Superpositionsprinzip ebenfalls Losung des RAWP (3.4)-(3.6), falls
diese konvergiert und die geforderte Glattheit aufweist. Besitzt die Losung nur schwéchere
Glattheitseigenschaften, z.B. wenn gilt ¢ € Ly(D), so entspricht die Darstellung (3.12)
einer schwachen Losung (vgl. [52]).

3.2 Das inhomogene parabolische RAWP

In diesem Abschnitt soll die Losung von parabolischen RAWP mit inhomogenen Differen-
tialgleichungen und homogenen Anfangs- bzw. Randbedingungen der Form

—AAu=g(t,z), v=(r1,25) €EDCR? t€(0,T], A= const (3.13)
AB: u(0,z) =0, r€D (3.14)

RB : <hu + l%)
on

mittels der Fourier-Methode im Vordergrund stehen. Dazu wird die gesuchte Losung u
nach den Eigenfunktionen f,,, n = 1,2, ... des negativen Laplace-Operators —/A\, also den
Losungen des Eigenwertproblems (3.8),(3.9) entwickelt und besitzt damit die Form

=0, (3.15)

oD

[e.9]

u(t,w) = (ult,-), fa) falz ch ) fulz (3.16)

n=1

Die Losung des RAWP (3.13)-(3.15) wird demnach auf die Bestimmung der Koeffizienten
cn(t) = (u(t, "), fn) = [ult,z) fo(z)de, n = 1,2, ... zuriickgefiihrt.
D

Unter geeigneten Glattheitsforderungen kann die Reihe (3.16) gliedweise differenziert
werden. Dabei reicht allerdings die gleichméfige Konvergenz einer Reihe stetig differen-
zierbarer Funktionen nicht aus, um die Differenzierbarkeit der Summe dieser Reihe zu
gewahrleisten. Zusétzlich muss die aus den Ableitungen der Funktionen bestehende Reihe
gleichméBig konvergieren (vgl. z.B. [14]).

Damit ergibt sich durch Einsetzen des Losungsansatzes (3.16) in die Differentialgleichung

(3.13)
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wobei die Inhomogenitdt g in folgende Reihe beziiglich der Eigenfunktionen entwickelt

wurde
o0

g(t,x) = Z(g(t’ ')7 fn)fn(x)a gn(t) = (g(t> ')7 fn)

n=1

Um die gleichméflige Konvergenz der obigen Reihe zu gewéhrleisten, muss der inhomo-
gene Term g eine zweimal stetig nach dem Ort differenzierbare Funktion bezeichnen und
die Randbedingung (3.15) erfiillen (vgl. Entwicklungssatz ((Satz 3.2, Eigenschaft 7)).
Schwichere Glattheitseigenschaften von g fithren nach Bemerkung 3.3 auf Konvergenz im
quadratischen Mittel im Gebiet D.

Mit der Beziehung — A f,, = p, f, folgt
D (Ct) + Manca(t)) ful Z gn(t) fn(x
n=1

Ein Koeffizientenvergleich fiihrt fiir n = 1, 2, ... auf die gewohnlichen Differentialgleichun-
gen

b (8) + Mincn(t) = gn(t). (3.17)

Die homogene Anfangsbedingung (3.14) liefert die Gleichung

=3 a0 fule) =0,

womit aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Figenfunktionen f,
cn(0) =0 (3.18)

fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten c¢,, n = 1,2,... zum Zeitpunkt ¢ = 0 gelten muss.
Das Anfangswertproblem (3.17),(3.18) besitzt dann die Losung

t

cn(t):/ ~Aun(t=s) ds—// “Aunlt=9) (s, 2) fr(2)dzds,

0

womit die Losung des RAWP (3.13)-(3.15) durch die Reihe

ch ) ful Z// M=) (5 2) fo(2)dzds fo () (3.19)

bestimmt ist.

Die auf diese Weise erhaltenen Losungen (3.12) bzw. (3.19) erweisen sich als besonders
geeignet zur Untersuchung hinreichend weit fortgeschrittener Stadien der Ausbreitungs-
prozesse. Die positiven Eigenwerte pu, wachsen fiir ein beliebiges Gebiet schnell mit der
Zahl n, was eine rasche Konvergenz der Reihen fiir fiir grofie Zeiten ¢ sichert (vgl. [43]).
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3.3 Anwendung der Fourier-Methode auf die Varia-
tionsformulierung
Wie bereits im Kapitel 2 beschrieben, ergibt sich die Variationsformulierung eines RAWP

aus der Multiplikation der Differentialgleichung und der Anfangsbedingung mit einer Test-
funktion v aus dem Raum V; (vgl. (2.6))

Vo := {v € H'(D) : v = 0 auf dem Dirichlet-Rand}

und der anschliefenden Integration iiber dem Gebiet D. Auf die darauf folgende partielle
Integration des Hauptteils wird hier allerdings verzichtet. Stattdessen wird die gesuchte
Losung u der Variationsformulierung wieder nach den Eigenfunktionen f,, des negativen
Laplace-Operators —/A entwickelt und lédsst sich damit in Form einer unendlichen Reihe

= calt) fal2) (3.20)

mit ¢, (t) = (u(t,-), f,) darstellen. Die Eigenfunktionen erfiillen als Losungen der Eigen-
wertprobleme (3.8),(3.9) fiir u,, insbesondere die gegebenen Randbedingungen. Nach dem
Losungsansatz (3.20) ist damit die Menge der zulédssigen Losung V, definiert als

V, = {u c H'(D) : (hu+l§—n> — 0},
oD

Im Gegensatz dazu wird bei der Finite Elemente Methode die Menge V, als

V, = {ue€ H'(D) : u(t,z) = g(t,r) auf (OD);}

definiert, die Menge der zuléssigen Losungen ist also nur auf die Funktionen eingeschrénkt,
welche die Dirichlet-Bedingungen auf dem Rand (9D), erfiillen.

3.3.1 Das homogene parabolische RAWP

Die Variationsformulierung des homogenen RAWP (3.4)-(3.6) besitzt die Gestalt

(ug, v) — MAu,v) =0 (3.21)
AB: (u(0,2),v) = (p,v).

Da das System der Eigenfunktionen { f,,}>° ;| eine Basis des Raumes Ly(D) bildet, ist obige
Variationsformulierung fiir alle v € Vj erfiillt, wenn sie fiir alle Basiselemente f, erfiillt
ist. Mit Hilfe des Losungsansatzes (3.20) und unter Beachtung der Orthonormalitit der

Eigenfunktionen
1 firk=n
[ )il = b = {
0 sonst
D

gilt fiir n = 1,2... die Beziehung

() = G (alt) f) =
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des Weiteren folgt aus der Selbstadjungiertheit des Laplace-Operators —/A\ im hier be-
trachteten Fall

(Bult, ), fn) = (ult, ), Afn) = =pn(ult,-), fo) = = pinca(t).

Damit ergibt sich folgendes System gewchnlicher Differentialgleichungen fiir die zeitabhéangi-
gen Koeffizienten ¢,, n =1,2...

A (t) + AMncn(t) =0 (3.22)
AB: ¢,(0) = (¢, fn)-

Aufgrund der Orthonormalitét der Eigenfunktionen f, ist (3.22) ein im Vergleich zu
(2.13) entkoppeltes System gewthnlicher Differentialgleichungen. Die Matrizen M), und
K}, des FE-Systems (2.13) sind allerdings durch die vorausgesetzten lokalen Tréger der
Ansatzfunktionen p; diinn besetzt.

Die Losung der Anfangswertaufgabe (3.22) ldsst sich dann in der Form

ealt) = N, £) = €N / (@) fo(2)da

D

darstellen. Somit besitzt die Variationsformulierung (3.21) nach Ansatz (3.20) die Losung

[e.9]

u(t, x) :ch (t) fulz Z:le_)‘“"t/go 2) fu(2)dz fr (). (3.23)

n=1 D

3.3.2 Das inhomogene parabolische RAWP

Die Variationsformulierung des inhomogenen RAWP (3.13)-(3.15) hat die Form

(ut7 U) - )‘<Au7 U) = (g(tv ~),U)
AB: (u(0,2),v) = 0.

Analog zum homogenen Fall ergibt sich durch den Losungsansatz (3.20) eine entkoppeltes
System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten c,

C;(t) + Atncn(t) = (9(t, ), fn)
AB: ¢,(0) =0,

dessen Losung das Integralfunktional

ealt) = / N (g, (5, ), fu)ds = / / e N9 g5, ) f, () dards
0 D

0

ist. Wieder nach Ansatz (3.20) besitzt dann die Losung der Variationsformulierung die
Gestalt

ch ) ol Z// A=) g (s, 2) fu(2)dzds fr(z). (3.24)
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Die Losungsdarstellungen (3.23) und (3.24) der Variationsformulierung fiir den homo-
genen und inhomogenen Fall stimmen mit den Darstellungen der klassischen Losungen
(3.12) und (3.19) iiberein. Somit ist gewéhrleistet, dass wenn die schwache Losung die
Glattheitsforderungen der klassischen Losung erfiillt, dann ist es auch eine klassische. Die
Frage, wann eine Losung nun klassisch oder schwach ist, ldsst sich auf die Frage nach der
Glattheit der Eingangsdaten uy bzw. g zuriickfithren. Wenn diese hinreichend glatt sind,
dann ist die Losung auch klassisch.
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Kapitel 4

Randanfangswertproblem mit
zufalliger Anfangsbedingung

In diesem Kapitel soll die Losung des ersten Teilproblems (1.17) aus Abschnitt 1.3, des
RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung g

Uy — NAT = 0, x = (z1,29) €D, t € (0,T], A=const  (4.1)
AB: u(0,7,w) = “Uy(r,w), €D (4.2)
Ju
RB: (¢ x, ‘ — 0 4.3
IAGRAR P (4.3)

(g—f](t, z,w) + ault, z, w)) =0, (4.4)

(0D)3

sowie deren stochastischer Kenngroflen, wie Korrelations- bzw. Varianzfunktion bestimmt
werden. Die homogene Neumann-Bedingung (4.3) am Rand (9D), lasst sich als Warmeiso-
lation interpretieren. Am Rand (0D); dagegen liegt eine Robin-Bedingung an, welche den
Wiérmefluss aufgrund von Temperaturunterschieden zwischen dem Gebiet D und des-
sen Umgebung beschreibt. Die Umgebungstemperatur ist dabei auf null gesetzt. Da die
Wiérmeiibergangszahl a konstant gewéhlt wurde, sind die homogene Neumann-Bedingung
(4.3) und die Robin-Bedingung (4.4) nicht vertréglich. Wird dagegen a = «(x) als hinrei-
chend glatte, ortsabhéngige Funktion mit

lim «(z)=0
T—T Gy, TS,
vorausgesetzt, so lésst sich diese Unvertréglichkeit vermeiden. Die Punkte xg, und zg,
stellen gemafl Abb. 1.2 die Ubergangspunkte der Randbedingungen dar.

Die zufillige Anfangsbedingung % steht fiir die Temperaturverteilung tiber dem Gebiet
D zum Zeitpunkt ¢ = 0 und wird als Element einer Familie reellwertiger e-korrelierter
Zufallsfelder (*7ug, € > 0) mit der Korrelationsfunktion Reg e, (z,vy) = E{uo(x)uo(y)},
x,y € R? modelliert. Somit ist vorausgesetzt, dass “uy, ¢ > 0 die in Annahme 1.3 for-
mulierten Bedingungen erfiillt. Die Komponenten €; bzw. €5 der Korrelationsldnge € be-
schreiben dabei die Lénge der Korrelationen in z;- bzw. zo-Richtung.

35
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Bemerkung 4.1 Aufgrund dieser gewdhlten Figenschaften des zufdlligen Feldes “uq sind
die Vertraglichkeitsbedingungen (1.13) und (1.14) nicht erfillt. Diesem Phédnomen wird
allerdings im Weiteren keine Beachtung geschenkt, es sei hier auf Bemerkung 1.7 verwie-
sen. Nach [15] ist zudem der Approximationsfehler, welcher sich durch die Anwendung der
Finite-Elemente-Diskretisierung erqgibt, grofer als diese zusdtzliche Fehlerquelle. Dariiber
hinaus wird beispielsweise in [20],[43],[44] auf diese Problematik eingegangen.

Zur Losung des RAWP (4.1)-(4.4) werden zwei unterschiedliche Verfahren, die Finite-
Elemente-Methode und die Fourier-Methode, angewendet. Wie sich in Kapitel 7 zeigen
wird, stimmen die stochastischen Kenngrofien der auf diesen beiden unterschiedlichen
Wegen berechneten Losungen recht gut iiberein.

4.1 Berechnung der Korrelationsfunktion iiber die
Finite-Elemente-Methode

In diesem Abschnitt wird das zufillige RAWP (4.1)-(4.4) mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode gelost. Die Vorgehensweise orientiert sich dabei an Kapitel 2, wobei zu beachten
ist, dass keine Dirichlet-Bedingungen vorliegen, d.h. v, = () und die Differentialgleichung
(4.1) sowie die Neumann-Bedingung (4.3) homogenen Charakter besitzen.

Die aus dem RAWP (4.1)-(4.4) abgeleitete Variationsformulierung hat die Form (vgl.

(2.7))

= 0, VYo e H'(D), Yt € (0,T)] (4.5)

(U, v) + alt;w, v
),v) = (“up,v), Vve HYD),

AB: (@(0, -, w

wobei der Raum der Testfunktionen dem Sobolevraum H'(D) entspricht. In (4.5) sind
folgende Bezeichnungen eingefiihrt

(@, v) = / Ty(t, v, w)v(z)dz,

(b)) = /Z (7, w)vs (2)dx + @ / (t, x, w)o(x)ds,

- (9D)3

("o, v) = /Eﬂo(:c,w)v(:c)d:c.

Aufgrund der Diskretisierung im Ort wird der Sobolevraum H'(D) durch den endlichdi-

mensionalen Raum
Vi, = {Uh : vh(a:) = Z Uipz‘(x)}

1EXR
ersetzt und die approximative Losung @, der Variationsformulierung (4.5) besitzt die
Gestalt

n(t, x,w) Zuh]twp] (4.6)

JEXR
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Damit ergibt sich fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten w,,(t, w) = [up,i(t,w)]iey, folgendes
System gewohnlicher Differentialgleichungen (vgl. (2.13))
Mh@h(ta w) + Kh@h(ta w) =0 (47)
AB: My, (0,w) = d(w).

Die Massematrix M, (vgl. (2.14)), die Steifigkeitsmatrix K} (vgl. (2.15)) und der Vektor
d, (vgl. (2.17)) sind definiert als

My = [P pi); jey, - (4.8)
2
Ip; Op;
K = la(p;,pi); jey, = )\/ Zﬁ&xkd$+a / pjpids , (49)
b = (9D)s ijExn
dy(w) = (o, pi)]icy, -

Die Aufgabe (4.7) beschreibt fiir jede Diskretisierung x5, = {1,2,...,N,} ein lineares,
homogenes Differentialgleichungssystem mit im betrachteten Fall zeitunabhéingiger Sy-
stemmatrix, womit die Existenz einer eindeutige Losung w;, gesichert ist (vgl. z.B. [9]).

Die Losung des Anfangswertproblems (4.7) ist ein Integralfunktional der Form

uy(t,w) = Gup(t)d,(w) :Gh(t)/sﬂo(:c,w)]_?(az)dx mit p = (pi>lr€Xh' (4.10)

Die Matrixfunktion G (t) ist dabei definiert als
Ghn(t) = exp(—M, " Kt)M, *.

Durch folgendes Lemma kann diese Matixexponentialfunktion in eine fiir die numerischen
Berechnungen giinstigere Form {iiberfiihrt werden.

Lemma 4.2 FEs seien My, und K}, die Masse- bzw. Steifigkeitsmatrizen des Systems gewdhn-
licher Differentialgleichungen (4.7). Dann ist die Systemmatriz A, = M, 'Kj, diagonali-
sierbar, d.h. es existieren Matrizen V,, und Ay, so dass gilt

Ah = VhAthil .

Die Matriz A, = diag(Ap1, Anas - -, Ann,) besitzt Diagonalform, wobei die Eintrdge die
FEigenwerte der Systemmatrix Ay, sind. Die Matriz V), besteht aus den zu den Figenwerten
gehorenden Figenvektoren.

Beweis. Die Bestimmung der Eigenwerte A\, ;, ¢ =1,..., N, von A;, = M}flKh fihrt auf
die Losung des Problems (M, 'Kj)r = A\,x. Aufgrund der Definitionen (4.8) und (4.9)
sind die Massematrix M}, und die Steifigkeitsmatrix K symmetrisch und positiv definit.
Damit lassen sich Aussagen iiber das dazugehorige verallgemeinerte Eigenwertproblem
Kpx = N\ Mpx nutzen. Nach [25] existiert dann eine Matrix V},, so dass gilt

VhTKth = Ah = diag()\h,l, cey Athh)
VIMV, =1,
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wobei A, die Eigenwerte der Matrix M, 1K), enthélt. Daraus folgt
K, =V, TV
M, =V, wnd M=V VI (4.11)

woraus sich M, 'K, = VhAth_1 ergibt. 0

Mit Hilfe dieses Lemmas kann G, (t) dargestellt werden als
Gh(t) — e—Mh—lKhch—l _ Vhe_Ahch_th_l.
Aus Beziehung (4.11) folgt V, M, ' = V;I' und somit

Gh(t) = Vhe_AhchT. (4.12)

Die approximative Losung uj, der Variationsformulierung (4.5) hat damit nach Ansatz
(4.6) die Gestalt

Wt ,0) = Y st lpyle) = Y (Gu0), [ e Tz w)dzp (o),

JEXR JEXn D

wobei [Gp(1)]; die j-te Zeile der Matrix G,(t) bezeichnet.

Ziel der weiteren Uberlegungen ist es, Momentenfunktionen der erhaltenen approximati-
ven Losung uy, zu berechnen. Aufgrund der Zentriertheit des zufalligen Feldes “uq gilt fiir
das erste Moment von uy,

B{m(t.)) = 3 [6n0)], | B o(:)}pl)dzpy(o) =

JEXR D

Die Korrelationsfunktion E{u(t,, x)u(ts,y)} der Losung w der Variationsformulierung
(4.5) ist ndherungsweise durch die Korrelationsfunktion E{@(t1, z)up(t2,y)} bestimmt.
Aufgrund der Beziehung (4.6) gilt

E{u(ty, «)u(te, y)} ~ E{un(t, 2)un(tz, y)} = ) Bluna(t)un (t2) o), (y),

L,JEXh

d.h. die Berechnung der Korrelationsfunktion E{@y, (t1, x)uy(t2,y)} setzt die Kenntnis der
Korrelationsmatrix E{uw, (t;)ul (t2)} der Losung u, des stochastischen Anfangswertpro-
blems (4.7) voraus.

Diese Korrelationsmatrix berechnet sich als

T

E{gh(tl)yﬂtg)} = E Gh(tl)/eﬂo(x,w)g(x)dx Gh(tg)/eﬂo(l',u})g(l')dl'

= ) [ [BEmrmm) ) ()dvds GL) (4.3
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Aufgrund der in Annahme 1.3 formulierten Voraussetzungen an das zufillige Feld ug gilt
fiir die Korrelationsfunktion

Y —x1 Yz — X2
€1 €2 .

E{"uo (21, 22)"Uo(y1,¥2)} = Rempemo (Y1 — 71,42 — 12) = R < 7

Unter Nutzung der gegebenen Diskretisierung kann die Gleichung (4.13) als Summe von
Integralen iiber den finiten Elemente geschrieben werden. Dabei sind im Folgenden die
finiten Elemente T(T), r € iy, als Rechtecke Voraus esetzt Die Koordinaten der Eckpunkte
P i=1,... 4 von T werden mit P( (3%1 , 12 1)) bezeichnet, (vgl. Abb. 4.1).

7

(), ) (a5, 25)
P4(7") Pér)
(")
Pl(r) PQ(T)
(@7, 213) (@5, 25)

Abbildung 4.1: Lokale Nummerierung der Knoten des Elements 7

Unter Beachtung von Beziehung (2.10) gilt

Bl (tul()) = Gult) S0 (CO)T [ [ r(Em ) e

€1 €2 -

rs=1 () T()

. (Q(S) )T(yl, yg)d’ygdyldl'gdl‘l C(S) GZ (tg) .

Mittels der Transformation o1 — uy @ uy = #=* und @3 — up © Uy =

fiir die Summanden aus Gleichung (4.14) (vgl. "Abb. 4. 2)

Y2—x2
€2

ergibt sich

— — X
/ / R (yl ! ) v2 2) B(r) (3717372)(]_9(3))T<y17 y2)dyady, | dvadzy

€1 €2
T(r) T(s)
L n—af L(e—ay)
—6152/6@1/6@2 / / dusy
L (v - —a)) L 5 (y2— —a))

R(uy, UQ)B( )(y1 —&1U1, Y2 — €2U2)(Z_9(8))T(?/17 Y2)

o) Al oy e
= €182 / dy / / dys /
l(y _$(T) 1‘12 1(y2 $42

R(uy, UZ)]_)(T)(yl —&1U1, Y2 — 52“2)(1_9(8))T(?/17 Ya).
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i) Uz

(57, 2$%) (@5 25) (2 —af), 2 —21)) (2 —2)), L (1 —21Y)

P4(r) Pg(r) PQ(T) Pl(r)’

T(r)

P?Er)’ P4(r)’

" P o) R D) (Gl at?), & )
(@, 2$3) (5, 25))
T u1

Abbildung 4.2: Transformation (21, z) — (uy,us) von T)

Mit Hilfe der Definitionen

W) =) o) = af) o) wmd ) = ol ol =g o)

und der Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt sich fiir das Doppelintegral (vgl.
Abb. 4.3)

() L (yy—a{")

Tyy ep
/ / R(uy, UQ)I_)(T)(yl —&1Uy, Y2 — €2U2)(Z_9(8))T(?/1> Yyo)duydy, (4.15)
217 £ (1—af))
([ 2G5 -25))  cruntal) e -=) L L@l =) 2
f du, f dy, + f du, f dy, + f du, f dy,
[ @) —=57) 2y L -al)) oY L)) auw+al)
R(uy,u2)p™ (y1 — 1us, yo — e2us) (p)  (y1,y2)  fiir h >
[ é (mgsl) *mgrl)) g1u1 +:vgi) é (5’3;31) *:Bg;)) €1u1+mér1) é (mésl) *mgrl)) :vésl)
f du1 f dy1 + f dU1 f dy1 + f du1 f dyl
Led) AR el el L6 awr
\ R(uhUQ)Z_)(T) (1 — e1u1, Y2 — 52“2)(2(3))T(yh?/2) fiir hgr) < hgs)
und ein entsprechendes Ergebnis fiir
() 2 (a—aiy)
/ / R(uy, U2)£(r) (Y1 — e1u1, y2 — €2U2)(]_9(8))T(yla yo)duadys. (4.16)

o3 L (ge—aly)

Die wesentliche Idee fiir die folgenden Uberlegungen kommt auch fiir den Spezialfall

B = pl = ny bl = b = hy zum Ausdruck, wobei sich hierfiir die Rechnungen
erheblich vereinfachen. Aus A" = A folgt 2% — 20 = 2§ — 27, womit die Fall-
unterscheidung in (4.15) entfillt und der mittlere Term verschwindet. Ahnlich verein-

facht sich die Berechnung fiir (4.16) mit hg") = hgs). Mit der zusétzlichen Transformation
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U hgr) > hgs) uy
(@) Y a(wsy) +
20T a(y) = Ly -2 U(y) =
a(aly) + u(x) +
. a(zly) +
(ZE§1)) -
(s) u(y) = Ly — a3y) (s)
u(ryy) + - £1 2 u(ryy) +
Ty
S S 1 S
zgl) xél) zgl)

T
s) Y1
xél)

Abbildung 4.3: Zur Vertauschung der Integration im Fall A" > r{ bzw. A{” < p{®

(ug,ug) — (uy,uh), uy = —uq, uh = —us und der Eigenschaft der Korrelationsfunktion
R(uy,u9) = R(—uy, —us), welche sich aus der Homogenitét (Annahme 1.3) ergibt, besitzt

die Korrelationsmatrix (4.14) im Fall h(r) h§5 , h(r) = h(s die Form

[ 2@ —al)) o

r,s=1 " s s
E ( (r) _ ()) 5’351)

€T xT
1 11 11

L@ —=l)) 0

G O S v

)
Ty —E€1U1

Ry, o1
E{w,(t1)uj) (t2)} = 6162Gh(t1)z <(C(T))T / duy / dy1 +

Tyo —E2U2

/ dus / dys +

gy

/ duy / dy

x|y —e1u1

(s)

42
/ dUQ / dy2

Ty —e2un

R(u1, U2)Z_?(T) (Y1 + e1ur, y2 + €2U2)(B(S))T(yl, y2)C(S)> Gg(h)-

Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass der Integrand in ein Produkt zerfillt, in dem die
Korrelationsfunktion nur von (uq,us) abhéngt. Nutzt man diese Trennung der Integrati-

onsvariablen und fiihrt folgende vier Funktionen

¢§T7S)<z) = (b(r iz (r). (s) ( )

[xn 7Lo1 3 Tyg »T 42

¢§r7s)<z> = ‘b(ré) o)) <r>]< z)

T11>%21 %42 »T12

gb:(%r’S)(Z) = ¢(r<2 ™. (25

[21711 12742]

&) = 67 ) ()

(251,211 %45 212 ]

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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mit 2z = (21, z2) und

q—z2

¢f;snpq(21722 /d?/l / dyo Q) (g1 + 21,52+ 2)QF (y1,10),  (4.21)

AV (y1,12) =" (i), QS (w1, 12) = ()T (11, )

ein, so ergibt sich fiir die zu berechnende Korrelationsmatrix

E{w, (t)uf (t2)} = £12Gn(t1) > ((C(”)T (4.22)

r,s=1
Loy [ Lap-e) RN )
/ duy / dusy gbgr’s) (e1u1, E9us) + / dusy qsg“’ (e1u1, e9us)
L0 o)) \L@H-e) Lol —al)
Ll -l [ L@h-al) 2@ =)
+ / duy / dusy gbgf’s) (e1u1, E9us) + / dusy gbf[’s) (e1u1, e9us)
2@ -2l))  \2 @R -2 L @) —=)

R(uy, u2)0(3)> GT(ty).

Da die zufillige Anfangsbedingung “uy nach Annahme 1.3 als e-korreliert vorausgesetzt
ist, soll im Folgenden untersucht werden, tiber welche s bei festem r in Gleichung (4.22)
summiert werden muss, d.h. fiir welche finiten Elemente 7*) die Summanden i.a. ungleich
null sind.

Es sei e1 = (I1 — V1)hy, €2 = (Io — ¥9)hg mit Iy, 1o € N, 91,195 € [0,1). Die Integration
beziiglich u; erstreckt sich in Gleichung (4.22) iiber

1 T S 1 T S 1 S 1 T S
g(wgl) - xgl)) <u < 5_1@;1) - xgl)) bzw. ) ($§1) - xél)) <up < &1 (xgl) - xél))
Aus
P9y =2 — 2 und 2l =2 + by (4.23)
folgt
k;(r’s) kj(r s) 1 k;(r’s) -1 k,(r,é‘)
1 <y < al bzw., <y < —2—.
L —% i — N L —% i — N

Da R(uy,us) = 0 fiir (ug,us) ¢ (—1,1)2, sind die Summanden null fiir solche s, fiir die

L — 0 < k") oder k"™ +1< 1, +9, bzw.
L= <k"™ —1 oder k"<, 4+0,

gilt. Folglich sind die Summanden fiir alle finiten Elemente 7 null, fiir die

EP >0 — 9, +1 oder k" < —1 +9; — 1.
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Mit k" hy = 288 — 219 folgt aus analogen Uberlegungen das Verschwinden der Sum-
manden iiber alle s, fiir die

K >0 — 0y + 1 oder kS < —ly 4+ 95 — 1.

kgr,s)

AN

7

T 1
A

Ere) -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 4.4: Summation bzgl. s in (4.22) bei festem 7 iiber alle Indizes zu den Recht-
ecken des schraffierten Gebietes im Falle [y =2, [, =1

Abb. 4.4 zeigt im Fall ; = %hl, €9 = ho, also fiir [; = 2, I, = 1 und ¥, = %, ¥y = 0,
dass iiber alle Indizes zu Rechtecken aus dem schraffierten Gebiet zu summieren ist. Die
Summanden sind fiir solche Rechtecke T) mit

r,s 5 r,s 5 r,s T,s
k§’)z— oder k&’)g—— bzw. ké’)ZQ oder k:é’)g—Q.
2 2

Ausgehend von den Darstellungen (4.13) bzw. (4.22) werden im Folgenden drei Verfahren
zur Berechnung der Korrelationsmatrix E{uwy, (t;)ul (t2)} vorgestellt.

4.1.1 Asymptotische Entwicklung héherer Ordnung

Die Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen mit zufélliger Anfangsbe-
dingung ist nach Gleichung (4.10) ein Integralfunktional der Gestalt

uy, (t,w) = Gu(t) /gﬂo(x,w)]_o(a:)dx.
D
Voraussetzung fiir die in [39] angegebene asymptotische Entwicklung der Korrelationsma-
trix E{w, (t;)ul (t5)} nach der Korrelationslinge € bis zur Ordnung m iiber dem Gebiet D

ist, dass die deterministische Kernfunktion p der obigen Losung die in folgender Annahme
formulierte Bedingungen erfiillt.

Annahme 4.3 Die deterministische Funktion f(z), x € R? erfiille folgende Bedingungen
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o Die Ableitungen D™ "2 f(z) .= % (1, m9) seien fiir n = ny + ny < m stetig,
1 2

o Dun2) f m = ny 4 ny seien absolut stetig und

o Dm2) f fijrp =y +ng < m+ 1 gehdren zu Li1(D) N Ly(D).

Die Ansatzfunktionen {p; };ecy, sind i.a. als Funktionen mit lokalem Tréger definiert. Wird
beispielsweise von linearen oder bilinearen Funktionen ausgegangen, so sind diese nur ste-
tig iiber dem Gebiet D. Die in Annahme 4.3 formulierten Bedingungen wiren dann nur
fiir m = 0 erfiillt. Werden die Ansatzfunktionen allerdings nur iiber den finiten Elementen
T 1 € 9y, betrachtet, so geniigen sie den Bedingungen aus Annahme 4.3 fiir beliebige
Ordnungen m. Deshalb kann ausgehend von Gleichung (4.22) eine Entwicklung der Kor-
relationsfunktion E{w,(¢1)u} (t2)} nach der Korrelationslinge ¢ auch héherer Ordnung
angegeben werden.

Um nach der in [39] vorgeschlagenen Vorgehensweise eine Entwicklung der Korrelati-
onsmatrix E{u(t;)u’(t5)} beziiglich £, und &5 zu bestimmen, werden die Funktionen

¢>§.“)(51u1, EqUn), 1= 1,...,4 fiir (e1,&2) = (0,0) in der Form

r,s o a . (r,s a r,s
6" (erur, eauz) = ) a7 0" (21, 22) sy samo U + 0y (101, €9un) (4.24)

|a|<m
dargestellt, wobei

u=(u,uz), = (g, ), al =ajlag!, e =¢eTed? u® =ul'uy?, |af =a + ay

und
N oled
D¢(21,29) = Wﬁb(zh@)
vereinbart werden. Fiir die weiteren Betrachtungen werden die in Abb. 4.5 angegebenen
Bezeichnungen fiir die benachbarten Elemente von 7 verwendet.

o2
3ha
(1) (4) () () @ | @ (4)
2ho
(1) T(Nol) T(No) T(Nor) @)
ha
—2h; —hy 0 h1 2h1 3hy 71
1 (@)
T(Nul) T(Nu) T(Nur)
“ha
©) 3) 3) 3) B | @ (3)
—2ho

Abbildung 4.5: Bezeichnung benachbarter Finiter Elemente von 7
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Dabei steht etwa TV fiir das rechte Nachbarelement und 70V fiir das untere linke. In
Gleichung (4.22) erfolgt die Integration der Funktionen gbgr’s), 1 =1,...,4 beziiglich u,
uber

1 r S ]- S ]- r S 1 T S
_(xgl) - xgl)) <u < — ($§1) - xgl)) bzw. _(xgl) - xél)) <wu < — (xgl) - xél))
€1 €1 €1 €1
und beziiglich us iiber
1

1 T S 1 T S 1 T S T S
(xg; - 1’52)) <up < _<374(12) - 3752)) bzw. _<37§2) - 374(12)) <ug < _<5Uz(12) - xiQ))
€9 £9 £9 €9

Damit der Entwicklungspunkt (0,0) im Integrationsgebiet der Funktionen ¢§r,s) liegt,
miissen die Beziehungen
e1<h; und &3 < hy

vorausgesetzt werden. Zum Beweis wird
€1 = (ll - 191)}147 €2 = (l2 - ﬁ?)h27 1917’192 € (07 1)7 l17l2 = 1727 st

gesetzt. Fiir das Integrationsgebiet iiber welches <b1r Nul)

sich (vgl. Abb. 4.5)

beziiglich uy integriert wird, ergibt

L, oy vay, 1 22 1 (v
—_— —_ = — = < _ — —_
) (z1y —21; ) e L—0, up < -9, & ) (xo1 — 21y )

9

dh w € Jy, = |5 791’l1 ] Fiir I; > 1 folgt J;, N (—1,1) # 0. Demnach ist in diesem

Fall iiber TW") zu integrieren, aber der Entwicklungspunkt u; = 0 liegt nicht im Inte-

grationsgebiet. Fiir I; = 1 ist J;, N (—1,1) = (), so dass das entsprechende Integral {iber
(rNul) verschwindet. Gleiches ergibt sich fiir das Integrationsgebiet iiber welches ¢\

beziiglich us integriert wird. Es gilt

i(x(r) _x(Nul)) hy 1 <y < 2 2hy 1( () (Nul))
9 12 12 9 lg — ’192 - lg — 192 €9 €9 ’

Lyg — Ty
d.h. uy € Jp, = [12 T ] Fiir I, > 1 folgt analog J,, N (—1,1) # (), womit tiber T (Nulb)

zu integrieren ist, aber der Entwicklungspunkt us = 0 sich nicht im Integrationsgebiet
befindet. Fiir Iy = 1 ist J,, N (—1,1) = 0, so dass auch hier das entsprechende Integral

iiber """ verschwindet.

Weiter muss in Gleichung (4.22) aufgrund der Eigenschaft der Korrelationsfunktion R
eines 1-korrelierten Feldes

R(uy,up) =0 fiir  (uy,u) ¢ (—1,1)?

bei festem finiten Element 7' nicht iiber alle Elemente T), s € 4, summiert werden.
Als Integrationsgebiete fiir die ersten Summanden in (4.22) bei festem T ergeben sich
in dem gewéhlten Koordinatensystem (vgl. Abb. 4.5)

1 1 .
——a;§1> <u < —(h1 — x§1>) und — gxu <y < —(hy — x%Q)). (4.25)
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Die Korrelationsfunktion R(u,us) ist Null fiir (uy,us) ¢ (—1,1), d.h. fiir

1< _ixﬁ) oder xﬁ) < —hy, d.h. fir s = (1), Nol, NI, Nul,
é(hl — )< —1 oder 2h; <2l¥), dh. fiir s = (2),
1< —éxgz) oder :Eg) < —hy, d.h. fir s = (3), Nul, Nu, Nur,
—(hy — 29 < =1 oder 2hy <), dh fiir s = (4).

Wird s € {r, Nr, Nor, No} betrachtet, so ist i.a. R(uy, us) # 0 und der Entwicklungspunkt
(0,0) liegt im Definitionsgebiet von ¢\, da aus Gleichung (4.25) mit 71y = Mohy =2
folgt

S=T : 0 <wu < hy, O§U2§E27
s=Nr : —h <u <0, 0 < uy < ho,
s=Nor : —hy <u; <0, —hy <wuy <0,
s=No 0<wu <hy, —hy<uy<O.

Mit Hilfe analoger Uberlegungen lassen sich die in Tabelle 4.1 angegebenen zu berticksich-
tigenden Terme qbz(r’s), i =1,...,4 bei festem r in Abhéingigkeit von 7 und s zu bestimmen.
Dabei ist R(uq,us) =0 fiir s € {(1),(2),(3),(4)} und i = 1,2, 3, 4.

s: R(up,uy) =0 s: zu beriicksichtigende Glieder
Nol, NI, Nul, Nu, Nur | {r, Nr, Nor, No} =: M;
Nol, NI, Nul, No, Nor | {r, Nr, Nur, Nu} =: M,
Nor, Nr, Nur, Nu, Nul | {r, NI, Nol, No} =: Mj
Nor, Nr, Nur, No, Nol | {r, NI, Nul, Nu} =: M,

=W N | .

Tabelle 4.1: Ubersicht der finiten Elemente T¢) beziiglich T mit R(uy,ug) #0

Zusammenfassend ergibt sich aus Gleichung (4.22) mit Hilfe der Entwicklung (4.24) im
Fall e; < hy und &5 < hy die Beziehung

Ry
E{u, (t)ul (1)} = GMZ[Z (ZZ CO)T g Eff)c@)}G%f(tz) (4.26)
la|<m

r=1 i=1 seM;

+Qm+1(€1 ) 52)

mit den Bezeichnungen 1 = (1, 1),

q((l’r;f) = Da¢§r78)<z17 22)‘21=Z2207 Z - 1, ceey 4

und
1 (1,‘(7‘) (5)) 1 ($4(12) (5))
ag:’f) = / / u® R(uy, ug)dusduy,
L —l) L @) -2

1 (ZB(T) (S ) ( () (s) )

og \Faz2 %42
(T7S) P @
Aoy = u®R(uy, ug)dugduy,

& @ ))& @y —aly)
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511 (lérl) 9521)) = (954(12) 9512))

ag:’?f) = / / u® R(uy, us)dusduy,

L@ —2l)) L@ —a'y)

€1 €2

1 (x(T) (5)) 1 ( (r) (5))

e \Faz ~ %42
(rs) . _
aa74 -

/ u® R(uy, ug)dusdu;.
( (r) )) 1( (r) (S)

T — T2y —Ty9
Mit
U+El w+ﬁg
a([);),w] = / / ul uy® R(uy, ug)dugduy
lassen sich die Ausdriicke a *) durch a[ w] angeben, wobei die Werte fiir (v, w) aus nach-

folgender Tabelle 4.2 in Abhanglgkelt von s und ¢ entnommen werden konnen. Diese
Ergebnisse folgen aus den Definitionsbeziehungen der ag:’f) und der Tabelle 4.1, welche
die Indizes i und s mit R(uq,us) # 0 angibt.

s\ i 1 2 3 4

Nr

N1

No

Nu
Nor
Nol
Nur
Nul

(0,0)
<_E17 O)

(07 _EQ)

(_Ela _EQ)

(0, —hs)
(—h1, —hs)

(0,0)

(_Elv O)

(_Elv O)

(0,0)
(—h1, —hs)

(07 _E2)

(_Ela _EQ)
(07 _EQ)

<_E17 O)

(0,0)

(rs) _

) aus ay,; = aj, (”):0

Tabelle 4.2: Werte fiir (v, w kein Eintrag: a

vw]’

(r,s)

w.; wird die Beziehung

Zur Berechnung der Terme ¢

D(Oé17042)¢(r )

[mqu]

/ din / dys D Dt OQ)Q( )(yl + 21,92 + ZQ)QQS)(.%,?M)

q—z2

a1—1

+ Y (- / dys D@1 =090Q0) (n, o + 2) DPOQY (n — 21, 1)
=0 D
as—1 n—z

+ Y (- / dyy D2 0QT (41 + 21, ) DOIQY (31, q — =)
=0

m

a;—1 as—1

+ 2 2 (DTt Q (n,) DO (0

—Zl,q_ZQ)
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mit ¢[msnpq (z) aus (4.21) verwendet (Beweis erfolgt {iber vollstdndige Induktion, vgl.
auch [39]) und die Bezeichnungen

n—ziy q 2
AU (zmun,p,q) = / dy, / dyy DD QY (yy + 21,45 + 2) QY (41, y2) (4.27)
a1—1 9= z2
BU(zn,p,q) =Y (=1)* / dys D172 QF (n, yp + 20) DEOQY (n — 21, o)
=0
p
042—1 n—zi
CUI(zm,n,q) = Y ( DHl/q@hD“”ml”Q”Qn+z ) DVQy (y1.q — =)
=0 m

HU (0, q) = (=) Dt QY (n, ) DYIQE (n — 21,0 — )

eingefithrt. Damit ergibt sich

D g (2) = AL (zm,m,p,q) + BED (20,p,4)
+CU (zm, n.q) + HI (2, )

und daraus
D))y fijr i =1,2,3,4.

Fiir die q(():f) bestimmenden Ausdriicke ALY, BY, ¢ und HI fiir (z1,29) = (0,0)
ergeben sich die nachfolgenden Uberlegungen.

Der Integrand D*2)p™) (1, yo) (p*) T (y1, y2) des Terms Af{’s)(o, 0; m,n, p,q) verschwin-
det fiir r # s aufgrund der Eigenschaften der Elementansatzfunktionen p(r) und p(s Es
gilt pU (y1,y2) = 0 auf D\ T, p) (y1, o) = 0 auf D\ T™ und vol(T") NT™) = 0. Somit
ergibt sich Al in folgender Behauptung

Al : firs ¢ {r}
Ag’s)(O, 0;m,n,p,q) =0:< A2 : fiir max{ai,as} > 1 bei bilinearen (4.28)

Ansatzfunktionen.

Die Bedingung A2 ergibt sich aus der linearen Struktur von ]_D(T) (y1 + 21, Y2 + 22) beziiglich
z; und zy bel bilinearen Ansatzfunktionen.

(rs)

oy it den Werten

n e {SL’H ,le} ein und das Integral erstreckt sich iiber (p,q) € {(:cg),xfg) (:1:4(12),:652))}

Aus der Form des Integranden als Produkt der Faktoren

Der Term B (r’s)(O 0;m,p,q) geht in die Berechnung von ¢

plar-1- zaz)p( )(n y2) und D(i,o)@(s))T(n, Y2)
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ergibt sich

n= le) fir s ¢ {r, Nr}
B"9(0,0;n,p,q) =0: 4 B2: fiir a; =0 (4.29)
B3 : fiir oy >3 V ay > 1 bel bilinearen

(Blz{n_xn) fir s ¢ {r, Nl}

Ansatzfunktionen.

Ein &hnliches Resultat folgt fiir C{ (0,0;m,n,q) mit q € {:L’12 ,:c42 } und
(m,n) € {(a}7, 57), (237 217))

(01 | { q= x%; f{lr s ¢ {r, Nu}

q =y, firsé¢ {r,No}
C(0,0;m,n,q) =0:< C2: fiir ay =0 (4.30)
C3: fira; >1 V ay >3 bei bilinearen

Ansatzfunktionen.

Der Ausdruck H{™ (0,0;n,q) ist fiir (n,q) € {Pl(r), 2(),1D357"),P4 } (vgl. Abb. 4.5) zu
betrachten. Das Produkt D(o‘1 102120y (n, q) DD (p)T (n, q) fithrt auf das Ergebnis

( (n,q) = P fiir s ¢ {r, NI, Nul, Nu}
1. (n,q):PQ(r) fir s ¢ {r, Nr, Nur, Nu}
. (n,q):Py) fir s ¢ {r, Nr, Nor, No}
HY(0,05m,9) =0 : (n,q) = P\ tiir s ¢ {r, NI, Nol, No} (4.31)

H2 : fiir min{ay, s} =0
H3: fiir max{a, s} > 3 bei bilinearen

Ansatzfunktionen.

Die Glieder nullter Ordnung in der Entwicklung von E{w,(t1)u} (t2)} nach Gleichung
(4.26) ergeben sich fiir a = (0,0). Aus (4.28) bis (4.31) folgt

a0 = 6Y(0,0) = AT (0,05my, ni,piog)) = 0 fiir s#r, i=1,....4
und aufgrund der Beziehung

AESZ))(O,O;m,n,p, q) = AESZ))(O,O;n,m,p, q) = AESZ))(O,O;m,n,q,p)
ergibt sich

W) = AL (0,0;00, 28, 0, 25) = 4.
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Fiir o = (0,0) gilt

4
q((:vz) g;« = (M)Za(rr
=1
= qgw)(a%70}+aﬁ],7h2}+ A0 T ([XE m)
h1 ho hi O
= qg"ﬂ") <//R<U,17UQ dUQdul // ul,u2 du2du1
0 0 0 _hy
0 EQ
+ /R(Ul,UQ)dUQdU1+/ /R(Ul,U2>dU2dU1>
—hy 0 —h1 —ha
Ry  ho
) (rr) hi  he
= q((lrr)/ /R(U1,U2)duzdm= o //R(E,%) dusduy .
€1&2 €1 €9
_Ph1 _ho —h1 —ha
El 52

Damit ldsst sich der nullte Entwicklungsterm der Korrelationsmatrix E{u, (¢;)u} (t2)} in
der Form

R 4
E{w, (t)uy (t2) Yo = £122Gn(t1) Y _ [(CD)T Za ' G (1)
r=1 i=1
mit
h1  hg
4 €1 €2
q((g:S;: /B(r)(yl’yQ)(E(s))T(yhyg)dygdyl und ZGES’,B))J: / /R(UhUQ)dUZdUl
T =1 hy hy
darstellen.

Der Entwicklungsterm erster Ordnung E{w,(t1)ul (t2)}1 von E{w,(t;)ul (t2)} wird be-

stimmt durch
gott (rs (rs
laj=1

wobei sich die Summe tiber v = (1,0) und o = (0, 1) erstreckt. Fiir o = (1,0) und
i =1 folgt mit Hilfe von (4.28)-(4.31)
(r) .(s) (1)

qg S) = Ag1,0)(0,0; xgl)v !Egi), :Eg‘;),xi;) + B1,0)(0, 0; 29y, 215, 745

und weiterhin

q((Ig)l =0 fir s ¢ {r, Nr}.

Aus diesen und dhnlichen Uberlegungen ergibt sich

q((;g))l = q((;g)Q =0 fir s ¢ {r, Nr},

areys = a4 =0 fiir s ¢ {r, NI},

q((gi))l _q((gi)s =0 fir s ¢ {r, No},

q((gi))Q q((gi)zl =0 fiir s ¢ {r, Nu}.
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Im Fall @ = (1,0) und s = N7 ist ¢\ = 0 fiir i = 3,4 und mit

o) = AT(0,0; 2,28 2 2) + BED(0,05 25, 21, 2

- Bg78) (07 Oa x;l)a xgz)a ‘TA(Q))
qus) = _Agﬁ) (07 07 'rll ) x§1)7 'T4(12)7 Igg)) - Bg78) (07 07 'qu)7 x5182)7 Igg))

= _B((XT’S) (07 Oa xgl)v xfl;)a $§2))

folgt wegen
(r) (r)

Tyo Tyo
/ P (@S ) ()T (28, yo)dys = — / P (@S ) (09T (28, yo)dyo
(S (s
12 42

die Gleichheit q(r <) = q((l 2) Durch Anwendung dieser Uberlegungen auf den Fall
s = NI ergibt sich zusammenfassend fiir o = (1,0), s#r

( (rNT) o a® _
() ) q?lwn(a[ mo ) o=
. Qaz i Qt:v?; ( [ }_'_a[o hﬂ) s = Nl
=1 0 sonst.

\

Ahnliche Berechnungen fiithren fiir o = (0, 1), s # r auf

( (r,No) a® _
T b e
Zq =2 (Gogt+als ) §=Nu
0 sonst.

\

Der Entwicklungsterm erster Ordnung kann somit unter Hinzunahme des Falls
s = r berechnet werden als

E{u,(t)u,(t2)}1 = e1e2Gh(t1) ( ( g‘zr) g;)) o)
lo|=1
- 61q(I é\gr (a % + a 0 Eﬂ) C(NT)
+ slq(g é\gl (a 0 h2]> C(ND)
+ 62(](6 ]1\;"1) <a h2]> C(No)

(T‘ NU‘) (071) (071) Nu T
+ 62(](0 1),2 <(Z[ 70} + a[*ﬁl,o]) C( )> Gh (tQ)
Entsprechende Ergebnisse lassen sich fiir Entwicklungsterme hoherer Ordnung angeben,
wobei zu beachten ist, dass aufgrund der Bedln%ungen Ay, Bs, (3 und Hj in den Glei-
chungen (4.28)-(4.31) die Terme qarls = D¢ (21, 29) |2 —sgoy i = 1,..., 4 fiir |a] > 6
verschwinden. Damit ist die in (4. 26) gegebene asymptotische Entwicklung fir |o| = 6
exakt.
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4.1.2 Direkte Berechnung fiir bilineare Ansatzfunktionen

Ausgehend von der Darstellung der Korrelationsfunktion E{w,,(¢;)u} (t2)} in der Form
(4.22), was eine gleichméBige Diskretisierung des Gebietes D erfordert, sollen in diesem

Abschnitt die auf

n—zi q—z2
Bl (21, 22) = / dy, / dy2 p" (1 + 21, y2 + 22) (p)7 (91, 92)
m p

basierenden matrixwertigen Funktionen ¢\"* (vgl. (4.17) bis (4.20)) fiir den Fall bili-
nearer Ansatzfunktionen explizit berechnet werden. Die finiten Elemente 7). r €
werden wieder als Rechtecke vorausgesetzt. Nach Kapitel 2 sind die Ansatzfunktionen
{pi}iey, durch Elementansatzfunktionen {pg )}azl 4, welche tiber den finiten Elementen

.....

.....

dem Referenzviereck
T={=(£,8):0<6,6 <1}

definiert sind, gegeben. Im Falle bilinearer Ansatzfunktionen besitzen die Formfunktionen
die Gestalt (vgl. [21])

o
— | P2M81)¥1is2 b =1—2, QOy9(2) = z. .
(Qpa(glvgé))a:l ----- 4 -— @ (g )@ (g ) ) 301(2) =1 ’ 902( ) (4 32)
P1(&1)P2(82)

Aufgrund der gleichméffigen Diskretisierung des Gebietes D mit Rechtecken ergibt sich
die Transformationsvorschrift (2.9) fiir die Abbildung des Referenzvierecks auf das finite
Element T zu (vgl. Abb. 4.6)

-1 -l
Y2 0 hof [& %)
52 \ Yo} P4(s) PQES)
L Py Py
T £ = &) T')
) ) Y =yre i .
Py Py Py Py
0 1 El gl

Abbildung 4.6: Abbildungen zwischen dem Referenzviereck 7' und einem belicbigen
Rechteck T der Vernetzung mit P = (22, 2))
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Damit gilt
(s)

=&+, y =+l bzw.

1 1
G =) = - —al)), & =%w) = - - a),

also pS’ (y1,92) = pa(€1(y1), €2(y2)). Ebenso folgt
Pg) (y1 + 21,92 + 22) = @a ("€ (1 + 21), Ca(y2 + 22)).

Zur vereinfachten Schreibweise wird

& =%1(n), & ="C(y2) und & ="E1(y1 + 21), & = "Co(y2 + 22)

(4.33)

(4.34)

vereinbart. Fiir den Integranden I := p(")(y; + 21, yo+22)(p'™)” (y1, y2) des Doppelintegrals

<b(rs ergibt sich damit

[m,n,p,q]
(1-8)0-&) 1 [0-&0-&)]"
= &i(1—&) &i(1—&)
£1§2 _ §1§2
(1-8&)&, (1 —&)é

Mit Hilfe der von (y, zx), k = 1,2 abhéngigen Funktionen

api=1-&)1=&), bpi=0-E)&% =0 -&), dr:=8&

und

L |ak bk .. o
Ay = lck dk:| fir k=1,2

ldsst sich der Integrand darstellen als

asay azby  beby  boay
ascy  apdy bady  bocy
cacy  cady  dady  dacy
Coar by daby  doay

= P (A1(y1,21) @ As(yo, 22)) P.

a2A1 bQAl

Dabei wurde A; ® Ay als [4 x 4] Matrix der Form A; ® Ay = [C A doA
0 A1 daAq

Die Matrix

1 000
0100
P_OOOI
0010

(4.35)

} vereinbart.

ist fiir die Vertauschung der dritten und vierten Zeile bzw. Spalte verantwortlich. Damit

(r,s)

[ darstellen als
m,n,p,q|

ldsst sich das zu berechnende Doppelintegral ¢

n—zi q—z2

<Z5E:,f,)z;p,q}(2’17z2)zp /A1(y1,2’1)dy1® / Az (ya, 22)dya | P.

m p

(4.36)
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Die Funktionen ¢§“’(z1, 2), 1 =1,...,4 ergeben sich dann aus
n—z1
[ Avtwnzdn tir () € (a8, 68,0} und
q—z2

As(ya, 22)dys  fiir (p,q) € {(a13), 25), (55, )},

p
Aus den Gleichungen (4.33) und (4.34) folgt

hié& =y — xﬁ) und W& =y + 2 — :L’ﬁ)

Mit Hilfe der Terme (vgl. (4.23))

7,8 1 7,8 r,8 s
() o= (e = k), KRy = ) )
1

liisst sich hi&, darstellen als

(s) (r)

hla =Y1— Ty +2— T+ 5511 = hi&1 + thh (Zl) und damit El =&+ U%r’s)@l)-

Mit der Variablensubstitution h&; = y; — xﬁ’ ergibt sich

(5))

1
n—z1 2 (n—z1—ayy

_ 1-&-—n1-&) 1-&—-n&
/ Ai(y1, z1)dyr = / [ (&)1 — &) (€1 + )y ] d&

m h—ll(m—argi))

schreibt man abkiirzend = n(z;) fiir 5\ (2,). Einfache Berechnungen fithren fiir (m, n) =
(17, 24) awf

1-n

(rs)y ._ I=&-n1-&) 1-&—-n&
Bi(z1,h,ky ) = h10/[ € + (1 —&) (€1 + 1) ] d&y

ok (=m@+n  (1-n?
= El(l—n)[n2+4n+1 (1—n)(2+77)}

Der Fall (m,n) = (xgl), i ) liefert

-
(rs)y . 1-&-n1-&) 1-&-n&
BZ(Zlyhlykl ) = h1/|: (§1+77)(1_§1) (§1+77)§1 :| 51

_ M —(1+n@2=-n - +4n-1
— 6(1+n)[ (1 +7)? —(1+77)(2—77)]

mit 7 = n\""(z1). Die Substitution hs& = y» — 23 in Verbindung mit

1

Ey=E+ ) (2), 5 (2) = —

hz(z — kR, K hy = 2 — 2l
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ergibt
e Bi (22, ho, kgr’s)) fiir p = xﬁ“;), q= fo
As(y2, 22)dys = AN (5) (r)
Bo(za, ho ko ™) fiir p =145, q= 1235 .

p

SchlieBllich lassen sich die matrixwertigen Funktionen gbgr’s)(zl, 29) mit Hilfe der Darstel-
lung (4.36) schreiben als

1 (21,22) = P[Bi(21, ha, kY’S)) ® Bi(z2, 2, kém))]P,
05" (21, 22) = —P[By(21, hi, k") @ By(22, ha, ky )] P,
¢§sr78)(21, 2) = —P[By(z1, hi, K™) @ By (20, ho, k")) P,
8 (21,2) = P[Ba(z1,hy, k™) ® Ba(z, ho, k)| P

Die Elemente dieser 4 x 4 Matrizen besitzen die Form
Oé(Zl, ZQ) = (alzf -+ blzf +c1z1 + dl)(agzg -+ bgzg “+ Coz9 + dg)

und die Summanden der Korrelationsmatrix E{uw,,(t;)ul (t2)}, gegeben durch die Glei-
chung (4.22), lassen sich nunmehr nur noch als Doppelintegrale der Gestalt

n(rs) ¢(rs)

/ / OZ(Elul,82U2)R(U1,U2)d’d2dul

m(8) p(rss)

angeben.

4.1.3 Explizite Berechnung

In diesem Abschnitt wird die Korrelationsmatrix E{uw,,(t;)u] (t2)} ausgehend von der Dar-
stellung (4.14) als Summe von Integralen iiber den finiten Elementen

B{u,(t)u) ()} = Galt) S / / (COY " (ar, 2) (p) (41, 92)C (437)

1S=1 1) pis)

Reqyem, (y1 — X1,Y2 — $2)dy2dyld$2d$1Gg<t2)

fiir spezielle Arten der Vernetzung explizit bestimmt. Im Gegensatz zu den in den Ab-
schnitten 4.1.1 und 4.1.2 betrachteten Verfahren der asymptotischen Entwicklung und der
direkten Berechnung werden die Vierfachintegrale nicht in Doppelintegrale transformiert,
sondern unter Ausnutzung der e-Korreliertheit der Anfangsbedingung explizit berechnet.
Die finiten Elemente T sind dabei als Rechtecke oder Dreiecke gewihlt. Allerdings wird
bei einer Zerlegung des Gebietes D mit Hilfe von Dreiecken vorausgesetzt, dass diese zwei
achsenparallele Seiten besitzen, so dass nur die in Abb. 4.7 dargestellten Grundtypen von
finiten Elementen auftreten. Weiterhin kann die Annahme der gleichméfligen Diskretisie-
rung fallen gelassen werden.
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A r r r r I\ r r
T2 (xgl)v xéz)) (xgn)a xgz)) T2 (ffél)a $§2))
Typ 1
g(w1) 9(r1)” Typ 2
(), 217) - (), 21) (a5, 25)
!Er $17

Abbildung 4.7: Lokale Nummerierung der Dreieck-Elemente 7

Aufgrund der angenommen e-Korreliertheit der zufilligen Anfangstemperatur “u, besitzt
deren Korrelationsfunktion fiir # = (x1,2,) € T die Eigenschaft

Rfﬂogﬂo@ - 1’) = 0 fiir ‘yl - 371| >e V |y2 — 372‘ > €.

Somit sind die Integrale iiber den finiten Elementen 7'®) fiir festes 2 € T) hochstens
dann von null verschieden, wenn 7 N D, (z) # () mit

D.(z) :={yeDnN(xy —e1,x1 + 1) X (x3 — €2, 22 + £2) }.

Zuerst sei die Zerlegung des Gebietes D mittels Rechtecken betrachtet. Die lokale Num-
merierung und die Bezeichnung der Knotenpunkte der finiten Elemente wird geméaf Abb.
4.1 gewahlt.

Bei festem r € 1)y, ist die Summe iiber s in Gleichung (4.37) aufgrund der e-Korreliertheit
der Anfangstemperatur nur iiber solche finiten Elemente T(*) zu erstrecken, fiir welche
seM 1({2 erfiillt ist. Dabei ist die Menge M 1({: )6 definiert durch

M) = {s € gy (i) val) € (af) —en 2l +e1) A (@) valy) € (l) — e, 2l +e2))}

Somit ergibt sich aus Gleichung (4.37) fiir die numerische Berechnung die Beziehung

Ry,
E{w,(t1)uf (t2)} = Gi(ty) Z Z / /(C(r))TQ(’")(:El,xg)(p(s))T(yl,yQ)C(s)
r=1seM ) () 7o)
Reqyemy (Y1 — 1, Yo — T2)dyadyr dzada G (to).



4.1. BERECHNUNG DER KORRELATIONSFUNKTION UBER DIE FINITE-ELEMENTE-METHODE 57

-2l + e
. IEQ
(r
z12)
2l —
T

xﬁ) &1 afy  af) 25 + e

Abbildung 4.8: Integrationsgebiet fiir festes r € 1y, beziiglich s € M 1({2

Betrachtet man Abb. 4.8, so ist a € Mgl und fiir y € T@W\ {y : y1 < xéq) +e1} gilt

|z1 — y1| > & fiir alle z € T(”), woraus Reg,ez,(y — ) =0

folgt.

Bei einer Zerlegung des Gebietes D mit Dreiecken erfolgt die lokale Nummerierung und
die Bezeichnung der Knotenpunkte geméafi Abb. 4.7. Ahnlich dem Fall von Rechteck-
Elementen ist bei festem r € v, die Summe iiber s in Gleichung (4.37) aufgrund der

e-Korreliertheit der Anfangstemperatur nur iiber alle s € M g)g mit
(7") ={seciy: (@ Vv eI A @) val) e )} wobei
J = (@) — e a4 ), J(’"’ (2 — 2,23y +e2)

zu erstrecken (vgl. Abb 4.9).

() _x§,§>+52
z$y)
2y

T(a -y - e

A e 2l ol o) 1 e

Abbildung 4.9: Integrationsgebiet fiir festes r € x;, beziiglich s € M g)e

Fiir T gilt a € Mz() da :1:11 € J1 , ) ¢ J2 , aber Regyeq,(y — ) = 0 fiir 2 € T,
y € T . Die finiten Elemente 7(® und T(b) bediirfen also einer genaueren Betrachtung.
Uber s = a muss nicht summiert werden, wohingegen s = b € M g)a in die Summation
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aufzunehmen ist. Eine einfache Uberlegung zeigt (vgl. Abb. 4.10), dass im Falle eines
solchen finiten Elementes 7@ dieses nur betrachtet werden muss, wenn

(a) (a)
r r . xr — T a a
g(@f) +21) >l — e mit g(ar) = Z2——2 (a1 —al}) + 2.
T3 — Ty
T2
25 +e1
o4
21y — e
glx
(1) )
71y
I
T

Abbildung 4.10: Beispiel eines finiten Elementes am Rand des Korrelationsgebietes

4.2 Berechnung der Korrelationsfunktion iiber die
Fourier-Methode

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt das RAWP mit zufalliger Anfangsbedingung durch
die Finite-Elemente-Methode gelost und darauf aufbauend die ersten und zweiten Mo-
mente berechnet wurden, soll nun die Fourier-Methode im Vordergrund stehen. Deren
Anwendung wird in dieser Arbeit am Beispiel eines Rechteckgebietes (vgl. Abb. 3.1) dar-
gelegt. Fiir die Betrachtung anderer Geometrien sei beispielsweise auf [34] verwiesen. Mit
dem gewéhlten Gebiet D = [—R, R| x [0, H] wird das RAWP (1.17) wie folgt konkretisiert

U — AAT =0, rzeD, te(0,T], A= const (4.38)
AB: u(0,z,w) = “Up(z,w) x€D (4.39)
RB: %(t,x,w)‘(amg —0 (4.40)
<@(t r,w) + ou(t, w)) =0, i=2,34. (4.41)
ON* B ’ T
(9D)3,

Die homogene Neumann-Bedingung (4.40) am Rand (0D), beschreibt wieder den Fall der
Wiirmeisolation und an den Réndern (0D)s; liegen Robin-Bedingungen mit den Warme-
iibergangszahlen «;, ¢ = 2,3,4 an.

Wie in Kapitel 3.1 beschrieben sucht nun die Fourier-Methode eine Losung des RAWP
(4.38)-(4.41) in Form einer unendliche Reihe

ut,z,w) = Y cult,w) ful@). (4.42)

k=1
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Die Funktionen fy; stellen dabei die Eigenfunktionen des negativen Laplace-Operators
—A und der gegebenen homogenen Randbedingungen (4.40) und (4.41) dar und ergeben
sich als Losung des Eigenwertproblems

—Af=pf
af :0, (g—]{[+azf)

RB: ——

ON
mit dem dazugehorigen Eigenwert . Die Doppelindizierung in (4.42) ist durch die Wahl
des Gebietes D als zweidimensionales Rechteckgebiet begriindet. Nach Satz 3.2 bildet
das System der Eigenfunktionen { fi}79_, mit geeignet gewéhlter Normierung ein Ortho-

=0, 1=2,3,4
(0D)s,:

(0D)2

normalsystem im Raum Ly(D). Die zeitabhéngigen Koeffizienten ¢y, k,l = 1,2,... der
Losungsdarstellung (4.42) werden als Losungen der Anfangswertprobleme
Cua(t,w) + Agrer (t,w) =0 (4.43)

AB: c(0,w) = ((uo(,w), fr) =: di(w)

bestimmt. Die Terme (%o (-, w), fr1), k,l =1,... stehen fiir die Koeffizienten der Reihen-
entwicklung der Anfangsbedingung nach den Eigenfunktionen fy;

o0

Eﬂo(wi) = Z(aEO('aw)vfkl)fkl(x)' (444)

k=1

Aufgrund der am Anfang des Kapitels gestellten Voraussetzungen an das zufillige Feld
“Up konvergiert die Reihe (4.44) f.s. im Ly(D). Weiter erfiillen die Eigenfunktionen f
per Definition die gestellten Randbedingungen. Da aber das zufillige Feld “ug als ho-
mogenes e-korreliertes Feld vorausgesetzt ist, erfiillt es die Randbedingungen i.a. nicht.
In die weiteren Betrachtungen geht allerdings nicht “ug direkt ein, sondern dessen Ent-

wicklung nach den Eigenfunktionen > (°ug(-,w), fi) fri(z), welche die Randbedingungen
k=1

wiederum erfiillt. Durch diesen Ansatz werden also die Rand- und Anfangsbedingungen
vertriglich gemacht, wobei aber die stochastischen Eigenschaften der Entwicklung (4.44)
in einer kleinen Umgebung des Randes dD sich von denen des zufilligen Feldes “ug der
Anfangstemperatur unterscheiden. So kann in dieser kleinen Umgebung die Homogenitét
oder e-Korreliertheit der Entwicklung nicht gewéhrleistet werden.

Die Losung der Anfangswertaufgabe (4.43) besitzt dann die Gestalt

Cualt, w) = e Mty (1) — ¢t / T () fualx)da (4.45)
D
und ist somit in Abhéngigkeit der Eigenfunktionen fi;, k,I =1, ... und den dazugehorigen
Eigenwerten pug, k,0 =1,... gegeben. Fiir das Rechteckgebiet D kénnen die Eigenfunk-
tionen {iber einen Separationsansatz berechnet werden. Es gilt
f(x1,22) = p1(1)02(72),
was auf folgende zwei eindimensionale Eigenwertaufgaben
W)+ g1 =0 (4.46)
RB: Apj(R) + azp1(R) =0
=i (—R) + aupr(—R) =0
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©3 + Hap2 = 0 (4.47)
RB: ©,(0)=0
AP (H) + azpe(H) =0

fiir die Eigenfunktionen ¢, und @9 mit den dazugehérigen Eigenwerten jq bzw. o fithrt.

Damit ergibt sich

P = pag + po und  fy(z1, 22) = @1(21)pules),

wobei die Eigenwerte pq; und pg Losungen der Gleichungen

(N urg — agay) sin(2R/1ir) = A/ (aa + ) cos(2R/1i1x), (4.48)
Mgy sin(y/por H) = ag/pugr cos(y/ 1o H ) (4.49)

fir k,0 =1,... darstellen (vgl. [44]). Nach Satz 3.2 sind die Eigenwerte g1, und pg nicht
negativ. Die Eigenwerte p1, = 0 und ug = 0 fiihren allerdings nur fiir as, = a3 = a4 = 0,
was dem adiabatischen Fall entspricht, auf nicht triviale Losungen der Probleme (4.46)
und (4.47), d.h. auf Eigenfunktionen, welche nicht identisch null sind. (vgl. [43], [44]).

Das Verhalten der Eigenwerte jq;, und pgy fiir k, 1 — oo kann wie folgt abgschétzt werden.
Die Bestimmungsgleichung (4.49) der diskreten Werte pg ist dquivalent zur Bestimmung
der Schnittpunkte der Funktionen tan(,/mzH) und )\\‘;?;72 mit uo € Ry (vgl. Abb. 4.11).
Dabei zeigt sich, dass aufgrund der Monotonieeigenschaften der beiden betrachteten Funk-

tionen die Schnittpunkte stets grofler als die Nullstellen (ZHW%Q, [ =1,2,... der Funktion
tan(y/uaH ) sind, d.h.

(lﬂ-)2 o l27r_2
H2  H?2

oy > =O0(*) fir [— oco. (4.50)

Analoge Uberlegungen fithren auf die Ordnungsbeziehung

(kﬁ)z 2 2 9 ..
Hik = TR k Vi O(k%) fur k — oc. (4.51)
Die Eigenfunktionen ¢q 5 und ¢q; k,l = 1,... ergeben sich als allgemeine Losungen der

Eigenwertprobleme (4.46) und (4.47) und besitzen die Form

©1(21) = g1 sin(y/p1gr1) + g2 cos(V/ k1), (4.52)
Pa(T2) = hysin(y/pgir2) + ha cos(/Hgx2). (4.53)

Dabei bezeichnen die Koeffizienten ¢, ¢» und hy, ho die nichttrivialen Losungen der
linearen Gleichungssysteme

a| _ [0]

Ay 0 = 0| (4.54)
und - -
hi| |0

A, _hz_ = 0| (4.55)
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Abbildung 4.11: Schnittpunkte der Funktionen tan(,/uzH) und

a3
A/ 12

mit den Matrizen

=g cos(VinkR) + aysin(y/igR))  (aqcos(y/rigR) — A\/fk sin(y/f1x R))
A = : .
(A/pk cos(y/ppR) + agsin(y/uixR)) (g cos(y/peR) — A\/fag sin(y/i1x R))
und
Ay = { vz 0 }
(A/pizr cos(y/po H) + assin(\/uuH))  (—=A/fa sin(y/fior H ) + avg cos(y /i H))
(vgl. [44]). Die Eigenfunktionen ¢yx(z1) und g (z2) ergeben sich als orthonormierte
Losungen von (4.54) und (4.55).

Zusammenfassend liefert die Fourier-Methode folgende Losung fiir das betrachtete RAWP
(4.38)-(4.41)

Ut z,w) = > oult,w)fulr) =Y e My (w) fulx) (4.56)
k,l=1 k,l=1

= Z e*’\”’“’tdkl(W)Sfjlk@l)@?l(x?)v

k=1

wobei die Reihe f.s. im Lo-Sinn konvergiert. Mit der zusétzlichen Forderungen

E|[u(t,)|]* < oo, d.h. /||ﬂ(t, - w)|[PP(dw) < o0 (4.57)
Q N ,
mit [[a(t, -, w)|[* = / <Z e‘wtdkz(w)fm(x)> dz,
D k,l=1
E|[*(x, )||* < oo (4.58)

ergibt sich auch die Ly-Konvergenz der Reihe

Efu(t,2)} = ) ¢ ¥ 'E{du)}fu(o).

k=1
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Zum Beweis sei

k=1

Enlt,w) = / [Zewtdkl< ) fr(z) —a(t, z,w) | d

= ||Z Sy (W) fu(-) = alt, -, W)

k=1

gesetzt. Es gilt £, — & = 0 fiir n — oo aufgrund der f.s. Konvergenz der Fourier-Losung
(4.56) im Raum Ly(D). Weiter ergibt sich durch die Dreiecksungleichung

I3 et ) ) =) < 113 o) ol + [t )]
k,l=1 k,l=1

Unter Beachtung, dass {fx}75-; ein Orthonormalsystem im Raum L,(D) darstellt und
der Besselschen Ungleichung gilt

I Z e M dyy (W) ful* = D (e M dy( Z du(w)® = (Uo(-,w), fin)?
k=1 =1 =1 =1
= Z(aﬂo('vw)afkl)Z < ||€E0('7w)||2 fs..
k=1

Daraus folgt

&n(t,w) < ([a(t, - W)l + [T (-, w)|)* =
mit E{n} < oo aufgrund der Voraussetzungen (4.57) und (4.58). Damit ist der Satz von
Lebesgue iiber die majorisierende Konvergenz (vgl. [38]) anwendbar. Es gilt

E{¢. (1)} = //[Zewkldkl ) fu(z) —u(t, z, w)

D Lki=1

2

dxP(dw) — 0 fiir n — oo,

woraus folgt

/ [Z e M E{dy} fru(z) — E{ﬂ(t,x)}] d

- / / [Ze-wﬂdkxw)fm(a:)—a(t,az,m P(dw)| de
S A
// [Z e MR (W) frul(x) — T(t, 2, w) P(dw)dxﬁ() fir n — oc.
o Lki=1

Damit gilt aufgrund der Zentriertheit des zufilligen Feldes “ug fiir den Erwartungswert
der Fourier-Losung u(t, x,w)

E{u(t,z)} = E{Z e M iy fra (i) } Z e M E{dyy} fu(r) =

k,l=1 k=1
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Fiir die Bestimmung der Korrelationsfunktion E{u(t,, x)u(t2, y)} der Fourier-Losung (4.56)
wird die Reihe

ﬂ(hawi) t27y7 Z Z € Ak i1y t2) dk ll< )dk212<w)fk1l1<x>fk212<y>
k1,01=1 ko,l2=1

betrachtet. Diese konvergiert f.s. im Lo-Sinn. Da { fr,1, () frat, (¥) 1751, kp1o=1 €I Ortho-

normalsystem im Raum Ly(D x D) darstellt, lisst sich durch analoge Uberlegungen wie
im Fall des Erwartungswertes die Lo-Konvergenz der Reihe

E{ﬂ(tla x)ﬂ(t% y)} - Z Z 67)‘(“’6111t1+ﬂk212t2)E{dk1l1dk2l2 }flﬂll (x)flmlg (y)
k1,01=1 ko,l2=1

ableiten. Damit ergibt sich die Korrelationsfunktion E{w(t,, z)u(t2, v)} der Fourier-Losung
(4.56) wie folgt

E{E(tl,l‘)ﬂ(t%y)} - E{ Z Z 6_)\(Mkllltl—i_MWQtQ)fklh("L‘)fk2l2(y)

k1,l1=1 ka,lo=1
// (2)70(2) frats (2) frats (i)dzdz}

— Z Z e*)\(ﬂkllltl+ﬂk2l2t2)fklll(x)fk2[2<y) (4.59)

k1,l1=1kg,l2=1

/ / E {00 (2)°0(2)} fiats (2) frata ()40

Fiir die Berechnung dieser Vierfachintegrale konnen die in den Abschnitten 4.1.1 und
4.1.3 betrachteten Methoden Anwendung finden. Dabei ist allerdings zu beachten, dass
die Funktionen f;; im Gegensatz zu den Ansatzfunktionen p; der Finite Elemente Methode
hinreichend glatte Funktionen iiber dem Gebiet D sind.
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Kapitel 5

Randanfangswertproblem mit
zufilliger Randbedingung

Gegenstand dieses Kapitels ist die Losung des RAWP (1.18) mit zufilliger Neumann-
Bedingung der Art

U — AAU =0, z=(11,70) €D CR? t€(0,T], A= const (5.1)
AB: wu(0,z,w0)=0, x€D
ou —
RB: oo(taw)]| =P 5.3
)| =Pl 5
15}

=0, (5.4)
(0D)3

(8—;(15, 2w) + atlt, z, w))

sowie die Bestimmung deren stochastischer Kenngréflen, wie Korrelations- bzw. Varianz-
funktion. Das zufillige Feld P beschreibt dabei den Wirmefluss iiber dem Rand (9D)
in Abhéngigkeit von Zeit und Ort und wird als Element einer Familie reellwertiger e-
korrelierter Zufallsfelder (°P, & > 0) mit der Korrelationsfunktion

Rfﬁfﬁ«tl? SL’), <t27y>> = E{E?@lvx)EF(tQa y)}7 ity € (07T]7 T,y € (8D>2

modelliert. Damit ist vorausgesetzt, dass °P, ¢ > 0 die Bedingungen aus Annahme 1.3
erfiillt. Die Komponenten ; bzw. €5 der Korrelationslénge ¢ beschreiben in Folgendem
die Lénge der Korrelationen in der Zeit bzw. im Ort.

Zur sinnvollen Definition der Korrelationslange ey fiir Punkte auf dem Rand (0D)y wird
eine Parametrisierung

(D)3 : v — z(v) = (x1(v), x2(V))
mit der Bogenlinge v vorausgesetzt. Mit v(x) wird die Bogenlidnge des Randes (0OD), vom

Anfangspunkt bis zu = € (0OD)s bezeichnet. Fiir die homogene Korrelationsfunktion der
Randbedingung °P(t, z,w) wird

R ((t1,2), (ta,y)) = Rpp(ta — t,v(y) — v(z)) = R (tzg—lh’ V(y);V(:L’))

angenommen, wobei davon ausgegangen wird, dass sich die Prozesswerte *P(t, z, w) beziig-
lich # nur entlang des Randes (D), beeinflussen kénnen (vgl. Abb. 5.1).

65
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(OD)y

Abbildung 5.1: Korrelationsabhéngigkeit beziiglich des Ortes
Repp ((2), (y) = Repep (-, v(y) — v(x))

Fiir den Zusammenhang der geforderten Bedingungen an °P(¢, z,w) und den Vertriglich-
keitsbedingungen (1.13) und (1.15) wird auf die Bemerkungen 1.7 und 4.1 verwiesen.

Zur Losung des RAWP (5.1)-(5.4) finden wieder die Finite-Elemente-Methode und die
Fourier-Methode Anwendung. Auch im Falle der zufilligen Randbedingung °P zeigt sich
eine gute Ubereinstimmung der berechneten stochastischen KenngroBen der FE- bzw.
Fourier-Losung, worauf in Kapitel 7 detailliert eingegangen wird.

5.1 Berechnung der Korrelationsfunktion iiber die
Finite-Elemente-Methode

In diesem Abschnitt wird das zufillige RAWP (5.1)-(5.4) mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode gelost. Die Vorgehensweise entspricht dabei der in Kapitel 2 beschriebenen,
wobei zu beachten ist, dass keine Dirichlet-Bedingungen vorliegen, d.h. v, = ) und die
Differentialgleichung (5.1) sowie die Anfangsbedingung (5.2) homogen sind.

Die aus dem RAWP (5.1)-(5.4) abgeleitete Variationsformulierung (vgl. (2.7)) hat die
Gestalt

(u,v) +a(t;u,v) = (F(t),v), Yve HYD), Vte€ (0,7
AB: @0, -,w),v) = 0, Vv e H'(D), (5.5)

wobei der Raum der Testfunktionen dem Sobolevraum H'(D) entspricht und folgende
Beziehungen gelten

(U, v) = /ﬂt(t,x,w)v(x)d:c,

D

a(t;u,v) = A Zﬂ%(t,x,w)vwk(x) dr + « u(t, z,w)v(x)ds,
D/ h=1 (3D/)3
(F(t),0) — / Pt , w)o(x)ds.
(0D)2

(@(0,-,w),v) = /E(O,x,w)v(x)daz.

D
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Aufgrund der Diskretisierung im Ort wird der Sobolevraum H'(D) durch den endlichdi-

mensionalen Raum
Vi, = {vh sup(r) = Z vipi(x)}

1EXH

ersetzt und die approximative Losung u, der Variationsformulierung (5.5) besitzt dann
die Gestalt

n(t, r,w) Zuh]twp] (5.6)

JEXR

Damit ergibt sich fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten w,,(f,w) = [us,i(t, w)]iey, folgendes
System gewohnlicher Differentialgleichungen (vgl. (2.13))

My, (t, w) + Kpuy,(t,w) = f, (t,w) (5.7)
AB: u,(0,w)=0.

Werden die Beziehungen (2.14), (2.15) und (2.16) benutzt, so ergeben sich die Massematrix
M, die Steifigkeitsmatrix K, und der Lastvektor f;, als

My = [P )i jey, - (5.8)
2
Ky = [alpyp)]yey, = | / S Bhera [ ppds| . (59
= (9D)a ijExn
T

[(tw) = [(Ft.w) L, = / P(t,2,0)pi(x)ds

(9D)2 1EXh

Die Losung der zufilligen Anfangswertaufgabe (5.7) ist durch das Integralfunktional
uy(t,w) = /Gh(t—T deT—/ / Gu(t — 7)p(x)P(1, 2, w)dsdr (5.10)
0

gegeben. Die Matrixfunktion Gy, ist dabei wie in (4.12) gegeben durch
Gh(t) = exp(—M, ' Kyt)M, ' = Ve MtV

Die Ansatzfunktionen p = [p;];ey, werden nur iiber dem Rand (9D), betrachtet, womit i.a.
nur die zu den Knoten P;, welche auf (9D), liegen, gehorigen Ansatzfunktionen ungleich
null sind. Die approximative Losung @, der Variationsformulierung (5.5) besitzt damit
die Gestalt

w(t,r,w) Z upi(t, w)pj(x Z/ / (Gt —T1)]; ]_D(Z)EF(T, z,w)dsdr pj(x),

JEXR JEXh 0 (8D)2

wobei [Gj,(t — 7)|; die j—te Zeile der Matrix G}, (t — 7) bezeichnet.
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Mit Hilfe der gegebenen Diskretisierung des Gebietes D ergibt sich die Diskretisierung des
Randes (0D), als
(@), = U [P, P},
=

Die Indexmenge ¢, = {1,...,R,} enthiilt dabei die Nummern aller finiten Elemente,
welche auf (OD);y liegen und die Punkte Pl(r) und PQ(T) bezeichnen die Knoten des finiten
Elements 7 mit P{”, P{") € (8D),, wie aus Abb. 5.2 ersichtlich ist. Diese Abbildung zeigt
auch, dass es fiir die numerische Berechnung der Losung des RAWP im hier betrachteten
Fall unerheblich ist, ob eine Diskretisierung des Gebietes mit Dreiecken oder Vierecken
vorliegt.

(OD)y P Py (OD)2 P Py

Abbildung 5.2: Diskretisierung des Randes (D), mit Rechtecks- bzw. Dreieckselementen

Die Vernetzung impliziert, dass der Rand (0D), durch einen Polygonzug approximiert
wird. Die Parametrisierung durch die Bogenlinge des Gesamtrandes (0D)s legt eine Zu-

ordnung zwischen den Randstiicken [Pl(r), Pz(r)], 7 € ¢, und den Parameterintervallen ()
fest. Es gilt

I = [, 2] mit iu”):'/(f%(”), i=1,2 wd I= U I®.
kEyy

Es sei erinnert, dass die in Annahme 2.2 vorausgesetzte Regularitit der Diskretisierung
des Gebietes D eine ausreichende Approximation des Randes auch im Falle krummlinig
berandeter Gebiete sichert.

Ziel der weiteren Uberlegungen ist es, Momentenfunktionen der erhaltenen approximati-
ven Losung uy, zu berechnen. Aufgrund der Zentriertheit des zufélligen Feldes P gilt fiir
das erste Moment

E{u,(t,z)} = Z / / [Gh(t — 7)];p(2)E{°P(7, 2) }dsdr pj(z) = 0.

JEXR 0 (9D)s

Analog zu Abschnitt (4.1) lisst sich die Korrelationsfunktion E{u(t;, z)u(ts, y)} der Losung
u der Variationsformulierung (5.5) durch die Bezichung

E{u(ty, «)u(ts, y)} ~ E{un(t, 2)an(tz, 9)} = Y Bluna(t)un,(t2) hpi(@)p;(y)

ivjexh



5.1. BERECHNUNG DER KORRELATIONSFUNKTION UBER DIE FINITE-ELEMENTE-METHODE 69

annithern. Die Korrelationsmatrix E{u,, (t;)ul (t5)} der Lésung w,, des Problems (5.7) er-
gibt sich dann mit (5.10) als

E{uh(tl)uh (ta)} = {(/dr / ds Gp(ty — 1) ()T(¢,x,w)>
(/m/dsamq ey <m>)T}

0 (D)

:/dﬁ/dTQ / ds / ds, (5.11)

0 (0D)2
Gn(t, — Tl)lj(ff)BT(?/)Gh(t2 — 1) E{*P(11,2)°P(72, )}

Mit Hilfe der Parametrisierung des Randpolygonzuges und Beziehung (2.10) gilt

E{u, (t)uf (t2)} = /d7'1/d7'2 Gr(ty —71) Z (cnT (5.12)

COG(ty — 7o),

To —T1 Vo — U
[ dm/vaz_?(”(vl)(z_?(s))T(Vz)R( L 1)
&1 E9

() 1)

wenn
p(v) = p»(x(v)) (5.13)
vereinbart wird. D.h. die Funktion p("(v) wird mit der Funktion p(z(v)) auf z(v) €

[P{", P{"] identifiziert. Die Variablentransformationen

To —T1 Vo — 11

und v — us Uy =
&1 €2

T — U . U =

iiberfiihren die Korrelationsfunktion E{u,(t;)u} (t2)} in die Form

T2
to €1 Ry,

E{Qh(tl)QZ(tQ)} = 6162/d7‘2 / duy Gty — (10 — €1uy)) Z(C(T))T (5.14)

0 T2t ms=1
€1
1
= (va—w()

(e
. [ / dl/g / dUQ ]_D(T)(VQ — €2U2)(]_9(S))T(1/2)R(U1, Ug) C(S)Gg(tg — 7'2).

ly(s) %(yg—r_)]/("‘))

Mittels der Definition h(") := distRand(Pl(r),PQ(T)) = 2 — w und der Vertauschung
der Integrationsreihenfolge (vgl. Abb. 5.3) ergibt sich analog zu (4.15) fiir das innere
Doppelintegral mit

H(vo;ur,up) := B(T)(VQ — €2u2)(z_?(s))T(V2)R(U17 u3)
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die Beziehung

() = (a—wl")
/ dl/2 / dUQ H(VQ; Uy, "L@) (515)
11/(5) %(VQ—QV(T))
( %(w(s),w(r)) ) begus %(1,,(8),1,,0)) () %(jﬁs),ﬂ,(r)) ()
f dUQ f dl/g + f dUQ f dl/g + f dUQ f dl/g
%(11/(5)*21/(”) ws) %(2;/(3)72;,(7")) ) %(ly(s),w(m) (P tesun
H(vo;up,up)  fr > pls)
L) ) s L@O-20) e, L (@-p) ()
f dUQ f dVQ -+ f dUQ f dl/2 -+ f dUQ f dl/2
%(11/(8) Q;/(T)) 11/(5) %(ly(s)—ly(’r)) 1V(T)+62u2 %(21/(8)721/(7‘)) 1V(T)+€2ug
\ H(vyjuy,up)  fiir A < A
Us R() > ps) Us R < ps)
a((®))
(s)
(2V ) U(VQ) é(VQ — 1V(T))
a(w(®) u(®))
(s)
w1 (')
L vy — 1)
(1U(S)) (1V(S))
| | | |

1U(S) 21/(5) IV(S) 21/(5)

Abbildung 5.3: Zur Vertauschung der Integration im Fall A" > h(®) bzw. b < pl)

Fiir die folgenden Uberlegungen wird die Annahme
A =p) =h, rsedy
getroffen, wodurch sich die Berechnungen erheblich vereinfachen. Es ergibt sich damit
21— ) = g = B = ) )

und folglich entféllt die Fallunterscheidung in (5.15). Des Weiteren verschwindet der mitt-
lere Summand wegen 28— ) = ) — ()
Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge auch auf das duflere Doppelintegral beziiglich

79 und u; angewendet, wobei 0.B.d.A. 0 < t; < ty angenommen wird und die zusétz-
lichen Transformationen (uq,us) — (uf,u)), vy = —uy, uh = —uy fithren ausgehend
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von (5.14) bei Beachtung der vorausgesetzten Homogenitét der Korrelationsfunktion, d.h.
R(uy,us) = R(—uq, —ug) schlieflich auf

R, S heaw 0 t1—e1u1 o (ti—t2)
E{yh(tl)yg(tg)}:slsgz / /dT2+ / duq /dT2+ / duq / dTo
ms=1 10 (1) —f1m 1w
= L () - (9)) ) _eous %(W(r)_?,,(s)) ()
/ dus / dvy + / dus / dvy | (5.16)
_%(11/(0,11/(3)) w(®) o (M=) wl—cous

Gh(tl — (TQ + €1U1))(C(r))T]_)(r)(V2 + EQUQ)(B(S))T(VQ)C(S)
. GZ(tQ — TQ)R(ul, UQ).

Da R(uy,us) die Korrelationsfunktion einer 1-korrelierten Zufallsfunktion ist, gilt

R(uy,ug) =0 fiir |uy] >1 oder |ug| > 1.

Damit kann das Integrationsgebiet [0, z—ﬂ im Fall t; > & auf [0, 1] reduziert werden.
Weiterhin folgt im Fall ¢; + ey < ty die Beziehung i(tl — ty) < —1, womit sich das

O} auf [-1,0] beschriankt und das Integrationsgebiet [ L 2, tlalm}

t1—1o

Integrationsgebiet [
vollstandig Verschwmdet. Fiir Zeitpunkte t := t; = to vereinfacht sich die Bez1ehung
(5.16), da in diesem Fall das Integrationsgebiet [é(tl —ta), 0] verschwindet.

Der Vorteil der Darstellung (5.16) besteht in der Unabhéngigkeit der Korrelationsfunktion
R von den Integrationsvariablen 7, und 5. Um diese Eigenschaft auszunutzen, werden
folgende Funktionen ¢!"* in Abhéngigkeit von z = (21, 25) eingefiihrt

(rs)

V) = 00t e (),
F9(2) = =) o (2
§(2) = — 0l i (2 -
CIE) = 0w (2 '
5 = e (2
§(2) = =) ) o (2),
wenn mit
V() = Gults =) C) DD (), y = (72,10) = (41, 92) 5.18)

Qz (y) = (B(S )T (y2) CO Gy (t2 — 1)

die Funktion gbg;f,)up o Wie in (4.21) definiert wird durch

n—zi q
(bé:f?)unq](zb 22) = / @ / 4y QY) (y1 + 21, Y2 + Z2)Q§s) (917192) (5-19)
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und w[:;;;),q] durch

n—zi q—z2
iﬁ[(;;;?q](zh Z) = / dy: / dys QY) (y1 + 21,92 + zz)Q;s) (y1,Y2)- (5.20)
—21 J2

Damit ergibt sich aus (5.16) die Beziehung

Ry
E{u,(t)uj ()} = 182 Y (5.21)
r,s=1
b i L@ —p®) L@ -p®) i
/du1 / duy ¢\ (e1uy, e2us) + / dus 5 (e1u1, £2us)
0 BT L () |
0 [ L) L () i
+ / duy / dus ¢ér’8)(€1ul,€zlb2) + / dus ¢g’8)(51u1,52u2)
%(tlfm) é(ly(r)ﬂy(s)) %(W(r)ﬁy(s)) |
é(h,b) %(Ql,(r),ly(s)) %(Ql,(r),w(s))
+ / duq / dus ¢ér’s)(51u1,52u2) + / dus <b4(f’s)(51u1,52u2) R(uy, us).
2 L (w)—wl) L () () |

Aufgrund der vorausgesetzten e-Korreliertheit der zufilligen Randbedingung °P muss in
obiger Beziehung die Summe beziiglich der Variablen s nicht iiber alle Intervalle 1 ) se
¥y, gebildet werden. Mit den Beziehungen

ex=(l—9)h mit
KT = ) )

leN, Jel0,1),

und analogen Uberlegungen wie in Abschnitt 4.1 ergibt sich, dass die Summanden in
Gleichung (5.21) fiir alle Intervalle 1(*) mit

) > 1 —9+1 oder kK < —]+9—1

gleich null sind.

Ausgehend von den Darstellungen (5.12) bzw. (5.21) werden im Folgenden drei Verfahren
zur Berechnung der Korrelationsmatrix E{uwy, (t;)ul (t2)} vorgestellt.

5.1.1 Asymptotische Entwicklung h6herer Ordnung

Der Einfluss des zufilligen Wirmeflusses °P iiber den Rand (dD), auf die Losung u,
des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen (5.7) wird durch das Integralfunktional

(vel. (5.10))

t

uy (t,w) :/ / Gp(t — 7)p(2)°P(1, z,w)dsdr

0 (8D)2
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beschrieben. Analog zum Fall der zufélligen Anfangsbedingung (vgl. Kapitel 4.1.1) muss
die deterministische Kernfunktion

Gu(t = )p(x) = exp(=M,  Kn(t — 7)) M, " p()

fiir die in [39] angegebene asymptotische Entwicklung hoherer Ordnung der Korrelations-
funktion E{w,(t;)ul (t2)} nach der Korrelationslinge ¢ die in Annahme 4.3 formulierten
Bedingungen erfiillen. Falls die Funktionen [p;];c,, als lineare oder bilineare Ansatzfunk-
tionen gewéhlt werden, so sind diese lediglich stetig iber dem Rand (9D)s. Die angespro-
chenen Bedingungen wéiren damit nur fiir m = 0 erfiillt. Werden die Funktionen [p;)icy,
allerdings iiber den Intervallen [P, P\, r € 1, betrachtet, so sind die Bedingungen der
Annahme 4.3 fiir beliebige Ordnungen m erfiillt. Somit kann ausgehend von Gleichung
(5.21) eine Entwicklung der Korrelationsfunktion E{u,, (t)uf (t3)} auch héherer Ordnung
angegeben werden.

Analog zu (4.24) ergibt sich eine Entwicklung fur ¢§T’s) (e1u1,69us), @ = 1,...,6 an der
Stelle (0,0)

7,8 504 [e% r,s [e%
O (erur epun) = Y =D (21, 2) U g (E1un, Eaus). (5.22)

|a|<m #1=22=0
Fiir die weiteren Betrachtungen werden die in Abb. 5.4 angegebenen Bezeichnungen fiir
die benachbarten Elemente von T(") genutzt. Dabei stellt 7™ das rechte Nachbarelement
und TWD das linke dar.

—h 0 h 2h —h 0 h 2h

Abbildung 5.4: Bezeichnung benachbarter Finiter Elemente von 7" bei einer Diskretisie-
rung mit Rechtecken bzw. Dreiecken

(r,s) (r,s

In Gleichung (5.21) erfolgt die Integration von ¢\, ¢{"* ¢{"*) beziiglich us iiber

1 1
_(ly(r) — 1,/(s)) <y < _(2,/(7") _ 1,/(s))
€2 €2
und von ¢, ", ¢ iiber
1

1
— (™ — 2,/(s)) <y < — (/) — 2,/(8))‘
€2 €2

Damit der Entwicklungspunkt (0, 0) im Integrationsgebiet der Funktionen ¢§T’s) liegt, muss
die Beziehung
£9 S h
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vorausgesetzt werden. Der Beweis wird analog zu Kapitel 4.1.1 gefiihrt.

Es ist von Interesse, welche Summanden in Gleichung (5.21) sich bei festem [ in
Abhéngigkeit der Funktionen qb ") 1 null ergeben. Das Integrationsgebiet beziiglich sy
fiir ng(TS , i =1,3,5 erstreckt sich im Fall ¢ =0, (") = h (vgl. Abb. 5.4) iiber

1 1 1 1
_(ly(r) _ 1V(s)) = —— ¥ <y < _(2V(r) _ 1,/(s)) = —(h— 1V(S)). (5.23)
€9 €9 E9 €2

Die Korrelationsfunktion R(uq,us) ist null fiir us ¢ (—1,1) und folglich in Verbindung
mit (5.23) fur

1 1
1 S ——1V(S) bZW. —<h — 1V(S)) S —1
9 €9

also insbesondere fiir

v < —h bzw. 2 < w9,

Unter der Annahme u; € (—1,1) sind die Funktionen ¢§“s’, i =1,3,5 bei festem 7 also
nur fiir s € {r, Nr} zu beriicksichtigen, da nur in diesen Fallen R(uy,us2) # 0 gilt. Analoge

Uberlegungen liefern, dass die Funktionen gbgr’s), i =2,4,6 nur fiir s € {r, NI} betrachtet
werden miissen.

Zusammenfassend ergibt sich aus (5.21) mit Hilfe der Entwicklung (5.22) fiir 5 < h die
Beziehung

oc—i—l
Bl - 3% ¥ S ) (521
r=1 s=r,Nr |a|<m i=1,3,5
rs) rs)
< Z 0o, ) + Pm1(€1, €2)
1=2,4,6

Yy

r=1 s=r,Nl |a|<m

mit den Bezeichnungen 1 = (1,1), qus) = D(a)¢§r’s)(z1, 29) ,i=1,...,6 und
z21=22=0
n q
o o _ 1 1
i = [ dur [ dugu R(uy,uq), £&1:= e £y = =

a(rvs) — aa’ a(T’S) R aa’

ol T 0, &ty E2(w (M —w (), Ea (M —w )] P2 T 0, E1t1; E2 (M) —(9), &2 () —aw()])

a(rvs) — aCl{

a3 T [ E1ta, E1(t1—t2); 62(11/(7")—1y(3)) 52(?]/(7‘)—11/(3))}

(T‘,S) — «

ad T Aty & (t—ta); Ex (W) — (9, Ex (M) — ()] (5.25)
279 g0 N

a5 T PE(ti—t2), 0582 (w (M) —w ), S (M —w®)] T T (e (t1—t2), 05 E2(w(M) —aw(9), Ex (M) ()]
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Es ergibt sich analog zu den Uberlegungen aus Abschnitt 4.1.1

Dl () / dy, / dys DO (s + 21 + )0 (ays)  (5.26)
a1—1
+Z(—1)2+1 / dyzD(al_l_l’m)QY)(na?h+Z2)D(i’o) gs)(n—zhyz)
1=0 D
as—1 n—zi
Y (-1 / dyy D100 (1 42 DO (41 g — )
=0 m

a1—1ag—1

T Z Z (—1)H plert=iea=1=D Q1) () DEDQY (n — 21, q — 2),

i=0 ;=0

wobei
Hlel r )(

Dleraz) () —
Q1 (y1 + 21, Y2 + 22) PETEEE

Y1+ 21, Y2 + 22)

und eine analoge Beziehung fiir Qgs) vereinbart wird. Mittels Induktion lésst sich weiterhin
beweisen

Dlerelylre) ( dy1 dyz DU (y 2 yo + 2)QY (g1, 10)  (5.27)
[ pQ]

a1—1
+ Z<_1)H1 / dy D'~ 17402) (T)(n Yo + 25) DO (S)(n— 21,92)

i=0 ;
a1—1 ==

B Z (-1t / dys D170 Q0 (0, yy + 29) DUVQY) (— 21, 12)
i=0 J
az—1 n-Aa

+y (- / dy D 2710Q0 (yy + 21, ) DOVQY (y1, g — 22)
i=0

—z1

Neben

AT (zim,n,p,q) - /dy1 / dy, D(122) (y1+21,y2+22)Q2 (y1,92), (vel. (4.27)),
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werden

n—z1
A (zm,p, q) = / diy, / dys D(O“’OQ)QY)(% + 21, Y2 ‘|“22)Q58)(y1>y2)7

—z1

a;—1 a- =2
B (zin,pog) = Y (—1)H / dyy D@ =192 Q0 (0 yy + ) DEVQY (1 — 24, ),
=0 D
as—1 n—z
O (zimon,g) = Y (~1)*! / dyy D> 0Q1 (yy + 21, ) DOIQS (51, q — 2),
=0 m
as—1 n—z
CU)(zm,q) =Y (—1)™! / dyy D21 DQ0 (g1 + 21, q) DY (y1, g — ),
=0

—z1

A ) = 3 Do (-1 D e Q0 (0, ) DEDQE (1 — 20, — 22)
eingefiihrt und es ergibt sich aus den Gleichungen (5.26) und (5.27)

D) g oy ACS) (i np.g) + B (2im, p, q) (5.28)

[m,n;p,q]

O (zimyn, q) + HO (21, q),

Dlerenyrs) (2) = A9z p.q) + By (zinp.q) — By (0,p.0)  (529)
+C0 (zn,q) + Hy ™ (zin,q) — Ho ™ (2:0,9).
Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich die Ableitungen
D@12 g (2) fiir = 1,2,3,4 und D)) () fiir i = 5,6 (5.30)

der Funktionen gb(r’s) (vgl. (5. 17)) berechnen.
Zur Bestimmung der Terme qaz in Gleichung (5. 24) sind wegen (5.28) und (5.29) die
Ausdriicke A" 8), Al 8), B((X ), C(r s), O und H D fir 2 = (0,0) zu betrachten (vgl.

a

auch die entsprechenden Betrachtungen in Abschnltt 4.1.1). Es ist

pM(z) =0 fir ze (D), \ [P, P

und folglich gilt auch fiir die in (5.18) definierten Funktionen Q"

Q) =0, i=12 fir ypel\[w" 2"
Der Ausdruck

AU (0;m,n,p, q) /dm/dy2 DE2Q (g1, 92)Q5” (y1, 9»)



5.1. BERECHNUNG DER KORRELATIONSFUNKTION UBER DIE FINITE-ELEMENTE-METHODE 77

verschwindet folglich fiir » # s. Die gleiche Aussage ldsst sich fiir Al (0;m,p,q) und
Eﬁf’s) (0;m, p, q) ableiten.

Werden lineare oder bilineare Ansatzfunktionen Q(r) (x1, z9) vorausgesetzt, so ergeben sich
aufgrund der Berandung der finiten Elemente 7" durch Geradenstiicke wiederum lineare
Funktionen p((v) in v. Folglich verschwinden die Ableitungen von p((v), welche hoher
als Ordnung eins sind. Es gilt -

(Al: s ¢ {r}

Al 0;m,n,p,q) =0
( p.4) fiir A2 : ag > 1 bei linearen bzw. bilinearen (5.31)

Ams) . —
Ay (0;m,n,p,q) = 0 Ansatzfunktionen,
(Bl: s¢ {r}

—(rs) B2: a1 =0

B, (0;n,p,q) =0  fiir . s (5.32)
B3 : ag > 1 bei linearen bzw. bilinearen

Ansatzfunktionen.

Die Terme U&T’S)(O; m,n,q), CA'C(YT’S)(O; n,q) gehen in die Berechnung von ¢
ten ¢ € {w, 2™} ein. Aus der Form der Integranden, welche Produkte der Faktoren
Dle2=1=0pM) (¢) und D@ (p*))7(g) enthalten, ergibt sich

(6]

(f’-s) mit den Wer-

;

qg = s ¢ {r, NI}
g = ¥, s¢ {r,Nr}
fiir C2: as=0 (5.33)

C3: ay > 3 bei linearen bzw. bilinearen

C1:
US’S)(O; m,n,q) =0
CU0in,q) =0

\ Ansatzfunktionen.

Ein &hnliches Resultat folgt fiir HS’S)(z; n,q) mit g € {w", 2"}

q = ¢, s¢ {r, NI}
g = 27, s¢{r,Nr}
ﬁg”s)(o; n,q) =0 fir H2: min{aj,as} =0 (5.34)

H3: ag > 3 bel linearen bzw. bilinearen

p

H1:

\ Ansatzfunktionen.

Im Folgenden werden die ersten Entwicklungsterme der Varianzmatrix E{u,,(t)ul ()} ent-
sprechend der Gleichung (5.24) berechnet. Fiir t = ¢, = t5 ergibt sich aus (5.25)

(7"75) 0 (7"75) 0 .

a’oz,5 - a’oz,G -

Die Glieder nullter Ordnung der Entwicklung (5.24) fiir ¢ = t; = to ergeben sich fiir
a=(0,0). Aus (5.30) und (5.26), (5.27) folgt fiir i = 1,2,3,4 und r # s

q((SSL = ¢§r’s)(07 0) = AES’,Z))(O, 0; mg, ni, ps, Qi) =0.
Im Falle r = s zeigen die Beziehungen (5.17)

77 (0) = 9377(0) = 657(0) = 6" (0)
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und damit

q((OO AESG (0,0;0,t, 11/( ) (r)> _. q(r,r).

Es ist mit a = (0,0) und &h = & (™ — p()

i o) (rr = qgr)

rr)
o,

ITM»
Q =
S

_ (r,r) a o o
= 4y’ [a[o £14:0,600) T Q[0.616:—250,0) T A—2,4,00,600) T a[—élt,o;—égh,oﬂ
gt Eh
rr
= q& / duy / dus R U17U2)

—éqt —&sh

(vgl. (5.25)). Damit ergibt sich der nullte Entwicklungsterm E{w, (t)u! (t)}o als

Ry,
E{uw,(t)ul (H)}o = c162 > ayp) Z ag .
r=1

mit h
i h
Zaggg :/ /du2 (u1, us)
it &
und
t w(7)
qéglgg - AESS))(O 0;0,¢, 1’/() (r)):/dyl / dy2QY)<y17y2) U(@hayz)
0 11/(7‘)
t 21/(7”)
= [an [ dnaGalt = 5)(CV B 0) ) )G~ ).
0 11/(7‘)

Der Entwicklungsterm erster Ordnung E{w, (t)u} (t)}; der Varianzmatrix E{w, (t)ul (t)}

wird bestimmt durch
a+1 ( (
> = Z 4

|laf=1

wobei sich die Summe {iber « = (1,0) und o = (0,1) erstreckt. Unter Beachtung der
Beziehungen (5.31)-(5.34) folgt im Fall & = (1,0) und ¢ =1

q((;g))l — pUOgrI(g, ) — D(1’0)¢0t1u(5) 01(0,0)

— A(T‘,S)

(1,0)(070; 0,¢, v, 2" )+ B :f)) (0,0;t, G ))

und damit q((;g)) . = 0 fiir » # s. Offensichtlich ergibt sich auch

qgg) =0 fir r#s und i=1,2,34.
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Fiir « = (0,1) und ¢ = 1 lésst sich

q((g’j;,l = DO (TS)(O 0) = (0’1)¢[o,t,w<s),2,,<m}(0 0)
7, —(r,s) r
= AED(0,0;0,, w1, ) + Tg3)(0,0;0,t,2/7)

und

(r,5) 0 fir s & {r, Nr}
fona = 658’781))(0, 0;0,t,2™) fiir s = Nr

ableiten. Fiir ¢+ = 2 gilt

aona = DOPey (0,00 = ~D (0’1)¢[0t?p<s> w(0,0)
(r,s)

= —[AG0.0,0,6,2, w0) + TE1(0,0;0,¢, )]

und

(rs)

q - r,s
o2 Eo 1)(0,0;0,¢, w)  fiir s = NI.

0 fir s ¢ {r, NI}
—C
Fiir den Fall ¢ = 3 ergibt sich

(r,s) o (r,s) (r,s)

doms = DOVTV(0,0) = —DOVGID (0,00 = DOVGE ) (0,0)
(r,s)

0,1

und fir 7 = 4 dann . .
40.1),4 = 01,2

Zusammenfassend gilt fiir 7 # s im Fall a = (1,0)
Zq(” (”) =0 fir r#s

und fiir o = (0,1)

qgf) [0 . ]+a[ 00}) fiir s = Nr
7517 52 bl 52
Zq(” 0l =00 (ao fiir s = NI
qa? a[otoh}—i_a[__oo h,} ur s =
751 782 51 ) 782
0 sonst fiir s # r.

Der Entwicklungsterm erste Ordnung der Varianzmatrix E{u,(t)u} (t)} kann berechnet

werden als

Bl 0] = 25 Y- Z(Z oo m)

r=1 |a|=1 s=1 i=1

t
€1

0
= 81822 Z Zq(rr (rr) +52q((6ivr / UQUQR Ul,UQ)

r=1 ||a|=1 i=1

€1

L L
+&2q g: )g / /dUQ UQR ul,u2)
t 0
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Entsprechende Ergebnisse lassen sich fiir |a| > 2 angeben.

5.1.2 Direkte Berechnung bei linearen oder bilinearen Ansatz-
funktionen

Ausgehend von der Darstellung (5.21) der Korrelationsfunktion E{w, (t;)u] (t2)}, fiir die
eine uniforme Vernetzung des Randes (0D), vorausgesetzt wurde, sollen nun unter Annah-
me linearer oder bilinearer Ansatzfunktionen {p; };c,, fiir die matrixwertigen Funktionen
") i =1,...,6 (vgl. (5.17)) keine Entwicklung (vgl. (5.24)) verwendet werden, sondern
diese explizit berechnet werden.

Die Funktionen Qﬁ(r’s), i=1,...,6 sind durch <b ) 1(2) bzw. w[n pq]( z) aus (5.19) bzw.

[m,n;p,d]
(5.20) definiert. Belsplelswelse erglbt sich fiir gbf;fn Pl (z)
n—zi q—z2
¢E;;i)z;p,q}(z) = / dr Gp(ty — (17 + Zl))(C(T))T / dVZZ(T)(V + 22)(2(8))T(V)C(S)Gh(t2 —7)
m p

und das Integral

q—z2

(225 p,q) := / dvp" (v + 2)(p") " (v) mit  (p,q) € {(w",»7), (@, ¥} (5.35)

P

lasst sich mit Hilfe der Finite-Elemente-Techniken explizit berechnen. Obiges Integral
I(z9; p, q) ist auch in w[,ff;f,q} mit den in (5.35) angegebenen Parametern (p, ¢) enthalten.

Mit Hilfe der Uberlegungen aus Abschnitt 4.1.2 lassen sich die Ansatzfunktionen im Falle
einer Vernetzung mit Vierecken als

(s)

]_9(8)@1,902) = (pa’ (%1, 72))a=1,...45 p((f)(%,w) = @aére (T1, 72))

mit den Formfunktionen ¢, (&1, &) aus (4.32) darstellen. Den Ansatzfunktionen iiber den
Randstiicken von (9D), auf 7'®) entsprechen die Formfunktionen auf (&, &) = (&,0) des
Referenzvierecks, d.h.

=&
S|

Bemerkung 5.1 Bei einer Vernetzung mit Dreieckselementen ergibt sich

1-¢
(9004<£17 0))a=1,2,3 - f
0

Aus der Abbildung des Referenzvierecks auf 7

T = h& + xﬁ)a Ty = hpby + xgsz)a (Vgl- (2-9))
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folgt in den hier gewéhlten Bezeichnungen mit z; = v, xﬁ’ =% und hy = h = 2 —
11/(5) = const

1
v="hé + 17/(8) bzw. & =% (v) = E(V - 17/(8))-

Mit pgf)(y) = p) (z(v)) aus (5.13) folgt

(08 (1))am1,a = B (@1(1), 22(V)) a1t = (Pa(E1(V), 0))amt ot = é
0

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird
=% (v) wd &:="6(v+2)
gesetzt. Mit Hilfe der Terme
n(r’s)(zg) = %(22 - k(r’s)h) mit k"R = ) — )
folgt
hE=v— @ 4 25+ 0 — O = he + A9 (2) und € = €+ " (2,).

Mittels der Variablensubstitution h¢ = v — w(*) und der Abkiirzung 7 fiir 7% (z;) ldsst
sich das Integral I(z2;p, q) in (5.35) darstellen als

H(g—22-w() (1-¢=-n(1-¢ A-&-m& 0 0
I(z:p,q9) = h / J(€,n)de mit J(,n) = (f+77)0(1 — &) (€ +077)€ 8 8
F(p—w®) 0 0 0 0

Das Einsetzen der moglichen Parameterkonstellationen (p, ¢) aus (5.35) ergibt

1-n -n
(o 0, ) — / J(Em)de und I(z ), /) = h / J(€.m)de.
0 1

Einfache Rechnungen fiihren auf

, A=m@+n) (1-n* 00
e ey P P+l (L=n)(2+4m) 0 0
[1 L [<z271V , V >_ 6<1 ?7> O 0 0 0
0 0 0 0
und
—(1+m@2—mn) —P+4n—1 00
h ~(14+n)?* =1 +n)(2-n 0 0
(8 0y
Iy = I(z; ™, ') = 2 (14 1) 0 0 0 0
0 0 00
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Mit Hilfe der Beziehung (4.12)
Gh(t) = Vhe_AhchT

und
Wi == W (2) = VE(CTLCOV,, k=12
ergibt sich

n—zij

¢[m7n; ) )] (2) _ VhG_Ah (t1—21) / eAhrwleAthT e—Ahtz VhT
m
und
n—zi
Dtms ) i) (2) = Ve ™17 / M TWaeTdr e MV
m
Aufgrund der Diagonalgestalt von A, lisst sich die Matrixexponentialfunktion e*»" dar-
stellen als
T = (05T i1, N
womit mit Wk = (Wk,ij)iyjzlv---yNh7 k= ]_, 2 fOlgt
eMTWeMT = (W ety oy N,
und
n
/ W, Qi A )T 1 — M (e(Ah,ﬂr}\h,j)(n*Zl) _ e(Ah,iJr)\h,j)m) )
" Ahi + Anj
Damit ergibt sich
n—zi
e*Ah(tlle) / eAhTWkeAthT e*Ath
m
- (M (e—kh,i(tl—")—Ah,j(h—"-f—zl) _ e—Ah,i(h—m—Z1)—)\h,j(t2—m)))
Ahyi + Anj ij=1,....Np,

was auf folgende Darstellungen der Funktionen gbgr’s), i=1,...,4 (vgl. (5.17)) fithrt

(r,s) o (r,s)
(bl (Z) - (b[o t1;w (s) 21/(7‘)]( )
Wi (z2)

= V
" Ahi + Anj

(eth’j(trtﬁzl) _ eAh,i(tlzl))‘h,th)] VhT7 (5.36)
i,j=1,...Np,

(r,s) _ (r,s)
¢y (2) = _¢[07t1;2,,(s>,1,,(r>](2)
Wy (z2)

=V
" Ahi + Anj

(e—Ah,i(t1—z1)—)\h,jt2 _ G_Ah,j(t2—t1+zl))] VhT, (5.37)
ij=1,..Np,
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(r.8) _ (r,s)
3 (Z) - (b[tg 0; w(®) ?/(T)}< )
W) (2,)
_ 1,45 2 (efAh,i(tI*tQ*Zﬂ o e*)\h,itlf)‘h,j(tQ‘i’zl)) VhT (538)
Ani + Anj o
2,)=1,....1Np,
(r,8) _ (rs)
4 (2) - ¢[t2 0; 2lj(s) IV(T)}( )
Wy (z2)
Ve —Anit1=Anj(ta+21) _ —Api(ti—ta—z1) VT 5.39
h )\h,z+)\h,j(€ ‘ ) i1 N g ( )
LJ=1,-..INp

Mit der Definition von w[(r:;?,q] in (5.20) und den bisherigen Uberlegungen gilt

n—z1
(r,s) —Ap(ti1—21) ApT ApT —Aptay, T
@/)[n o, 2V(,n)( z) = Ve e TWiet T dr e V)
o
und
n—z1
(r,s) —Ap(t1—21) ApT ApT —Aptay /T
@/)[n o). w(”( z) = Vye e WeehTdr e Vi .
o

Weiterhin ist
n—zi
o~ An(t1—21) / AT AT g ot
o

— (M ef)‘h,i(tl7")7)‘h,j(t27n+zl) o e)‘h,itlAh,j(tQ‘i’zl)))

)‘h,i + )‘h,J ij=1,....,Np 7
womit aus (5.17) folgt
(r,s) o (r,s)
¢5 (Z) - w[tl,ly(s) Ql,(r)}( )
(r,s)
Vh W1 2] ( ) (e—AhJ(tQ—tl—i—zl) _e—Ah’itl—Ah’j(tg-f—Zl)) Vth (5.40)
A+ Anj =1
,)=1,....1Np
(r,s) o (r,s)
¢ (2) = 1/’[“ w(s), 1,,<r>]( z)
W2<2§>(Z?) Anit1—An 4 (t A j(ta—t T
= Vi L e~ MattAng(bat21) _ p=An;(t2— 1+Zl)) V.. (5.41)
Ani + Anj LN
,)=1,....1Np
Die matrixwertigen Funktionen gbgr’s), t=1,...,6 sind somit im Falle einer gleichméfigen

Vernetzung des Randes (0OD)y durch die Gleichungen (5.36)-(5.41) bestimmt. Die Sum-
manden aus Gleichung (5.21) zur Berechnung der Korrelationsmatrix E{uw, (t1)ul (t2)}

ergeben sich durch Integration iiber <;5§7"’5) (e1uq, eoug) R(uy, us).
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5.1.3 Explizite Berechnung

Durch das Ausnutzen der e-Korreliertheit der zufilligen Randbedingung P kann eine ex-
plizite Berechnungsvorschrift der Korrelationsmatrix E{w,, (t;)u} (t2)} angegeben werden.
Diese ist besonders effektiv, wenn die Ansatzfunktionen {p; }c,, als ,einfache* Funktio-
nen, beispielsweise als linear oder bilinear, vorausgesetzt sind.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist wieder die Zerlegung des értlichen Integrationsge-
bietes in Gleichung (5.12) (vgl. auch Abschnitt 4.1.3)

E{Qh(h)ﬁg(tz)} = /dTl/de Gp(ty — 1) Z(C(r))T (5.42)

— Vo — UV
/dl/l/dVQB(T)(Vl)(Z_?(S))T(VQ)R (T2 7'1’ 28 1) C(S)Gh(tz—TQ)-
2

€1
() I(s)

Aufgrund der angenommenen e-Korreliertheit der zufilligen Randbedingung °P besitzt
deren Korrelationsfunktion die Eigenschaft

T2 — T

€1

Repep (1o — 11,00 — /1) = R( ,V28_V1) =0 falls |7 — 71| > &7 oder |vg — 14| > &5.
2

Demzufolge sind in Gleichung (5.42) bei festem v; € 1) die Integrale iiber den Intervallen
I®) hochstens dann von null verschieden, wenn die Bedingung I*) N D, (v1) # 0 mit

D€2<IJ1) = {1/2 eln (Vl — &9,U1 + 82)}, 1= u [(k)
keXxh

erfiillt ist. Ebenso ist fiir festes 7y das Integral iiber [0, 5] hochstens dann von null ver-
schieden, wenn 7, € D, (1) mit

D, (1) ={m € [0, ta) N (11 —e1, 71 +€1)}

gilt. Damit beschrankt sich das Integrationsgebiet in (5.42) bei festem Punkt (71, v) auf
die Menge

D.(1,11) = {(12,1n) € ([0,t2]) N (11 — 1,71 +€1)) X (I N (1) — 9,11 +69))},

da sich fiir alle (79, 1v5) ¢ D.(11, 1) die Korrelationsfunktion Repp(72 — 71, v2 — 1) als null
erweist.

Somit ist fiir einen festen Index 7 € ¢, die Summe iiber s in Gleichung (5.42) nur iiber

solche Intervalle I zu erstrecken, fiir welche s € Mé;") erfiillt ist. Die Menge Mé;") ist
dabei definiert durch

MY = {se Ui V) € (W) — ey, 27 +69)}.
Hlustrierend sei dazu die Abb. 5.5 angegeben, wobei sich in diesem Beispiel
aber uy, 04 ¢ M("

U3, Uz, U1, T, 01, 02,03 € Mez )

ergibt.
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E2

() [(us‘) ) plun) 7() g1 lo2) ‘[(03) (0a)

AR

V") + e

Abbildung 5.5: Integrationsgebiet fiir festes r € 1, beziiglich s € Ma(g)

Aus diesen Uberlegungen lisst sich aus Gleichung (5.42) mit Hilfe von (4.12) folgende
Beziehung fiir die numerische Berechnung der Korrelationsfunktion ableiten

t min{te,71+e2}
E{Qh(tl)ﬂz(h)} = Vh/dﬁ / dro B*Ah(tlle)VhT
0 max{0,71 —e1}
Ry,
Z Z (C(r))T / duy / dvy B(T)(Vl)(z_?(s))T(Vg)R <7'2 - 7’17 Vo — 1/1> C(S)Vhe’Ah(tQ*TQ)VhT_
=t semly Q) (%) €1 €2

Als Anmerkung werde nochmals das in Abb. 5.5 betrachtete Beispiel herangezogen. Es ist
03 € ME(;”’ und folglich wird das Integral iiber 1(>*) betrachtet. Aufgrund der Beziehung

lvg — 11| > 9 fiir alle 1y € I und vy € J(03) \ {vs i 1p > 2V(r) tey)

erweist sich fiir diese (11, 12) die Korrelationsfunktion R als null und das Integrationsgebiet
betrifft nur das Teilgebiet [p(), 2/ + 5] von 1(%3),

5.2 Berechnung der Korrelationsfunktion iiber die
Fourier-Methode

In diesem Abschnitt soll das RAWP mit zufilliger Randbedingung °P mittels der Fourier-
Methode gelost werden. Dazu wird das Gebiet D wie schon in Abschnitt 4.2 auf ein
Rechteck (vgl. Abb 3.1) beschrankt. Das betrachtete RAWP hat dann folgende Gestalt

U — AANU=0, x=(1,29) €D CR? t€(0,T], A= const
AB: u(0,z,w)=0, z€D
ou

B: — ‘ =P A4
R aN(t,:c,w) oo, (t,x1,w) (5.43)

=0, 1=2,3,4.
(D)3,

au _
<8—N(t7 x, w) + aiu(ta x, w))

Uber den Rand (9D), = [—R, R] x {0} erfolgt der zufillige Wirmefluss °P und an den
Réndern (0D)32 = {R} x [0, H], (0D)33 = [-R, R] x {H} und (dD)34 = {—R} x [0, H]
liegen Robin-Bedingungen mit den Warmeiibergangszahlen «;, @ = 2, 3,4 an.

Um die in Kapitel 3.2 beschriebene Vorgehensweise anwenden zu kénnen, ist es zweckméflig
die inhomogene Neumann-Bedingung in (5.43) in eine homogene umzuwandeln. Dazu wird
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die Transformation

~ 1 —
u(t,z,w) = 2Hu(t, z,w) — X<H — 19)?P(t, 11, w)

vorgenommen, womit sich folgendes RAWP fiir @ ergibt

1

a—AAﬁ:2$+(H—xg%¢mm—xﬁm, (5.44)
AB: u(0,r,w)=0, x€D
ou
RB: o (tbaw) =0 5.45
8]\7( ) (9D)2 (5.45)
8ﬁu ) + agu(t, r,w) =0, i=2,3,4 (5.46)
8N ,x,w ;U ,x,w - D = )y .
(9D)3.;
wobei die Vertréglichkeitsbedingungen
PO, 7, w) =0,
NP, (t, R,w) + ax’P(t, R,w) = 0, (5.47)

—AP,, (t,—R,w) + a°P(t,—R,w) =0

berticksichtigt werden miissen. Diese stellen die Kompatibilitét zwischen der zufélligen
Neumann-Bedingung °P und der Anfangsbedingung zum Zeitpunkt ¢ = 0 und zwischen
P und den Robin-Bedingungen in den den Eckpunkten (—R,0) bzw. (R, 0) sicher. Es gilt

etwa

ou - ou -
8—N<t’ R, x9,w) + aou(t, R, x9,w) = Aa—ajl(t, R, x9,w) + aotu(t, R, x9,w) = 0.

Differentiation nach ry und Betrachtung der entstehenden Gleichung an o = 0 fithrt mit
— Ny, (t,21,0,w) = °P(t, z1,w) auf

NP, (t, R,w) + ay’P(t, R,w) = 0.
Auf analoge Weise ergibt sich

— AP, (t,—R,w) + a,°P(t,—R,w) = 0.

Der Losungsansatz der Fourier-Methode besitzt wie in Abschnitt 3.2 beschrieben die Form

einer unendlich Reihe
o0

i(157377("0 = Z Ckl(tvw)fkl<'r)' (548>
k=1
Dabei stellen die Funktionen f;; die Eigenfunktionen des negativen Laplace-Operators
—A und der gegebenen homogenen Randbedingungen (5.45) und (5.46) dar und ergeben
sich als Losung des Eigenwertproblems

—Af=npf

of
RB. 8—N

(0D)2
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Die Berechnung der Eigenfunktionen erfolgt iiber den in Abschnitt 4.2 bereits vorgestell-
ten Separationsansatz. Die Doppelindizierung in (5.48) ist wieder dem zweidimensionalen
Rechteckgebiet D geschuldet.

Die zeitabhéngigen Koeffizienten ¢y, k,0 = 1,2,... des Losungsansatzes (5.48) werden
als Losungen der Anfangswertprobleme
(t,w) + Aicn(t,w) = (g(t, -, w), frr) (5.49)

AB : Ckl(O,W) =0
bestimmt (vgl. (3.17), (3.18)). Dabei bezeichnet die Funktion

— — 1 —
g(t,r,w) == 2°P(t,z1,w) + (H — x3)? <5lexl(t, T,w) — X 8Pt(t,xl,u}))

die Inhomogenitét der Differentialgleichung (5.44). Die Terme (g(t, -, w), fu), k.l = 1,2, ...
sind als Skalarprodukte im Raum L (D)

(9(t, ). fur) = / o(t, 2, 0) fule)de

D

definiert. Die Losungen der zufélligen Anfangswertprobleme (5.49) besitzen dann die Ge-

stalt
t

cr(t,w) = /(g(s, Lw), fa)e M ds k=12,
0
womit sich die Fourier-Losung des RAWP (5.44)-(5.46) wie folgt darstellen lasst

o0 o
Ut z,w) =Y cult,w) fule Z/ 5,0 w), fru)e M) ds fy(x).
Fi=1 Bi=1

Fiir die Berechnung der Integrale cj; wird der Separationsansatz

fru(z) = @ie(21)pa(22), €D CR?

zur Bestimmung der FEigenfunktionen genutzt, wobei sich die Funktionen ¢y, o aus
(4.46) bzw. (4.47) ergeben. Damit lassen sich die Ausdriicke (g(t, -, w), fr) darstellen als

(g(t, - w), fr) = /H(H—y)2<p2[( )dy/R <€Rz(t, Z,w) — %Eﬁt(t,z,w)) o1r(2)dz
+20/802l é P(t, 2,w)pix(2)dz.

Zum Zwecke einer tibersichtlicheren Schreibweise werden die Terme

I H
P = /(H —y)’pu(y)dy und ¢ = /‘p”(y)dy
, 0

gesetzt.



88 KAPITEL 5. RANDANFANGSWERTPROBLEM MIT ZUFALLIGER RANDBEDINGUNG

Lemma 5.2 FEs gilt

" l\/ﬁ‘r’ falls poy = 0 Eigenwert
1. p = f(H — z)2¢21(z)dz = {thQ (1 B sin(\/@H)> "
0 121 Vi H sonst,
) j{ (2)d vVH falls poy = 0 Eigenwert
. = z)az = sin
% 0 ol ho 7(\/‘/%11) sonst und

R _ R
3. [ Pt z,w)pn(2)dz = —pay, [ “P(t, z,w)1(2)dz.
—R —-R

Beweis. Es sei zuerst angenommen, dass po; = 0 ein Eigenwert ist. Dann folgt aus dem
Gleichungssystem (4.55) die Beziehung

Ozghg = 0.

Der Fall ag # 0 fithrt auf hy = 0 und folglich kann o = 0 kein Eigenwert sein. Im
adiabatische Fall a3 = 0 ergibt sich die konstante Eigenfunktion

1

pau(z) = T

und die Integrale p; und ¢; haben die Gestalt

H
1 1
pzZ\/ﬁ/(H—Z)QdZ:§VH5, q=VH.
0

Sei nun pg # 0 vorausgesetzt. Dann folgt aus dem Gleichungssystem (4.55) die Beziehung
hi1 = 0, welche auf die Eigenfunktion

wo1(2) = hg cos(/1212)

fithrt. Das Integral p; berechnet sich in diesem Fall als

H
2H i H
= ho /(H — 2)%cos(\/jumz)z = ha (1 _ sin(y/Far )) ’
0

15y i H

und der Ausdruck g ist offensichtlich, woraus die Behauptungen aus 1. und 2. folgen.

Die zweimalige Anwendung der partiellen Integration liefert

R

R
/ EFZZ(ta Z, w)(plk(z)dz - [aﬁz(ta <, w)(plk(z) - Ep(ta Z, w)(pllk(z) _R
"R

R
+ / 6F(t, 2, w)golllk(z)dz.
“R



5.2. BERECHNUNG DER KORRELATIONSFUNKTION UBER DIE FOURIER-METHODE 89

Die Funktionen ¢y erfiillen die Randbedingungen
’ (% ’ «
Pn(B) = —ow(R) wnd ¢ (~R) = Zou(-R).

woraus

55) 55) ¢ R

| Put 2 w)on() - Pt zw)en(2)]

- |:€Fz (ta R7 W)‘Plk(R) - €F(t7 Ra w)w/lk(R)}
- [aﬁz(ta _Ra w)wlk(_R) - 8_(ta _Rv w)wllk(_R)]

= (eﬁz(t, R,w)+ %eﬁ(t, R,w)) o1(R) — (gﬁz(t —R,w) — %eﬁ(ta —R,w)) o1e(—R)

folgt. Aufgrund der Vertriglichkeitsbedingungen (5.47) ergibt sich

_ _ , R
Ptz w0)pun(z) - Plt zw)en(z)| =0,

Damit gilt
R R
[ Pattzwono)iz = [ P 2wz
~R “R
und mit der Differentialgleichung in (4.46) fiir ¢y, folgt die Behauptung in 3. 0

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich die Koeffizienten (g(¢,-,w), fu), k,l = 1,2,... dar-
stellen als

R R
(g(t, - w), fu) = 2q — papr) /Eﬁ(t,z,w)golk(z)dz — %pl /eﬁt(t,z,wmm(z)dz (5.50)
R -R

und im folgenden Lemma sind die Losungen des Anfangswertproblems (5.49) angegeben.

Lemma 5.3 Die Liosung cp(t,w), k,l = 1,2,... des zufilligen Anfangswertproblems
(5.49) besitzt die Gestalt

t

et w) = / (905, ), frg)e e ds

t

R R
_ s 1 —
= (2q; + pam) // s,2,w)p1e(2)e k=) s — Xpl /5P(t,z,w)gp1k(z)dz.
0 —R -R

Beweis. Zunachst ist

Clcl t w fkl ~ Atk (t_s)ds

o\
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die Losung des Anfangswertproblems (5.49). Mit Hilfe der Darstellung (5.50) ergibt sich

t R
cu(t,w) = (2q — pakp // (s, z,w)1k(z )e”\“’“’(t’s)dzds
"R

1 R _
——pl/ O1r(2) | Ps(s, z,w)e et dsdz.
A R

[e=]

Das Integral f Py(s, z,w)e M=) ds ldsst sich mittels partieller Integration und unter

Beachtung der Vertriiglichkeitsbedingung P (0, z,w) = 0 (vgl. (5.47)) wie folgt berechnen

t t

_ _ t _
/aps(s’ Z’w)e—Aﬂkl(t—S)dS — SP(S, Z’w)e—Aukl(t—S) — Mkl /EP(S, Z,w)e_)‘“’”(t_s)ds
0

Ss=
0 0
t

= 6?(1:, Z,(,U) — )‘/ikl/eﬁ(S, Z,C())@iA'ukl(tis)dS.

0

Damit ergibt sich mit Hilfe der Beziehung px; = 1 + po; die Behauptung. 0

Die Beweise der Lemma 5.2 Eigenschaft 3 und 5.3 nutzen das Erfiilltsein der Vertréglich-
keitsbedingungen (5.47). Um dies zu gewihrleisten und die zu Beginn von Kapitel 5
getroffenen Annahmen an °P zu erfiillen, wird die zufillige Randbedingung P in der Um-
gebung von ¢ = 0 und in den Umgebungen der Eckpunkte (—R,0) und (R, 0) abgeéndert.
Dazu wird °P wie folgt dargestellt

6?(15, Ty, w) = 1/1(15, Il)aﬁl (t, Ty, w).
Die Funktion (¢, z1) besitzt dabei die Eigenschaften

0<¢(t,z;) <1 fir 0<t<9 und |z >R -0,

W(0,—R) =9(0,R) =0, o(t,z1)=1 fix t>0, |t1|<R—0d,

mit d, d,, > 0 und °P; bezeichnet eine gegebene e-korrelierte, schwach homogene zufilli-
ge Funktion, so wie die Voraussetzungen in diesem Kapitel an P gestellt wurden. Da-
mit sind allerdings die geforderten stochastischen Eigenschaften wie Homogenitéit oder
e-Korreliertheit des zufilligen Feldes °P in den jeweiligen §-Umgebungen nicht gewihr-
leistet. Numerische Untersuchungen zeigen jedoch, dass dies fiir |x;] < R und ¢ > 0 einen
vernachléssighbaren Einfluss auf die Losung sowie deren Korrelationsfunktion besitzt.
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Die Losung u(t, r,w) des transformierten RAWP (5.44)-(5.46) ist dann in der Form

00
ﬁ(t,x,w) = Z Clcl t w fkl

k=1
- t R

= Z (2q +/~L2zpl)// (5,2, w)p1(2)e Mt (t=5) 7 1g
fel=1 T

R
- %pl / €ﬁ<t7 2 w)QOIK‘(’Z)dZ] fkl(xl’ 1’2)

-R
bestimmt. Durch die Riicktransformation

(H — z5)*

2)\H P(t7 xlvw)

1
u(t,r,w) = ﬁu(t T, w) +

ergibt sich daraus die Losung u des urspriinglichen RAWP (5.43). Die Reihenentwicklung
des Terms (H — x5)?°P(t, 21, w) liefert

(H = 2)*P(t,a,w) = Y ((H=)P(t,,w), fr) fulz1, 22)
k=

—_

o) H R
- Z You(y)dy | “P(t, z,w)o1(2)dz fra (1, 22)
! /

k=

[y

= Zpl/ (t, 2z, w)p1(2)dz fru(z1, 22),

k=1 "R

womit sich w als

(s,z,w)pr(z)e _/\“kl(t_s)dzdsfkl(xl,xg) (5.51)

:‘U\mu

u(t, z, w) Z 2q1 + paupr) /
0

J=1

darstellen lasst. Diese Reihe konvergiert f.s. im Raum Lo(D). Zum Nachweis wird die
Norm [[u(t,-,w)||* = [(t, z,w)*dz betrachtet. Da {f}35—, ein Orthonormalsystem im

D
Raum Ly (D) darstellt, gilt

t R
_ R s
[a(t, -, w)l[* = 12 Z (2q1 + paupr) // s, z,w)prp(2)e M=) gz ds
k=1 _—

Aus den Bestimmungsgleichungen der Terme p; und ¢; in Lemma 5.2 folgt die Beschréankt-
heit des Terms |2¢; + popi|. Mit Hilfe der Beziehungen |2¢; + paupi| < Spgs Spq < 00 und
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Mkt = pak + p ergibt sich

R
E— _
[HWIENESS / [ P,z ol s
0 —R

92

=2

Da die Folge {p1}32, ein Orthonormalsystem im Raum Lo([—R, R]) darstellt, ist die
Besselsche Ungleichung anwendbar und es gilt
2

Rt
// s, z,w)e M=) dso, (2)dz < //(sﬁ(s,z,w)eA“Ql(ts))stdz

T R O —-R 0

< oo VI, f.s..
Damit folgt

t

R
2 X _
futt P < 523" [ [ (Pls,zw)e w9 s,
R O

=1 *
woraus sich mit Hilfe der Ordnungsbeziehung (4.50) pg = O(I?) fiir [ — oo
[Ju(t, -, w)|]* < oo
ableiten lésst.

Mit Hilfe #hnlicher Uberlegungen wie in Kapitel 4.2 ergibt sich die L,-Konvergenz der
Reihe fiir den Erwartungswert der Fourier-Losung (5.51)

- t R
E{u(t, x) Z 2q —i—,LLlel)//E{sﬁ(s,z)}golk(z)e)‘““(ts)dzdsfkl(:c),
=1 0 -R

wobei aufgrund der Zentriertheit von °P gilt
E{u(t,z)} =0
und der Reihe fiir die Korrelationsfunktion

E{ﬂ(thx)ﬂ(t% y)} = é Z Z (ZQh + :u211pl1)(2€n2 + M2l2pl2)fk1l1 (x)fk2l2 (y) (552)

k1,01=1 ko,l2=1
t1 R t2

R
//// E{P(s,2)°P(3,2) Y01k, (2) @15, (Z)e A rrt (1= bkt (25D g7 050 2 5.
0 “R 0 -R

Dabei kann die Berechnungen des Vierfachintegrals iiber die in den Abschnitten 5.1.1,
und 5.1.3 vorgestellte Methoden erfolgen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Funk-
tionen fr; im Gegensatz zu den Ansatzfunktionen p; der Finite Elemente Methode im
Allgemeinen auf dem gesamten Gebiet D von Null verschieden sein kénnen.



Kapitel 6

Simulation

Eine weitere Moglichkeit RAWP mit zufilligen Parametern zu 16sen, bietet die Monte-
Carlo-Simulation. Diese Losungstechnik ist eine statistische Simulationsmethode, welche
auf Folgen von Zufallsgrofien basiert. Das Ziel der Monte-Carlo-Methode ist die Simula-
tion eines physikalischen oder mathematischen Systems durch die Erhebung einer Stich-
probe fiir die zufilligen Einflussgroflen und den sich noch anschlieBenden Berechnungen
zur Beschreibung der Systementwicklung. Wie der Name erahnen lésst, besitzt die Idee
zu dieser Methode ihren Ursprung in der Beschreibung des Gliicksspiels, heute werden
Monte-Carlo-Methoden allerdings in den vielfiltigsten Gebieten erfolgreich angewandt.
Der Vorteil der Monte-Carlo-Simulation besteht darin, dass selbst solche stochastische
Probleme geltst werden konnen, fiir die keine anderen Losungen existieren oder diese zu
komplex erscheinen.

Die Ausgangspunkte der Simulation fiir die in den Kapiteln 4 bzw. 5 betrachteten RAWP
mit zufilliger Anfangs- bzw. Randbedingung sind nicht die klassischen Formulierungen
(4.1)-(4.4) bzw. (5.1)-(5.4), sondern die mit Hilfe der FE-Diskretisierung erhaltenen Sys-
teme gewohnlicher Differentialgleichungen (4.7) bzw. (5.7). Der Zufall steckt dabei im
Vektor d,, in Form der zufilligen Anfangsbedingung “ug

C_lh(w) = [(6507 pi)]zTEXh

bzw. im Lastvektor f , in Form der zufilligen Randbedingung P

T

f,(tw) = / P(t,z,w)pi(x)ds

(0D)2 i€xn
Das Ziel besteht nun darin, Simulationsmodelle fiir die zufélligen Einflussgrofien 7y und
°P zu finden, so dass die Bedingungen aus Annahme 1.3 so gut wie moglich erfiillt sind. In
dieser Arbeit werden zeitdiskrete Moving-Average-Felder zur Modellierung der zufilligen
e-korrelierten Funktionen *u, und °P genutzt. Dieser Zugang erweist sich als geeignet, da
die Gestalt der Korrelationsfunktion von Moving-Average-Feldern gut mit der definieren-
den Eigenschaft e-korrelierter Funktionen iibereinstimmt. Mittels zweckméfiger Interpo-
lation konnen so zufillige Funktionen erzeugt werden, deren Korrelationsfunktionen an
die eines vorgegebenen homogenen und e-korrelierten Feldes angepasst werden.

93
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Anhand dieser Modelle konnen Realisierungen der zufélligen Anfangs- bzw. Randbedin-
gung gewonnen werden und damit die Anfangswertaufgaben (4.7) bzw. (5.7) als determi-
nistische Probleme mit Hilfe numerischer Methoden geltst werden. Aus diesen Losungen
ul () konnen iiber den Lsungsansatz

v) = 3 uh (0 (2)

mogliche Temperaturverteilungen iiber dem Gebiet D zu bestimmten Zeitpunkten ¢ be-
stimmt werden. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen stellt die Beziehung

1 N
)= > (t, )
=1

fiir hinreichend viele Simulationswiederholungen N die Approximation des Erwartungs-
wertes E{u,(t,z)} dar. Fiir die Approximation der Korrelationsfunktion kann folgende
Schitzfunktion verwendet werden (vgl. [19])

N
1 . A
RN (ty, s, ,y) N1 (Zuh t, @), (ta, y) — NZ 2@1@)2%@2&))
=1

i=1

und insbesondere gilt dann fiir die Varianzfunktion

VNt 2) = RV (4 t, 2, 2) = ﬁ > (ﬂﬁl(t, z) — %Zﬂﬁl(t, @) C6)

i=1

In den folgenden Abschnitten wird ein auf Moving-Average-Feldern basierendes Simula-
tionsverfahren fiir die Generierung homogener e-korrelierter Zufallsfelder vorgestellt.

6.1 Definition und Eigenschaften von Moving-Aver-
age-Felder

Definition 6.1 Ein zufilliges diskretes Feld (nst)s ez, welches sich in der Form

p q
Nst = Z Zaibjfsfi,tfja s,t €Z, p,q € Ny (6.2)

i=0 j=0

darstellen lisst, heifit Moving-Average-Feld der Ordnung p und q (MA/[p, qJ-Feld). Dabei
bezeichnet (£54)stez ein White-Noise-Feld, d.h. eine Folge unabhdingiger und identisch
verteilter Zufallsgroflen mit den Parametern E{{,} = 0 und Var{{;;} = ag. Weiter
stellen (ag, a1, ..., a,) und (by, b1, ..., b,) reellwertige Koeffizientenfolgen dar.

Das Feld (7s:)s.tcz kann auch als als sogenanntes ,,zweiseitiges® Moving-Average-Feld

p q
Nst = Z Z aibjfsfi,tfju Sut S Z7 p,q € NO

i=—pj=—q
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mit den Koeffizienten (a_,,a_py1,...,a,) und (b_g,b_g11, ..., by) definiert werden, welches
aber mit Hilfe der Transformation & = &4p,+4 in ein , einseitiges” Feld der Ordnung 2p
und 2¢ geméaf obiger Definition transformiert werden kann. Es gilt

2p  2q 2p  2q

P q
Ns,t = E E aibjfsfi,tszg E ai’fpbj/qusfi’,tfj’zg E di’bj/fsfi’,tfj/

i=—p j=—q =0 j'=0 =0 j'=0

mit a; = ay_p, l;j/ = aj_q. Es ist auch moglich MA-Felder mit p = co oder ¢ = oo zu
betrachten, diese Arbeit beschréinkt sich allerdings auf MA-Felder endlicher Ordnung.
0.B.d.A. wird ag = 1 und by = 1 gesetzt. Dieser Fall kann durch die Transformationen
ai:&7 i:07"'7p7 Ei:_7 i:07"'7Q7 und és,t:aob(]fs,t
ag bO

erreicht werden. Fiir den Spezialfall p = 0 und ¢ = 0 stimmt damit das MA[p, ¢|-Feld mit
dem White-Noise-Feld iiberein.

Satz 6.2 Sei (0s¢)s ez ein durch Definition 6.1 gegebenes Moving-Average-Feld. Dann
qilt

1. das Feld ist streng homogen,
2. E{ns:} =0, s,t€eZ,

3. die Korrelationsfunktion hat die Gestalt

2
oen(m)e(r), |[nl<pAlnl<q
E{778,t775+71,t+72} = 717<7-17 TQ) = ¢ (6'3>
0, sonst
| p=Ir] a=I7]
mit y1(7) = Y gy und Yo(7) = D7 bibigrs
i=0 i=0
4. das Feld ist orthotrop.
Beweis.
zu 1.) Um die strenge Homogenitét zu zeigen, muss die Beziehung (1.6) in der Form
P11 € Bivjis Mirje € Bivjas - -+ Mimjn € Binojn)
= P(77i1+n,j1+rz € Bil,j1777i1+7'1,j2+7'2 € Bil,j27 oo i Am1 i € Bim,jn)
fir Vm, n, VIndizes i1, ..., 0m, j1,- - Jn € N,V 1,70 € Z,V By, 4y, ..., Bi,, ;. € B(R)

bewiesen werden. Es gilt

P(Miyjy € Biyjis Mivga € Bivgas -+ s Mimg € Binyjn)
p q p q
=P E E akbiis—k,jr—1 € Biy s E E aphi&iy—kjo—1 € Biyjos -+
k=0 1=0 k=0 1=0
p

q
Z Z arbi&i,, —k jo—1 € Bz’m,jn> -

k=0 =0
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Aufgrund der strengen Stationaritéit des White-Noise-Feldes (&), tez gilt fiir belie-
bige 11,70 € Z

P(niyjy € Biyjis Mirgo € Bivjas -+ s i € Bign )

p q p q
=P E E akblfilJrTl*k,lerTQ*l € Bil,j17 § E akblfil‘f’Tl*k,jQ‘f’TQ*l € Bil,jzu c

k=0 1=0 k=0 1=0

p q
E E &y, tr1—kjntra—t € By, g

k=0 1=0
= P(ni1+7'17j1+7'2 € Bil,jlu Niv4-71,j2472 € Bi1,j27 ooy Mgy +71, 4 +72 € Bim,jn)'

m2) B{ng} =2 3 aibE{& i} = 0.

i=0j=0

zu 3.) Fir die Korrelationsfunktion gilt

p q
Y1) = DD aabby B i€y iiin)

i,i'=0 j,j'=0
P q
2
= O¢ E aiai/éo,nJrifi’ E bjbj’(so,Tngjfj’
i,i'=0 3,4'=0
it q—|2|
_ 2 2
= 0§ E CLiaz‘+|Tl|E Djbj+im| —0571(7'1)72<7'2)7
i=0 §=0

wobei ¢ das Kronecker-Symbol bezeichnet.

zu 4.) Aus der Darstellung (6.3) der Korrelationsfunktion folgt 7, (71, m) = agfyl (11)72(72),
womit sich aus der Symmetrieeigenschaft der Korrelationsfunktionen v, und 7, die

Behauptung
W1, 72) = ogm(mD)e(nl) = w0l =) (6.4)
ergibt. Nach Bemerkung 1.6 folgt aus Beziehung (6.4) die Orthotropie des MA[p, ql-
Feldes.
|

Nach Gleichung (6.3) verschwindet die Korrelationsfunktion eines MA[p, g]-Feldes, wenn
die absoluten Differenzen 7 oder 75 der Indizes grofler als die Ordnungen p oder ¢ des
Feldes sind. Diese Eigenschaft korrespondiert mit der bestimmenden Eigenschaft der e-
korrelierten Funktionen. Auch hier verschwindet die Korrelationsfunktion, wenn der Ab-
stand der Argumente auBerhalb einer e-Umgebung der Null liegt. Somit konnen zeitdis-
krete MA|[p, ¢]-Felder als Grundlage fiir die Approximation kontinuierlicher e-korrelierter
Felder genutzt werden.

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist die Approximation eines MA [p, ¢]-Feldes, dessen
Korrelationsfunktion mit einer vorgegebenen iibereinstimmt. Dazu miissen die Koeffizi-
enten (ag,ai,...,ap), (by,by,...,b,) mit ag = by = 1 und die Varianz des White-Noise-
Feldes 02 geeignet gewihlt werden. Aufgrund der Struktur der Korrelationsfunktion (6.3)



6.1. DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN VON MOVING-AVERAGE-FELDER 97

als Produkt zweier eindimensionaler Korrelationsfunktionen

p—|11|

1(m) =0l D @iy, mit 0<|n[<p und (6.5)
=0

q—|2|

Vo(12) = 05 D bibismy mit 0< || < g (6.6)
=0

mit cr5 — 02,02 . bietet sich der Ubergang zu eindimensionalen Moving-Average-Prozessen

1692
an.
Definition 6.3 Ein zufilliger Prozess (1y)iwez, welcher sich in der Form

q

= a&i tEZ, qeN (6.7)

1=0

darstellen lisst, heifit Moving-Average-Prozess der Ordnung q (MA[q]-Prozess). Dabei
bezeichnet (€;)ez, einen White-Noise-Prozess mit den Parametern E{&,} = 0, Var{,} =

cr5 und (ao, . .., a,) eine reellwertige Koeffizientenfolge.

Bemerkung 6.4 Fiir die Korrelationsfunktion eines MA [q]-Prozesses gilt
Yi(T) = e
und insbesondere 02 =7,(0) = o? Z a?

(vgl. z.B. [{],[19]).

Existiert also fiir eine gegebene homogene Korrelationsfunktion v eine Zerlegung der Art

(71, 72) = 0gm(7i)72(2) mit of = o7 ;07

so lasst sich das Problem der Approximation der gegebenen Korrelationsfunktion auf den
eindimensionalen Fall zuriickfithren, womit die beiden nichtlinearen Gleichungssysteme
(6.5) und (6.6) zu losen sind. Zu diesem Zweck werden fiir die eindimensionalen MA-
Prozesse das charakteristische Polynom und die kovarianzerzeugende Funktion eingefiihrt.

Definition 6.5 Das charakteristische Polynom eines MA[q/-Prozesses mit der Koeffizi-
entenfolge (ao, ..., a,) besitzt die Gestalt

a(z) = Zaizi, zeC.
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Definition 6.6 Die kovarianzerzeugende Funktion eines MA[q]-Prozesses mit der Kor-
relationsfunktion (v;(7))|r<q besitzt die Gestalt

Li(z) = Y m(r)2", 2 € C\ {0}

T=—q

Aufgrund der Korrelationsfunktion (6.8) eines MA[g|-Prozesses ergibt sich die dazugehori-
ge kovarianzerzeugende Funktion als

q Il q q
o= 30 = 3w =t () (L)
T=—q T=—q 1=0 k=0 k=0 :

= Uga(z)a (7).

Als néichste Kenngrofie eines MA [g]-Prozesses wird dessen Spektraldichte, welche sich als
q .
Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion (6.8), d.h. f(A) = Y ~4(7)e™*™ ergibt,

T=—q

betrachtet.

Satz 6.7 Lin MA[q/-Prozess (1);),cq besitzt die Spektraldichte

2
q
fi(A) = o? > ape™ (6.10)
k=0
Beweis. Nach Gleichung (6.9) gilt
fﬁ(}\) _ Z ,yﬁ<7_>6227r)\7 _ Fﬁ (61270\) _ O'ECL (6227r)\) a (672270\)
T=—q
‘ 2
127 2 127
= 2 [a (P = 02 |3 ape| |
k=0

da fiir z € C gilt a(z) = a(z) und 2z = |2|*. O

Der folgende Satz zeigt, dass zu jeder gegebenen homogenen Korrelationsfunktion (7y(7))rez
mit endlichem Tréger und v(0) > 0 ein MA[g]-Prozess gefunden werden kann, dessen Kor-
relationsfunktion mit ~ {ibereinstimmt.

Satz 6.8 Gegeben sei eine homogene Korrelationsfunktion (7(7))rez mit endlichem Trager
und einer streng positiven Varianz vy(0). Dann existiert ein ¢ € Ny und ein MA[q[-Prozess

q
= > a;&—; mit der Eigenschaft v(1) = v5(7), T € L.

i=0
Beweis. Sei ¢ = max supp 7, wobei supp die Tragermenge einer Funktion bezeichnet.
Aufgrund der Symmetrie der Korrelationsfunktion ~ gilt —¢ = min supp v, womit fiir die
kovarianzerzeugende Funktion folgt

q

D(z) =Y ()2 =D ~(r)2", € C\ {0}, (6.11)

TEZL T=—q
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und damit ,
q
2) =27 Ak —q)?
k=0

Da v(q) # 0 wegen ¢ = max supp 7 kann die Funktion I' mit Hilfe der Nullstellen
~ 2q
21, ..., 224 des Polynoms I'(z) = >~ ~v(k — q)z* geschrieben werden als
k=0

2q

P(z) = () [] (= - )- (6.12)

j=1
Ein Vergleich der Koeffizienten des Terms 279 in (6.11) und (6.12) fithrt auf

2q

(=) =) [] 2

J=1

29
Aus v(—q) = v(q) # 0 folgt damit [] z; = 1, woraus sich z; # 0 fiir alle j = 1,...,2¢
=1

ji
ergibt. Die Symmetrie von v impliziert I'(z) = T'(z7!) fiir z # 0. D.h. wenn z;, j =

1,...,2q eine Nullstelle von I'(z) ist , dann ist auch zj’l eine Nullstelle. Somit konnen die
Nullstellen in der Art zq,..., 2z, 2 Lo zq*1 angeordnet werden. Damit gilt
q q
L) =z [[c-2)][(z-7
j=1 j=1

Die Beziehung z — zj_l

['(2) = 27 9y(q)(—1)72* <H z; ) (H 2=z ) (H(z_1 - Zj)) , 2 #0.

= _2251(271 — z;), # # 0, fithrt auf

Mit Hilfe der Definitionen

q q

c=D"() [[5" wd a(z)=]](z-2) (6.13)

j=1 j=1
kann die kovarianzerzeugende Funktion I'(z) geschrieben werden als
L(z) =ca(z)a(z""), 2 #0.

Nun wird die Funktion

~—~
—_

~—r
LS

a(z) = ~———a(z) (6.14)
jl;[l E

a q
gesetzt, woraus sich ein Polynom a(z) = > a;2" mit ag = H( —zj) = 1 ergibt und I'

1
()
’:]m

1

¢ (H ) a(z)a(="") = (~1)"y(g) (H ) a(z)a(="), = £ 0.

.
Il

die Darstellung



100 KAPITEL 6. SIMULATION

besitzt. Mit

o =(-1)"(a) [[ % (6.15)

folgt

q

Der Term (—1)9v(q) ] #;, welcher die Varianz ag des White-Noise-Prozesses darstellt, ist
j=1

positiv, was durch einen Vergleich der Koeffizienten von z° in folgender Gleichung

q

'(z) = Z y(1)z" = ag Z a2 Zakz’k (6.16)

T=—q

q

belegt werden kann. Damit gilt v(0) = crg > ai. Aufgrund der Voraussetzung des Satzes
k=0

ist 7(0) > 0. Damit ergibt sich ag > (0. Aus Gleichung (6.9) kann nun abgeleitet werden,

q ~
dass der MA[q]-Prozess 7 = > a;&;—; die vorgegebene Korrelationsfunktion besitzt.
i=0

Da die Anordnung der Nullstellen (z;);—1 . 2, zur Definition des charakteristischen Poly-
noms (vgl. Beziehung (6.14)) beliebig ist, konnen die Parameter (ag, ao, . . ., a,) nur dann
eindeutig aus einer gegebenen Korrelationsfunktion bestimmt werden, wenn die Menge
der zulédssigen Parameterwerte (ag,ao,al, ...,a,) eingeschriankt wird. Box und Jenkins

fithrten dazu in [4] das Kriterium der Invertierbarkeit ein. Dieses besagt, dass ein White-
Noise-Prozess (&;)cz aus einem MA [g]-Prozess (7);)iez rekonstruiert werden kann.

Definition 6.9 FEin MA[q/-Prozess heifst invertierbar, falls die Nullstellen des charakte-

g )
ristischen Polynoms a(z) = > a;z" auflerhalb des Einheitskreises liegen.
i=0

Es zeigt sich, dass fiir einen invertierbaren MA[q]-Prozess eine eindeutige Abbildung

zwischen der gegebenen Korrelationsfunktion v und den zu bestimmenden Parametern

(crg, ao, . - ., a,) existiert.

Satz 6.10 Gegeben sei eine Korrelationsfunktion (v(T))rez mit endlichem Trager, so dass

fir die kovarianzerzeugende Funktion gilt T'(z) # 0, Yz € C mit |z| = 1. Dann existiert
q

ein ¢ € Ny und ein eindeutiger, invertierbarer MA[q/-Prozess 0, = > a;&—; mit der
i=0

Eigenschaft v(1) = (1), 7 € Z.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung ['(z) # 0 fiir alle z € C mit |z| = 1 kann (0) > 0
angenommen werden. In Satz 6.8 wurde die Existenz eines MA[g|-Prozesses unter Ver-
wendung der Nullstellen (21, ..., 2,27 ',..., 2, ") des Polynoms ['(z) gezeigt. Da T'(z) # 0
fiir alle z € C mit |z| = 1 gilt, konnen diese Nullstellen wie folgt angeordnet werden

(zl,...,zq,zfl,...,zgl) mit |z >1,i=1,...,q.
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Mit Hilfe der ¢ Nullstellen, fiir die gilt |2;| > 1, wird das charakteristische Polynom

q
a(z) = a4 [[(# — z) gebildet. Dieses ist eindeutig bestimmt und die Nullstellen von a(z)
i=1

a .

liegen auBerhalb des Einheitskreises, d.h. der zugehorige MA[g]-Prozess 1 = > a;&; ist
i=0

invertierbar und eindeutig bestimmt. O

Im néchsten Abschnitt werden mehrere Moglichkeiten zur Bestimmung der Koeffizien-
ten eines invertierbaren MA[g]-Prozesses aus einer gegebenen Korrelationsfunktion vor-
gestellt.

6.2 Bestimmung der Koeffizienten

Eine Moglichkeit die Koeffizienten eines invertierbaren Moving-Average-Prozesses zu be-
stimmen, bietet die Faktorisierung der kovarianzerzeugenden Funktion. Des Weiteren wird
in diesem Abschnitt der iterative Algorithmus von Wilson betrachtet. Auch die Zerlegung
der Spektraldichte kann zur Koeffizientenbestimmung genutzt werden, wobei zu beachten
ist, dass auf diese Weise nur die Koeffizienten eines unendlichen Moving-Average-Prozesses
erhalten werden. An dieser Stelle sei noch der in [11] beschriebene Algorithmus von Ehlgen
erwahnt.

6.2.1 Faktorisierung der kovarianzerzeugenden Funktion
Sei v die Korrelationsfunktion an welche ein MA[g]-Prozess angepasst werden soll. Die
Idee dieser Methode ist die Faktorisierung der kovarianzerzeugenden Funktion I' zum
~ 2q
Einen iiber die Nullstellen des Polynoms I'(z) = 3 v(k — ¢)z* und zum Anderen iiber
k=0

die dazugehorige Korrelationsfunktion . Aus dem ‘anschlieBenden Koeffizientenvergleich

konnen die Parameter ay, .. ., a, bestimmt werden. Nach Beziehung (6.16) gilt
['(z) = aga(z)a(z’l) = ag (Z aﬂ’) (Z aizz> . (6.17)
i=0 i=0
Fiir die Berechnung der Koeffizienten (aq, . . ., a,) miissen die 2¢g Nullstellen des Polynoms

~ q q .
I" bestimmt werden. Im zweiten Schritt wird das dann Polynom a(z) = [[(z—z;) = > a2
=0

i=1 1=
(vgl. (6.13)) gebildet. Dabei werden die ¢ Nullstellen gewihlt, welche der Bedingung |z;| >
1 geniigen, damit ein invertierbarer MA[g]-Prozess entsteht. Nach Gleichung (6.14) fiihrt
der Koeffizientenvergleich
(=1)°

q

a; = ai,i:O,...,q

Zj
=1

J

auf die gesuchten Parameter (1,a4,...,qa,). Die Varianz crg des White Noise Prozesses

. q
(&t)tez ergibt sich nach Gleichung (6.15) als ag =(q)(—1)? 1:[1 2.

(2
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6.2.2 Algorithmus von Wilson

Der in [49] beschriebene Algorithmus von Wilson basiert auf der iterativen numerischen
Berechnung der Koeffizienten a;, i = 0,...,q aus gegebenen Werten (1), 7 = 0,...,q
der Korrelationsfunktion. Ausgehend von den Parametern 6, = oga;, 1=0,...,q werden
in jedem Iterationsschritt Korrekturterme 4¢, i =0, ..., ¢ fiir die gesuchten Koeffizienten
0; berechnet, so dass 6’?1 =0l +0!, i =0,...,q, so genau wie moglich die Werte der
gegebenen Korrelationfunktion widerspiegelt. Das Ziel ist also Parameter zu finden, welche
das Gleichungssystem

q—T
g(t) = Zﬁjé’jJrT —y(r)=0, 7=0,...,q (6.18)
=0

erfiillen (vgl. Beziehung (6.9)). Dieses Gleichungssystem wird mittels eines modifizierten

Newton Verfahrens, der Newton-Raphson Methode, linearisiert.

Der Algorithmus von Wilson sucht nach Losungen, fiir welche die Nullstellen des charak-
q )

teristischen Polynoms a(z) = > a;2* auBerhalb des Einheitskreises liegen. D.h. die auf
i=0

diese Weise bestimmten Koeffizienten (ag, a1, .. ., a,) fiihren auf einen invertierbaren und

nach Satz 6.10 auch eindeutigen MA[g]-Prozess.

Im Folgenden wird der Algorithmus von Wilson kurz vorgestellt. Der Index ¢ bezeichnet
dabei den Iterationsschritt. Fiir 7 =0,...,qund 7 =0,...,q gilt

dg(7)
g0, = Virrlitreo..ay T 0i-rlij-refo..ap- (6.19)
J

Die unteren Dreiecksmatrizen

Ty = (0571 —rcqo0,..q}})rj=0,...q: Ty = (0% 1(j—reqo, .qh} )7j=0,..qs

werden so gewahlt, dass Gleichung (6.19) durch (‘%’éﬂ) L= Tmit T =T, + T,
J 7,7=0,..., q

dargestellt werden kann. Entsprechend dem Newton—Rapilson Verfahren ist die Iterati-
onsgleichung gegeben durch

A 9(0)"]
0! g(1)!

g+l — gt _ (Tt)*l gt mit 6 = und ¢ = ) (6.20)
A 19(q)"]

Der Vektor (T%)~"' ¢t entspricht dabei dem Korrekturterm 6°. Aufgrund der Bezichung
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q—T
T'0" = 2, = >~ 0;0; ., kann die Gleichung (6.20) geschrieben werden als
7=0

O] w01 [0 [7(0)]
7(1) Ya(1) Yy(1) V(1)

Ttei+! — it — gt — Ttpt — + _ + _ ’Yf; + Y-
@] m@] @] ()]

Damit ergibt sich die folgende Iterationsgleichung

0 = (T (3 + ) - (6.21)

Es kann gezeigt werden, dass die Methode bei einer geeigneten Wahl der Startwerte

6, ..., 92) selbstkorregierend ist und immer gegen die geforderte Losung konvergiert [49].

Die Startwerte erweisen sich als geeignet, wenn die Nullstellen des charakteristischen Po-
4q )

lynoms 0%(z) = > 69z', z € C, auBerhalb des Einheitskreises liegen. Die Konvergenz ist

=0

zweiter Ordnung, was eine Konsequenz aus der Newton-Raphson-Methode ist.

6.2.3 Zerlegung der Spektraldichte

Dieser Ansatz versucht die Koeffizienten eines stationdren MA-Prozesses aus der Spekt-
raldichte und nicht wie in den beiden vorigen Abschnitten aus der Korrelationsfunktion
zu bestimmen. Allerdings werden auf diese Weise nur die Koeffizienten eines unendlichen
MA-Prozesses erhalten. Nach Gleichung (6.8) verschwindet die Korrelationsfunktion ei-
nes unendlichen MA-Prozesses nicht fiir alle |[7| > n, n € N, n < co. Somit sind diese
Prozesse nicht fiir die Approximation von e-korrelierten Prozessen geeignet. Deshalb wird
im Folgenden nur eine kurze Beschreibung der Idee gegeben.

Falls die Korrelationsfunktion in hinreichend vielen Punkten 7 mit —H <7 < H, H € N
gegeben ist, kann ihre Fourier-Transformierte, d.h. die Spektraldichte mit hoher Genau-

H
igkeit iiber die Gleichung f(\) = > ~(7)e®™7 bestimmt werden (vgl. [32]).
T=—H

Die Koeffizienten der Fourierentwicklung der Funktion f ()\)% definieren dann die Koeffi-
zienten eines unendlichen MA-Prozesses. Die Funktion f()\)2 existiert, da f(\) > 0 gilt.

6.3 Interpolation von Moving-Average-Feldern

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Approximation kontinuierlicher e-korrelierter zufalliger
Felder
FiR*xQ—R mit >0

auf Grundlage diskreter Moving-Average-Felder der Form (6.2). Die zufiilligen Felder
(°f, € > 0) sollen dabei den Bedingungen aus Annahme 1.3 geniigen. Es ist hinreichend,
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die folgenden Betrachtungen auf 1-korrelierte Funktionen f zu beschrinken, da eine e-
korrelierte Funktion mit beliebiger Korrelationslinge mit Hilfe der einfachen Skalentrans-
formation °f (z1,z9,w) = 'f(£, 22, w) aus einer 1-korrelierten Funktion erzeugt werden
kann. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im weiteren f anstelle von !f geschrieben.

Die Approximationsidee basiert auf den Eigenschaften der MA-Felder. Ein kontinuierliches
Feld f,,: R? x Q — R ergibt sich aus einem diskreten MA-Feld (1s)s tez durch

foa(@t 23, w) =m;; in den Gitterpunkte 2% = ih,, 3 = jh,, i,j € Z

und der Interpolation zwischen den Gitterpunkten wie nachfolgend erkldrt. Dabei be-
zeichnen die GroSen h, und h, geeignet gewihlte Diskretisierungsparameter, welche die
Gitterldngen in x;- bzw. zo-Richtung angeben. Die Koeflizienten (aq, ..., a,), (bo,. .., by)
sowie die Varianz 02 des MA[p, q]-Feldes, die Gitterparameter h, und h, sowie die Inter-
polationsfunktion miissen so gewdhlt werden, dass das sich ergebende zufillige Feld f,,
die Bedingungen aus Annahme 1.3 so gut wie moglich erfiillt. Dabei soll insbesondere
die Korrelationsfunktion Ry, r . der Approximationsfunktion f,, einer gegebenen Kor-
relationsfunktion p eines 1-korrelierten schwach homogenen Feldes entsprechen. D.h. fiir
die Korrelationsfunktion des zugrunde liegenden MA|[p, g]-Feldes (7; +)s tez muss dann die
Beziehung

7n<7-177—2) = Q(TlhpuTth)a T1, T2 S Z

gelten. Um die in den Abschnitten 6.2.1-6.2.3 angegebenen Methoden zur Bestimmung
der Koeffizienten eines MA-Prozesses der Form (6.7) anwenden zu kénnen, muss die Kor-
relationsfunktion o die Zerfallseigenschaft o(x,y) = o1(2)02(y) besitzen.

Fiir ¢,j € Z seien die eindimensionalen Funktionen p; : R — R und p; : R — R fiir die
Interpolation in x;- sowie zo-Richtung durch

x, — xt
Pi(ﬂfl):p( 1h !

P

i . XTo — ZLJQ j .
, 1 =th, und pj(xe)=p - , Ty = jhy (6.22)

q

definiert. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Funktion p : R — R folgende Eigenschaften
besitzt

Unter diesen Annahmen gilt fiir Interpolationsfunktionen p; (und natiirlich analog fiir p;)

o pi(x1) + piyi(zy) =1 fiir x; € [:Eli,xilﬂ),

e pi(zy) =0 fiir z; € R\ (:Ulfl,xi“),
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o Y piw) =1V €R.

Definition 6.11 Gegeben sei ein MA[p,q/-Feld (1, ;)ijez und pi(x1), pj(xs2), i,j € Z
bezeichnen die durch (6.22) definierten Interpolationsfunktionen. Dann wird das kontinu-
terliche Feld

fpa(@1, 20, 0) = Z pi(z)p;(x2)niy,  © = (21, 72) € R, (6.23)
ijEL
MA p, q]-Approzimationsfunktion genannt.

Aufgrund der Eigenschaften der Interpolationsfunktionen lésst sich die Approximations-

funktion f,, im Intervall [z}, 20%) x [23, 2,") wie folgt darstellen

foa(x1,20,w0) = pi(x1)pi(22)0ij + piva(x1)pj(T2)Nit1, (6.24)
+pi(21)pjr1(T2)Mi i1 + Piv1 (T1)Pj41(T2)Mig1,41

= pi(z1)pj(xa)mi; + (1 — pi(z1))pj(w2)Niy1;
+pi(21) (1 = pj(22))0ijo1 + (1= pi(21)) (1 = ps(@2)) 0141
Fﬁr p(x) B (1] ‘STOESLO’ 1)

und damit nicht stetig. Die Interpolationsfunktion p(z) = (1 — |z|)* fiihrt auf den Fall
der linearen Interpolation, womit stetige Funktionen generiert werden kénnen. Fiir hohere
Glattheiten miissen weitere Bedingungen an das Interpolationspolynom p gestellt werden.
So erzeugen die zusétzlichen Forderungen

p(0) =p (1) =0 firv=1,2

ist die Approximationsfunktion °f,, eine Treppenfunktion

zweimal stetig differenzierbare Funktionen (vgl. [35]). Nachfolgend werden einige wichtige
Eigenschaften des Approximationsfeldes f,, angegeben.

Satz 6.12 Die Funktion f,, sei eine Approximationsfunktion der Form (6.23) basierend
auf dem MA|p, qJ-Feld (n; ;)i jez mit der Korrelationsfunktion (v, (1, 72)) s mez. Dann gilt

1. E{fpq(z)} =0,
2. die Korrelationsfunktion besitzt die Gestalt

Ry, otoa(@y) = E{fpq(2) fp.q(y)} (6.25)
= Y(11,72) [pi (1) pir (Y1)0; (22) Py (y2) + Pir (21) i1 (Y1) 05 (22) Py (2)
+pi(21)per (Y1) i1 (22)pjr11(Y2) + Pigr (21)pirg1 (Y1) D41 (22)Djr 41 (32
Yo = 1 72) [Pisr (21)pir (Y1)p; (22)p5 (y2) + Pir (21)pir (Y1) 11 (22)Djr11 (Y2
(11 + 1, 72) [pi(@1)pirs1 (91)pj (2)pjr (y2) 4 pi(@1)pirs1 (Y1)pj41 (22)p;
V(71,72 — 1)[ i(21)pir (Y1)pj+1(22)pjr (y2) + Piva (1) pr +1(y1)PJ+1(~’C2)Pj' Yo
Vo1, 72 + 1) [pi(21)pir (y1)pj (22)pyr +1(yz) + pia1(z1)pir 1 (y1)p;
w11 — 1,19 — 1) D1 (@1)pirpjs1 (22)pj( ]
V(1 4+ 1,72 + 1) [pi(z1)ps +1p] T2)pjr+1(y2)]
( ) (
( ) (

+

+ o+ + o+
2

(i —1,m+1 [pz+1 x1)pir (Y1)p (22)pjr 1 ?/2)]
+ (i +1,m—1 [pz T pz+1 yl pg+1(56’2)pg’ yz)]
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mit i = [i_;]; il = [z_;];j: [i_j],j’: [%—j], T =i —1i, o =7 — 7, wobei [-] den

ganzzahligen Anteil beschreibt,

3. fpq ist e-korreliert mit der Korrelationslinge € = (e1,e2) = ((p + 2)hy, (¢ + 2)hy),
d.h. es gilt

Bfyutpa (@ y) =0 fir yr —ai| 2 (p+2)hy vV [y2 — 22 2 (¢ 4 2)hy,
4. [pq ist e-abhingig mit der Abhingigkeitslinge € = (€1,€2) = ((p + 2)hy, (¢ + 2)hy).
Beweis.

zu 1. Aufgrund der Zentriertheit des MA[p, ¢]-Feldes (vgl. Satz 6.2) gilt
E{fpq(r1,22)} = > pilwr)p;(z2)B{ni;} = 0.

2%
zu 2. Es gilt
pr,qu,q (1‘, y) = E{fpvlJ(x)fpﬂ(y)} = Z pm(xl)pm/ (yl)pn(xZ)pn’ (yQ)E{nm,nnm’,n’}-
Wenn

x1 € [ihy, (i+1)hy), y1 € [('hy, (' +1)h,), 22 € [jhe, (J+1)hy), Y2 € ['hy, (7'+1)Ny),

dann verschwinden die Interpolationspolynome p,,, pms, p, und p, fir m # 4,1+ 1,
m #£i i+ 1,n#£j,j+1undn’ #7557 + 1.
Weiter gilt E{ny, n0m/n } = 7(m —m/,n —n'), womit die Behauptung folgt.

zu 3. Sel y; = x1 + 2 mit |z] > (p + 2)h, dann folgt

i —i> [ﬂ+p+2] — {ﬂ} =p+ 2 fir z; > (p+2)h,,
hp h'p

7 —i< {%—(pw)] - {z—j — (p+2) fir 2y < —(p+2)hy.

P

Aufgrund der Eigenschaft der MA-Prozesse, dass vi(71) = 0 fiir [71[ > p+ 1 (vgl.
(6.8)) und analogen Uberlegungen fiir yo = 29 + 2o mit |29| > (¢ +2)h, gilt mit Hilfe
der Gleichung (6.25)

Ry, o poa(®y) =0 fir |y —a1| > (p+2)h, oder |yo — x| > (g + 2)hy.

zu 4. Sei {X;}i—1. s, $ > 2 eine Familie nicht leerer Teilmengen mit X; C R?, i =1,...,s
und d(X;, X;) > ¢ = ((p+2)h,, (¢ +2)h,) tir i # j. Aufgrund der Konstruktion der
MA[p, q]-Approximationsfunktion kénnen dann die Werte f,, fir beliebige = € A;
als (linear) messbare Funktionen einer Teilfolge (&)(s,nez; des White-Noise-Feldes
(&s.4)s.ez dargestellt werden. Fiir die Indexmenge 7; € Z? impliziert die Bedingung

d(X;, X;) > e = ((p+2)hy, (¢ +2)h,) fiir i#j

7,NT; = 0 fur ¢ # j. Damit sind die zufilligen Funktionen f;,q; X; x Q — R mit
f;i,q(ff) = foq(x) fir z € &}, i =1,..., s unabhéngig, woraus auf die e-Abhéngigkeit
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der Approximationsfunktion zu schlieflen ist.

O

Das durch Beziehung (6.23) definierte Approximationsfeld f,, , ist allerdings nicht homogen
und erfiillt somit nicht die geforderten Eigenschaften aus Annahme 1.3. Dies soll am
Beispiel der Varianzfunktion Ry, ¢ .(,%) gezeigt werden. Nach Gleichung (6.25) und
mit Hilfe der Orthotropieeigenschaft des MA-Feldes (7s¢)s ez (vgl. Satz 6.2 Eigenschaft
4) lédsst sich diese schreiben als

Ry, o fpa(@,2) = 7,(0,0) [pF (z1)p] (22) + (1 = pi(1))°p] (22) + pi (1) (1 — pj(22))* (6.26)
+ (1= pi(21))*(1 = pj(2))?]
+27,(1,0) [(1 = ps(a1))pi(21)p5 (22) + (1 = pi(1))pi21) (1 — pj(2))? |
+27,(0, ) [ (21) (1 = pj(22))ps(wa) + (1 = pil@1))*(1 = pj(22))p;(w2)]
(1, 1) [(1 = pi(1))pa(0) (1 = pj(2))p; (22)].
Mit Hilfe der Beziehungen p;i1(21) = 1 — pi(z1) sowie analog pji1(z2) = 1 — pj(z2) und
21 = pi(x1), 22 = p;(z2) besitzt die Varianzfunktion die Gestalt
Ry, poa(@:2) = 75(0,0) = 2(7,(0,0) — 7,(1,0)) [(1 = 21)2125 + (1 — 21)21(1 — 22)* ] (6.27)
2(7(0,0) = 7,(0, 1)) [27 (1 — 22) 20 + (1 — 21)*(1 — 22) 2 |
— 4(7,(0,0) — ,(1,1)) [(1 —z21)z1(1 — 22)22}.

0<(1—2)z2s+(1—2)(1—2)%% <

9

0 < (1 — ZQ)Z%ZQ + (1 — Zl)2<1 — 22)22

[\
I

1
0 S (1 — 21)21<1 — 22)22 S 1—6,

77](07 O) > 7n<'7 ')7

was auf die Beziehung

1 1 1 1
_1%7«)7 0) + 5/77](17 0) + 5/77](07 1) + nyn(lv 1) < Rgfp,qsfp,qcv’ .T) < 777(07 O)

fiihrt. Nach Gleichung (6.26) gilt in den Gitterpunkten (%, 23) = (ihy, jhy), 4,7 € Z

Rsfp,qsfp,q((xzi7 xJQ)a (le’ l‘;)) = 77](07 0)7

. . . . . l‘i+1—1§i l‘j+1—$j . .
wohingegen die Varianz in den Mittelpunkten z,, = ( =t = ), 1,7 € 7Z der

Diskretisierungsintervallen im Falle linearer Interpolation den Wert

1
Rsfp,qgfp,q (SL’m, SL’m) = Z(%?(O? 0) + 777<17 0) + 777(07 1) + 777(17 1))

besitzt, welcher i.a. nicht ,(0,0) entspricht. Damit ist gezeigt, dass die Varianzfunktion
Ry, .1, (@, x) nicht konstant ist und demzufolge die Approximationsfunktion f,, nicht
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homogen sein kann. Allerdings folgt aus den nachfolgenden Uberlegungen, dass in (6.27)
fiir p, ¢ — oo die Differenzen (0,0) —~(1,0), v(0,0) — (0, 1) und v(0,0) —~(1, 1), welche
die Abweichungen der Varianz R-, s, . von o(0) beschreiben, verschwinden.

Die Approximationsfunktion f, , verfiigt aber iiber die schwéchere Eigenschaft der (h,, hy)-
Periodizitat.

Satz 6.13 Sei f,, eine MAp,q/-Approzimationsfunktion basierend auf dem MAp,q/-
Feld (nst)stez. Dann ist f,, periodisch verteilt mit der Periode 6 = (6y,65) = (hy, hy).

Beweis. Der Approximationsfunktion f,, liegt ein streng homogenes MA|[p, g]-Feld zu-
grunde (vgl. Satz 6.2). Damit gilt fir Vn € N, z',... 2" € R? By,...,B, € B(R) und
k e N?

P(fpq(21,73) € Biy. ., fpqlat, 75) € By)

= P> pia)pi(@h)niy € Br,.... Y pila})p;(ah)ni; € By)
i i

=P : 1+ kihy)p; 5+ kohg)Nisk, B

- (Zpl-i-/ﬁ (xl + R p)p]+k2 ($2 + K2 q)nz+k1,]+k2 € by,
i
> Pisk (24 + k) Py (@5 + kahg) ik, joha € Br)
i

= P(fpq(x) + kihy, 25 4+ kohy) € By, ..., fog(2? + kihy, 25 4+ kahy) € By).
O

Der néchste Satz zeigt die Konvergenz der Korrelationsfunktion (und damit auch der
oben betrachteten Varianzfunktion) des Approximationsfeldes f, , gegen die vorgegebene
Korrelationsfunktion o fiir p, ¢ — oc.

Satz 6.14 Sei o die Korrelationsfunktion eines 1-korrelierten schwach homogenen Feldes.
Weiter sei (fp.q)p.qen, €ine Familie von MA|[p, qJ-Approzimationsfeldern, so dass fir die
Korrelationsfunktion des zugrunde liegenden MA|[p, qf-Feldes (nst)s ez gilt

’Vn(71772) = Q(Tlhp77-2h'q) fiir |7'1| =0,...,p, ‘72‘ =0,...,q

Die Folgen der Diskretisierungsparameter (hy)pen, und (hy)qen, erfille die Bedingungen
lim ph, = 1 und lim qh, = 1. Dann gilt fir die Korrelationsfunktion Ry, ¢ (x,y) der

p—00 q—00
Approzimationsfunktion f,,

lim pr,qu,q (x,y) = Q(yl — T1,Y2 — xQ)-

p,q—00

Beweis. Siehe [40]. O

Nach Satz 6.14 ist die Approximation der gegebenen Korrelationsfunktion ¢ durch die
Korrelationsfunktion Ry, ; — der Approximationsfunktion f,, fiir p,q — oo exakt. Fiir



6.3. INTERPOLATION VON MOVING-AVERAGE-FELDERN 109

endliche Ordnungen p und ¢ dagegen ist die Approximation der gegebenen Korrelations-
funktion g exakt, wenn die Korrelationsfunktion v, des zugrunde liegenden MA[p,q]-Feldes
(Ns.t)s.tez die Beziehung

Yo(T1,72) = 0(T1hy, 2hy)  fir 1| =0,...,p, [72| =0,...,q

erfiillt und die Argumente x und y als Stiitzstellen (2%, 27)0(ih,, jh,) und (', 43) mit
Yl =i'hy, y%l = j'h, gewihlt werden. D.h. die Beziehung (6.25) ergibt sich dann als

pr,qu,q<x7 y) = 777<7-17 TQ) = Q((ZI - i)hlﬂ (j/ o ~7>hq> = Q<y1 —TLY2 1’2) <628)
fir o1 = ihy, 2o = jhy,y1 = 'hy, Y2 = 7'hy.

Fiir die Wahl geeigneter Gitterléngen h, und h, ergeben sich folgende zwei Moglichkeiten

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
hp—pJrl und h, = prs bzw. hp—pJr2 und h, = PR

Mit h, = zﬁ und h, = qj%l erfiillen die Koeffizienten des MA[p, g]-Feldes das Gleichungs-

system
K ko

T) = ,
i = (S5

allerdings gilt dann fiir die Korrelationslinge € = (1, 2) der Approximationsfunktion f, ,

)7 klzou"'7p7 k2:07"'7Q7

1 1
= 2)h,=1+—— und e = 2)hg =14+ ——.
e1=(p+2)h, +p+1 und g9 = (g +2)hy, +q+1

p+17 q+1
Approximationsfunktion. Die Approximation der gegebenen Korrelationsfunktion o ist

nach Beziehung (6.28) aber in allen Gitterpunkten exakt.

Mit h, = ﬁ und h, = qJ%Q erfiillen die Koeffizienten des MA[p, g]-Feldes das Gleichungs-
system

D.h. die Gitterldngen h, = zﬁ und h, = q% fithren auf eine (1 + L1+ L) korrelierte

ki ks
=o ——, k1 =0,...,p, ke=0,...,
Y (T) Q(p+2 q+2) 1 P, ko q

und die Approximationsfunktion f, , stellt eine 1 korrelierte Funktion dar. Aber in diesem

Fall ist die Approximation der gegebenen Korrelationsfunktion g nicht in allen Gitterpunk-
ten exakt. Es gilt

kq ko
p+2 q+2

pr,qu,q((ihp7th)7 ((Z+k1)hp> (]+k2)hq)) = Q ( ) ) k:l - 07 e apa k2 - 07 oty q
wogegen

Rfmfp,q((ihpvth)v (i + (p+1)hy, (j + k2)hy))

fYTI(p + 1, k2) =0

p+1 I{ZQ
— ke =0,... 1
# Q<p+27q+2)7 2 ) >CJ+ )

Yo(k1,q+1) =0

kr q+1
), ki =0,....p+ 1.
#* @<p+2 q+2) 1 P

pr,qu,q((ihp’th)a ((i+ kl)hpa (J+(g+ 1))hq))

Im Folgenden wird aufgrund der vorausgesetzten 1-Korreliertheit in Annahme 1.3 von
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den Gitterldngen h, = zﬁ und h, = ausgegangen.

=
Zusammenfassend liefert die MA[p, ¢]-Approximationsfunktion f,, der Form (6.23) eine
e-korrelierte und sogar e-abhéngige, (h,, h,)-periodische aber nicht homogene zufillige
Funktion. Somit sind nicht alle in Annahme 1.3 gestellten Bedingungen erfiillt. Der fol-
gende Abschnitt beschéftigt sich mit zwei Verfahren, welche die betrachtete Approxima-

tionsfunktion f, , in eine homogene transformieren.

6.4 Approximation von homogenen Zufallsfeldern

Auf Grundlage der (hy, h,)-Periodizitdt der MA[p, ¢]-Approximationsfunktion f,, nach
Gleichung (6.23) werden in diesem Abschnitt zwei Verfahren betrachtet, welche das in
Abschnitt 6.3 entwickelte Approximationsverfahren so modifizieren, dass streng homogene
bzw. schwach homogene Zufallsfelder entstehen.

Die Idee des ersten Verfahren besteht in der zufélligen Verschiebung der Argumente x =
(71, 72) € R? um die GroBen o und g (vgl. z.B. [24],[40]). Dabei sind a; und oy auf
den Intervallen [0, h,) bzw. [0, h,) gleichverteilt. Des Weiteren sind sie unabhéngig vom
zugrunde liegenden White-Noise-Feld (s ¢)s ez sowie voneinander unabhéngig. Damit ist
folgende Approximationsfunktion definiert

Tpa(x1,xa,w0) = fpa(x1 + a1 (w), 22 + az(w),w).

Dieses Vorgehen kann auch als Verschiebung des zugrunde liegenden Diskretisierungsgit-
ters interpretiert werden. Alle Gitterpunkte (z%,2}) = (ih,, jhy), i,7 € 7 werden um
die zufélligen Variablen oy in z1-Richtung und a5 in z9-Richtung verschoben. Das Gitter
bleibt somit dquidistant.

Die Idee des zweiten Verfahrens besteht in der separaten Verschiebung jeder Interpolati-
onsfunktion p;(z1) und p;(z2) mit Hilfe zufélliger Variablen o bzw. .

6.4.1 Verschiebung der Stiitzstellen mit Hilfe einer Zufallsvaria-
blen

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften der zufélligen Funktion

]Fp7q(l‘1,l‘2,w) = fpvq(l‘l + al(w)va + aQ(w)vw)'

untersucht. Das néchste Lemma gibt dazu eine fiir die nachfolgenden Herleitungen wich-
tige Figenschaft periodischer Funktionen an.

Lemma 6.15 Sei g : R? — R eine (hy, h,)-periodische Funktion, d.h.
g(@1 + hy, x5 + hy) = g(a1,75), Vo € R

hp hq
und das Integral [ [ g(x1,x0)dxedzy existiere. Dann gilt
00
hp hg hp hq

//g(xl,xg)dxgdxl ://g(x1+a1,x2+a2)dx2dx1, fir ar,as € R.
0 0 0 0
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Beweis. Siehe [14], S.141. m

Der niichste Satz zeigt, dass die zuféllige Verschiebung der Argumente = = (z1, x2) durch
die Zufallsvariablen o = (a1, as) die MA[p, g]-Approximationsfunktion f, , in eine streng
homogene Funktion f, , tiberfiihrt.

Satz 6.16 Die Zufallsvariablen oy und as seien auf den Intervallen [0, h,) und [0, h,)
gleichverteilt, unabhdngig vom zugrunde liegenden White-Noise-Feld (&st)stez der Appro-
zimationsfunktion f,, und voneinander unabhdngig. Dann besitzt die Funktion

fm(:cl, To,w) = fpqa(1 + a1 (w), xe + as(w),w). (6.29)

folgende Figenschaften.

1. fm st streng homogen,

2. die Korrelationsfunktion besitzt die Gestalt

hp hq
1
pr,qu,q<x’y) - hphq//pr,qu,q<u7u+z>du2du1
0 O

mit u = (ui,us) € R? 2= (21,2) ER? 2,y e R?, 2 =y — 1z,

3. foq ist e-korreliert mit der Korrelationslinge € = (£1,€2) = ((p + 2)hy, (q + 2)hy).
Beweis.

zu 1. Zum Nachweis der strengen Homogenitét ist fiir fp,q die Beziehung (1.6) fiir al-
lexzt,...;2" € R?, n € N, [ € R* und By,..., B, € B(R) nachzuweisen. Nach
Gleichung (6.29) gilt
J=P(fpq (et + 1,2t + 1) € By, ..., foq (et + 11,27 +15) € By)
= P(fp,q(ﬂf% —+ ll + Qq, SL’% -+ l2 -+ 042) € Bl, ceey fp7q<l’? + ll + oy, SL’S + l2 + 042) c Bn)

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird das zufillige Ereignis
C={fogxi +h+a,zy+l+as) € By,..., fog(@l + 1+ a2y +1ls+as) € B}
eingefiihrt, woraus folgt
J = P(C) =Elc = E{E{1c[(a1, a2)}} = E{P(C|(a1, @2))}
= /P(C|(a1,a2) = (81, 82))dF,(s1, s2),
R2

wobei F,, die gemeinsame Verteilungsfunktion der ZufallsgroBen (aq, an) beschreibt.
Da diese voneinander unabhéngig und auf den Intervallen (0, h,] bzw. (0, h,] gleich-
verteilt sind, ergibt sich

hp hq

1
/= hyh //P(C|(a1,a2) = (51, 52))dsads;.
p'lq
00
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zu 2.

zu 3.

Aufgrund der Unabhéngigkeit von a = (ay, as) und f,, gilt weiter (vgl. [38], §7, S.
221)

hp hg

J =

)€ Br,..., fpga" +1+5s) € B,)ds

hphy

mit s = ($1, s3). Im néchsten Schritt fithren das Theorem 6.13 und Lemma 6.15 auf

hp hg

)€ Bi,..., [pqa(z" +s) € B,)ds

P
h'ph’q

0 0
= P(f,,(z') € By,..., frq(2") € B,).

Durch #hnliche Uberlegungen wie unter 1. ergibt sich mit z,y,s € R?, y = = + 2,
a = (ag,as)

pr,qu,q(x’ y) - E{fEQ(x)fP,Q(:E + Z)} = E{fp7q($ + Oé)fpg(l' +z+ Oé)}

= E{E{fp,q(x + O‘)fp,q(x +z+ a)|a}}
hp hq

_ hihi//E{qux+s>qu<x+z+s>}ds

hp hq
11
= h_h_ Ry, fpo(® 4+ 5,04+ 2+ s)ds.
00

Aufgrund der (h,, h,)-Periodizitdat der MA[p, g]-Approximationsfunktion f,, folgt
fiir deren Korrelationsfunktion Ry, , ¢ (x,y) = Ry, , 5, . (x+0,y+0) mit 0 = (hy, hy).

Dann gilt
hp hq
11
RfP‘IfP‘I ’y —h_h_ fPQqu s Z+$)d
0 0

Nach Satz 6.12 Eigenschaft 3 gilt
Ry, opoa(®y) =0 fir |y —a1| > (p+2)hy V |y2 — 22| > (g + 2)hy,

woraus folgt
h’P h’q

[ Rt it =odu =0 e fpn—aa] > 4420y V o] > a2

O

Die Approximationsfunktion fp,q erfiillt damit die Bedingungen aus Annahme 1.3. Der
nichste Satz beschreibt das Verhalten der Korrelationsfunktion pr Foa fiir p, ¢ — .
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Satz 6.17 Sei o die Korrelationsfunktion eines 1-korrelierten schwach homogenen Feldes.
Weiter sei (fp.q)pqen, €ine Familie von MA|[p, qJ-Approzimationsfeldern, so dass fir die
Korrelationsfunktion des zugrunde liegenden MA[p, qJ-Feldes (0st)s ez gilt

Yo(T1,72) = 0 (Tihy, T2hy) ,  fiir |1[ =0,...,p, 2| =0,....q
Die Folgen der Diskretisierungsparameter (hy)pen, und (hy)qen, erfillen die Bedingungen

lim ph, = 1 und lim gh, = 1. Dann gilt fiir die Korrelationsfunktion Rf Foa (x,y) der

p—00 q—00

Approzimationsfunktion fp7q

lim R:

P.g—00 fp.afp.a

(z,y) = o(y1 — 1, Y2 — x2).

Beweis. Siehe [40]. m

Die Funktion fp,q ist nicht e-abhiingig, da fiir alle x € R? die Zufallsvariablen fp,q(:p, w) =
Tpa(z1 + a1(w), 22 + as(w), w) von a = (v, ap) abhéngig sind.

6.4.2 Verschiebung der Stiitzstellen mit Hilfe verschiedener Zu-
fallsvariablen

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt werden nun Folgen (a);ez und (ab)icz von un-
abhéngigen und auf den Intervallen [0,h,) und [0,h,) gleichverteilten Zufallsvariablen
genutzt, um die Interpolationsfunktionen p;(z1) und p;(xs) separat zu verschieben.

Dazu wird die MA|[p, ¢]-Approximationsfunktion f,, in der Form

fp7q($1,l‘2,(,()) = Z pm(xl)pn(xQ) Zzaibjgm—i,n—j

m,n€L =0 7=0
— Z ( Z am—k‘l bn—kgpm(xl)pn(l?)) gk‘l,kg - Z gkLk‘Q (l‘la xQ)gk‘l,lﬁ
k1,ko€Z \m,n€Z k1,k2

geschrieben, wobei gi, k, (1, Z2) == Y. Gm—ky Op—kyPim (21)Pn(22) gesetzt wurde. Mit Hilfe
m,ne”
dieser Darstellung fiihrt die zuféllige Verschiebung der Interpolationsfunktion g, auf

folgende Funktion

Fpa(@1,22,0) 1= gy iy (11 + 0 (W), 72 + 05 ())& - (6.30)

k1,k2

Satz 6.18 Es seien (a})iez und (ab)sez unabhingige Folgen unabhdingiger und auf den In-
tervallen [0, h,) und [0, h,) gleichverteilter Zufallsgrifen, welche auch unabhdngig vom zu-
grunde liegenden White-Noise-Feld (£s4)s ez der Approximationsfunktion f,, sind. Dann
besitzt die Funktion

f .Tl,SL’Q, Z Gy ko 'Tl _'_Oél ( )7372 + aém(w))fk‘l,k‘z
k1,ka

folgende Figenschaften.
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1. Die Korrelationsfunktion von ?pg hat die Gestalt

hp hq

pr’qu’q(u, u ~+ z)dusduy

1
R?p,q?p,q(x’y) o hphq

mit u = (uy,us) € R?, 2= (21,20) ER?, 2,y e R?, z =y — 1z,

2. fp,q st schwach homogen,

3. f,q st e-korreliert mit der Korrelationslinge € = (e1,€2) = ((p + 2)hyp, (¢ + 2)hy),
4. ?M ist e-abhdngig mit der Abhingigkeitslinge € = (e1,e2) = ((p + 2)hy, (¢ + 2)hy).
Beweis.

zu 1. Fiir die Korrelationsfunktion Ry = (x,y) gilt
Bty ®Y)

= E{ Z Z Gk1ko ('Tl + &]flv Ty + a§2>£k17k2glll2 (yl + al117y2 + O‘?)fh,b}
k1,k2 l1,l2

= Z E{gklk‘z ('rl + &]flv To + alf2>£k1,k29k1k‘2 (yl + alf17y2 + &52)§k1,k2}
k1,k2

+ Z Z E{gklkz (1‘1 + alfl , Lo + a§2)€k1,k2911l2 (yl + alllayQ + 0/22)&1712}
ki,ke 102,117k lo#ke

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Approximationsfunktion f,, von den Zufalls-
grofen (a)iez, (ab)iez und deren paarweiser Unabhéngigkeit sowie deren Gleich-
verteilung auf Intervallen [0, h,) bzw. [0, h,) konnen die Summanden fiir I, = &,
ly = ko wie folgt geschrieben werden

E{gklkz (1‘1 + O/lﬂv T + a§2)€k1,k29k1k2 (yl + O/lﬂa Yo + a12€2)€k17k2}
= E{E{gxr, (501 + o, o+ O52)Exy kG (Y1 + QYL Yo+ 52)Exy iy ot b2}

E{ﬁkl,@}
= —0 Grrks (21 + U1, T2 + U2) Gryky (Y1 + Ut, Y2 + Ug)dugduy

und analog fiir [y ;é kl, ly # ko

k k ! l
E{gk1k2 (1‘1 + allaxQ + a22)€k517k2glll2 (1‘1 + allv To + a22)€l1712}
hp hp hq hq

E
- % / / //gk1k2 (21 + w1, T2 + u2) g1, (Y1 + v1, Y2 + v2)dvadusdvyduy
p'q

—0,
a (&s.t)stez €in White-Noise-Feld beschreibt. Daraus folgt

B _ E{g,ﬂ,@} e
?p,qu’q(%y) = 7 Gk (T1FU1, ToFUn) Gy (Y1 FU1, Y2 +tu2)duaduy .
k1,k2

(6.31)
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Mit Hilfe des Lemmas 6.15 gilt weiter

hp hq hp hg

1
/ anqu,q (u’ U+ Z)dUQdul =
0

hyh

pr,qu,q ("L‘ + u,xr +u+ Z)dUgdul

hphq

o\

k1,k2 l1,l2

hp hg
E
- Z Z {gkll@&lb // Ghiko (T + 1) g1y, (T + u + 2)dugdu,y
0 0

E
_ Z {fklkg} //gklk2 T+ W) Gk (T + u + 2)dusduy

k1,k2

o E{gkl k:g}
Z Grorka (21 + W1, T2 + U2) Gy ko (Y1 + U1, Y2 + uz)duadug (6.32)

ki.ka
mit y; = 27 + 21 und Yo = x9 + 29. Aus (6.31) und (6.32) folgt die Behauptung.

zu 2. Die Bedingungen der schwachen Homogenitét sind erfiillt, wenn die Erwartungswert-
funktion E{f, ()} konstant ist und die Korrelationsfunktion ijjp’q(x, r+z) nur
von der Differenz der Argumente abhingt. Die zweite Bedingung ist in Punkt 1
nachgewiesen worden. Fiir die Mittelwertfunktion gilt

E{f, ()} = E{ Y ghkaor + (@), 22 + af2()) o e |

k1,k2

= > B{grk(z1 + of (W), 2+ a5 () }E{&y 0} = 0

k1,k2

zu 3. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Satzes 6.16 Eigenschaft 3.

zu 4. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Satzes 6.12 Eigenschaft 4.

O

Aufgrund der separaten Verschiebung der Argumente der Funktion g, x, um die zufélligen
Variablen o' und aA? ist die Approximationsfunktion TM nicht streng homogen. Zum
Zwecke der Ubersichtlichkeit wird diese Eigenschaft im Folgenden fiir eindimensionale
Approximationsfunktionen

W)= gz +op)§ mit gu(z) =Y aipi(x), TER (6.33)

keZ 1€EZ

gezeigt. Weiter wird der Spezialfall ¢ = 0 betrachtet, womit der Moving-Average-Prozess
(7¢)tez dem White-Noise-Prozess (& )z entspricht und sich die Darstellung (6.33) zu

Fol@) = prle + ar)é

keZ
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vereinfacht. Im néchsten Schritt wird h, = 1 gesetzt und die Funktion fo an der Stelle
mit & € (0, 1) betrachtet. Damit ergibt sich

fo(@) = Liag<i—apo(T + a0)éo + pr(Z + )&y + Liaos1-ayp2(2 + ).
Mit C = {[1{a0<1_5§}p0<i’ + Oéo)éo + p1 (f + al)él + 1{a2>1_55}p2<i’ + 042)52] < b} folgt

P(fo(2) <b) = Elo = E{E{1¢|(a0, 1, a2) }}

= E{P(C|(a0, a1, 02))} = jj/lP(C\(Oéoaoéhaz) = (51, 52, 53))dssdsads,

- 1 1
= / / / P([po(z + S1)é0 +pi(2 + 82)51 + po(2 + 83)52] < b)dszdsadsy.
0 0

1-z

Es seien nun die unabhéngigen Zufallsgrofien éo, él, ég als normalverteilt mit Mittelwert
null und Varianz eins gewihlt und die Interpolationsfunktionen als stiickweise linear vor-
ausgesetzt. Dann gilt

n(z, 1, 82, 83) = po(T + 81)50 + (T + 82)51 + pa(T + 83)52 und
n(%, s1, 82, 83) ~ N (0, po(Z + 51)% + p1 (& + 82)* + po(& + 53)°).

Die Abbildung 6.1 zeigt den Verlauf der eindimensionalen Verteilung P(f () < b) in
Abhéngigkeit von z fiir b = 0.5.

0.18

[— P, <),

0.14

0.121

0.1

0.08

0.06

0.041

0.02

Abbildung 6.1: P(f,(2) < b) fiir b = 0.5 in Abhéingigkeit von &

Da diese nicht konstant ist, gilt fiir u € (0,1 — )

P(f(z+u) <b) # P(f(2)<b).



6.4. APPROXIMATION VON HOMOGENEN ZUFALLSFELDERN 117

Damit ist gezeigt, dass die Beziehung (1.6) fir n =1, 2 € (0,1) und u € (0,1 — &) nicht
erfiillt ist. Durch analoge Uberlegungen ergibt sich, dass auch die Approximationsfunktion
(6.30) die Beziehung (1.6) nicht erfiillt und somit die Funktion ?pg nicht streng homogen
sein kann.

In Anlehnung an Satz 6.17 beschreibt der néchste Satz das Verhalten der Korrelations-
funktion Ry fiir p,q — oo.

Pﬂlfpﬂl

Satz 6.19 Sei (f,,)pqen, eine Familie von MA|[p, q]-Approzimationsfeldern, so dass fiir
die Korrelationsfunktion des zugrunde liegenden MA[p, q/-Feldes (ns+)stez gilt

’Vn(T1,T2) = Q(Tlhfp77-2h'q>7 fiir |7'1\ =0,...,p, ‘72‘ =0,...,q

Dann gilt unter den weiteren Voraussetzungen des Satzes 6.17

lim pr’quyq(ﬂfa y) = o(y1 — x1, Y2 — T2).

P,q—00

Beweis. Siehe [40]. O
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Kapitel 7

Numerische Beispiele

In den vorhergehenden Kapiteln wurden die Lésungen der betrachteten RAWP mit zufalli-
ger Anfangsbedingung bzw. zufélliger Randbedingung mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode und der Fourier-Methode bestimmt und deren erste und zweite Momente be-
rechnet. Ziel dieses Kapitel ist der Vergleich der auf diesen verschiedenen Wegen erhalte-
nen stochastischen Kenngréfien untereinander und mit den Ergebnissen der Monte-Carlo-
Simulation am Beispiel der Varianzfunktion.

Aufgrund der in dieser Arbeit angenommenen Gebietsbeschriankung fiir die Fourier-Metho-
de wird dazu das Gebiet D als Quadrat der GroBe [—0.5,0.5] x [0, 1] gew#hlt. Am Rand
(D) = [—0.5,0.5] x {0} liegt dabei eine Neumann-Bedingung und an den Réndern
(8D)372 = {—05} X [O, 1], (8D)373 = [—05,05] X {1} und ((‘9D)374 = {05} X [0, ].] Robin-
Bedingungen an. Falls nichts anderes angegeben ist, sind folgende Materialparameter ge-
setzt A = 387 ® und a; =107, 1=2,3,4.

7.1 RAWP mit zufilliger Anfangsbedingung

Der Vergleich der verschiedenen Methoden wird anhand des RAWP aus Abschnitt 4.2

— A\Au =0, x = (x1,29) € D, t € (0,T], A = const
AB: u(0,z,w) = “Uy(r,w), x€D
ou
RB: bow)| =0 7.1
8N< zw) (D)2 (7.1)

=0, i=2,3,4,
(D)3,

<§;\‘](t z,w) + oy (t,x,w))

durchgefiihrt. Die Anfangsbedingung 7, determiniert die zufillige Temperaturverteilung
des betrachteten RAWP zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Gebiet D. Der Einfluss dieser Bedingung
auf die Temperaturverteilungen im Gebiet D zu spéteren Zeitpunkten wurde in dieser
Arbeit durch die Finite-Elemente-Losung (vgl. (4.6), (4.10))

n(t, x,w) Zuh]tij mit  w,(t,w) = / o ( )dz, (7.2)
D

JEXR

119
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durch die Fourier-Losung (vgl. (4.42), (4.45))
u(t,x,w) = Z cp(t,w) fru(x) mit  ey(t,w) = e_)“"”t/Eﬂo(x,w)fkl(x)dx,
k=1 2

bzw. durch ein iiber Monte-Carlo-Simulationen erhaltenes Ensemble von méglichen Reali-
sierungen U, (, z) der approximativen Losung iy, (¢, x) des RAWP (7.1) basierend auf dem
Finite-Elemente-System (4.7) bestimmt. Dabei wurde die zufillige Anfangsbedingung “uy
mit Hilfe des in Kapitel 6 vorgestellten Simulationsmodells generiert. Zur Berechnung
der obigen Fourier-Losung wurde die Reihe nach Np = 50 Gliedern abgebrochen, d.h. es
wurden die ersten 50, der Grofle nach geordneten Eigenwerte iy und die dazugehorigen
Eigenwerte fi; berechnet.

Die Abb. 7.1 bis 7.4 zeigen mogliche Realisierungen von Temperaturverteilungen iiber
dem Gebiet D zu den Zeitpunkten ¢ = 0, 5-107°, 1074, 5- 10~*. Zum Zeitpunkt null ist
die Temperaturverteilung durch die zuféllige Anfangsbedingung 7y bestimmt, welche mit
der Zeit iiber D ausmittelt wird.

—

Abbildung 7.1: Realisierung einer Tempera- Abbildung 7.2: Realisierung einer Tempera-
turverteilung fiir t =0 turverteilung fiir ¢t = 5-107°

Abbildung 7.3: Realisierung einer Tempera- Abbildung 7.4: Realisierung einer Tempera-
turverteilung fiir t = 10~* turverteilung fiir t = 5-10~*
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Nun sollen anhand eines numerischen Beispiels die auf den verschiedenen Wegen erhalte-
nen Varianzfunktionen

B0’} = 3 |Gult) / / B =00 (2)T0(y) }p(@)p () dydz GL(1) | pi(a)p; (@)

ZJEXh ..
/[/7.7

tiber die Finite-Elemente-Methode (vgl. (4.13)),

Np
E{u(t,z)* Z Z e Nt Hste) i1 () figty ()

k1,l1=1 k2,lo=1

/ / B {0 (2)T0(9) } fiots (2) fraa () dydl,

tiber die Fourier-Methode (vgl. (4.59)) und als Schitzungen iiber die Monte-Carlo-Simulation
(vel. (6.1))

VN(t,x):ﬁZ<uhtx Zuht:c>

miteinander verglichen werden. Dabei bezeichnet der Term

Gu(t) [ [ Bl () )y’ (v)dyds G ()
D D iJ
die (4, 7)-te Komponente der Korrelationsmatrix E{u, (t)u} (t)}.

Die Korrelationsfunktion der zufilligen Anfangsbedingung 7 sei im Folgenden gegeben

durch

(1 )’ (1) gy, <
- _ , o P 1 1 1,
E{"uy (w1, v2) 0o (y1,92)} = 0y Yo — 2| < €9, (7:3)

0 sonst

mit of = 250% = 62500. Das Gebiet D wird fiinfmal total mittels Quadraten verfeinert,
womit sich die Diskretisierungsparameter zu hy = hy = 3—12 ergeben. Die Ansatzfunk-
tionen p;, i € xj sind als bilinear Vorausgesetzt (vgl. dazu Beziehung (4.32)). Fiir die

Korrelationslangen wird ; = hy = €9 = hy = 3% angenomimen.

327
Zunéchst werden die auf der Finite-Elemente-Diskretisierung basierenden Methoden zur
Bestimmung der Varianzfunktion E{w, (¢, )} miteinander verglichen. Die Abbildungen
7.5 bis 7.10 zeigen die mittels der asymptotischer Entwicklung (bis zur Ordnung sechs)
(vgl. Abschnitt 4.1.1), der expliziten Berechnung (vgl. Abschnitt 4.1.3) und der Monte-
Carlo-Simulation (vgl. Abschnitt 6) erhaltenen Varianzen zu den Zeitpunkten 10~ und
107%. Die Monte-Carlo-Simulation wurde dabei auf Basis von 10°® Realisierungen ermit-
telt. Es zeigt sich, dass die Werte gut iibereinstimmen, was auch bei allen nachfolgenden
Betrachtungen der Fall ist. Deshalb wird im Folgenden statt drei nur noch eine Abbildung

angegeben.
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Abbildung 7.5: Entwickelte Varianz
E{u,(t,z)?} zut = 1075

Abbildung 7.7: Explizit berechnete Varianz
E{u(t,x)?} zut =107

Abbildung 7.9: Simulierte Varianz
VN(t,x) zut =107°

\ Ny \

Abbildung 7.6: Entwickelte Varianz
E{u(t,7)*} zut = 107%

\
Nﬁ\{\““‘)rf

e,

Abbildung 7.8: Explizit berechnete Varianz
E{u(t,x)*} zut = 1074

\

Abbildung 7.10: Simulierte Varianz
VN(t,z) zut =104

Durch die Wahl bilinearer Ansatzfunktionen p;, i € xj, ist die Entwicklung bis zur sechsten
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Ordnung exakt, da fiir Ordnungen grofer als sechs die in den Beziehungen (4.28) bis (4.31)
gegebenen Terme verschwinden. Die Approximationsgiite der asymptotischen Entwicklung
ist in Abb. 7.11 angegeben. Dabei sind die Werte der entwickelten Varianzfunktionen
E{w,(t,z)*} fiir die Ordnungen null, eins und zwei zum Zeitpunkt 107> als Schnitt in
x1-Richtung durch das Gebiet D an der Stelle x5 = 0.5 darstellt. Es zeigt sich, dass mit
jeder weiteren Ordnung das Approximationsergebnis verbessert wird und bei Ordnung
sechs die exakte Darstellung erreicht ist.

T T T T T T T
6000F _ 11100 Ordnung 0
- = = = Ordnung 1

5500 -
50001 -

4500 |i
U

Varianz

4000

3500

3000

Abbildung 7.11: Vergleich der Entwicklungen von E{uy(t,z)?} fiir verschiedene Ordnungen,
o =0.5,t=10"°

Im Weiteren soll auf einen Vergleich der auf der Finite-Elemente-Methode und der Fourier-
Methode basierenden Berechnung der Varianzfunktionen eingegangen werden. Die Ge-
geniiberstellungen der Abb. 7.7 und 7.12 zum Zeitpunkt ¢t = 10~° sowie 7.8 und 7.13 fiir
t = 10~* zeigen eine gute Ubereinstimmung, die auch durch die Abb. 7.14 und 7.15 noch
verdeutlicht wird. Hier sind die Varianzen in Abhéngigkeit von x5 an der Stelle ;1 = 0
dargestellt.

8000 1000
7000
6000

M

B

s

& 5000
4000

3000

Abbildung 7.12: Varianz E{u(t, )%} zu Abbildung 7.13: Varianz E{u(t, )%} zu
t = 107 (Berechnung basie- t = 10~* (Berechnung basie-
rend auf Fourier-Methode) rend auf Fourier-Methode)
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Die Differenzen zum Zeitpunkt 107° zwischen der mittels FEM und Fourier-Methode
ermittelten Varianzen sind zum Zeitpunkt 10~% schon fast ausgeglichen. Weiterhin ist

T T T T T T T T T T T T
Fouer ssor il
4600 Fourier | | Fourier

4400~

500
4200

4000~
450
3800

Varianz
Varianz

3600
400

3400

3200
350

3000~

2800 3001

2600~

I I I I L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X, X,

Abbildung 7.14: Vergleich der Varianzen zu Abbildung 7.15: Vergleich der Varianzen zu
t=107%, 2; =0 und t=10"% 2; =0 und
a=a; =10, i =2,3,4 a=a; =10, i = 2,3,4

an diesen Abb. zu erkennen, dass die Varianz mit zunehmender Zeit rasch abnimmt.
Da nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 Zufall in das RAWP (7.1) iiber den Anfangszustand %
eingebracht wird, mittelt sich dieser Einfluss mit zunehmender Zeit aus. Die Abb. 7.16
verdeutlicht diesen Zusammenhang nochmals. Hier wurde die Varianz im Punkt (0,0.5)
in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt.

3000

2500

2000

1500

Varianz

1000

500~

. , , , . . . . . ,
1 5 10 15 20 25 30 35 40 5 50
t x10°

Abbildung 7.16: Varianz fiir z; = 0, 9 = 0.5, « = o; = 10, 7 = 2, 3,4 in Abhéngigkeit der Zeit

Die Abb. (7.5) bis (7.15) zeigen, dass die betrachteten Varianzfunktion im Inneren des Ge-
bietes D kleiner sind als am Rand dD. Der Grund dafiir ist, dass Temperaturunterschiede
im Inneren aufgrund des Warmeaustauschs mit der Umgebung schneller ausgemittelt wer-
den als am Rand, da dort die homogene Neumann-Bedingung bzw. die Robin-Bedingungen
mit o; = a = 10 anliegen. Uber den Rand (0D), kann demnach keine Wirme abgegeben
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oder aufgenommen werden und auch an den Réndern (0D)3;, i = 2, 3,4 erweisen sich die
Wiérmeiibergangszahlen a; = o = 10 als relativ klein, so dass iiber diesen Réndern nur
ein geringer Wirmeaustausch stattfinden kann.

Im Folgenden werden deshalb die Anderungen der Varianzen an (9D),, (OD)s;, i = 2,3, 4
betrachtet. Aufgrund der Zentriertheit der Losung @ des RAWP (7.1) gilt fiir die Varianz

o?(t, 21, 29) = B{u(t, x, 12)*},

woraus sich folgende Beziehung fiir die Anderung in x,-Richtung ableiten ldsst

Oo?

s —(t,x1,m9) = 2EA1(t, x1, 29Uy, (t, 21, 22) } . (7.4)
Am Rand (9D), wurde die Neumann-Bedingung
ou ou
8N(t T,w) = —)\a—@(t,x,w) =0

gestellt, was dem Fall der Wérmeisolation entspricht. Gleichung (7.4) ergibt sich dann fiir
x € (0D), als
do?
Oy
D.h. am Rand (0D), andert sich die Varianz in z,-Richtung nicht, sie bleibt somit in
der Zeit gegeniiber ,,inneren Punkten grofier. Am Rand (0D); 3 dagegen liegt die Robin-
Bedingung

(gff(t r,w)+ azu(t,x w))

an. Diese beschreibt den Warmefluss iiber den Rand infolge von Temperaturdifferenzen
zwischen Innen- und Auflengebiet. Dabei gilt, je grofler die Warmeiibergangszahl as ist,
desto groBer ist der Wiarmefluss iiber (0D)s 3.

~—(t,21,0) = 0. (7.5)

=0
(0D)3,3

()\SZ (t,2,w) + @z Tt 2 w))

(0D)3,3

Fiir die Anderungen der Varianz ergibt sich nach Gleichung (7.4) bei € (9D)33

0o

o (b 1) = 2E{E(t,x1,1)ﬂw2(t,x1,1)}:—Q%OQ(t,xl,l). (7.6)

D.h. die Anderung der Varianz o2 beziiglich x5 geschieht proportional zu ¢? mit dem
Faktor —22. Fiir a3 = 0 geht die Robin-Bedingung in eine Neumann-Bedingung tiber.
Aus Gleichung (7.6) ist ersichtlich, dass in diesem Fall die Anderung der Varianz wieder
null betrégt. Fiir ag — oo dagegen geht die Robin-Bedingung in eine Dirichlet-Bedingung
iiber. Es ist

=0,

(SZ (t,z,w) + astu(t, x w))
(8D)3.3

1 oJu
= (a33N<t r,w)+u(t,x w))
(9D)3.3

woraus u(t, z,w) = 0 fiir x € (0D)3 5 und oy — oo folgt, d.h. am Rand ist kein Warmefluss

sondern eine feste Temperatur vorgegeben. Fiir die Anderung der Varianz gilt dann nach
(7.6)

1 002

2
tixy, 1) = —Z0%(t,z1,1
s 81‘2( » L1, ) )\O ( y L1y )7
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woraus sich fiir a3 — oo folgende Beziehung ergibt
0'2(t, Ty, 1) =0.

Dieses Verhalten spiegelt sich auch in Abb. 7.17 wieder. Dort wird der Einfluss der Robin-
Bedingungen mit as = 10, 102, 103, 10* auf die Varianzfunktionen zum Zeitpunkt 107>
veranschaulicht. Dabei wurde die Varianz an der Stelle 1 = 0 in Abhéngigkeit von x5
abgetragen. Wie schon fiir den Fall a3 = 10 in den Abb. (7.14) und (7.15) gesehen,
stimmen die mittels FEM und Fourier-Methode berechneten Varianzen auch fiir az =
102, 103, 10* gut iiberein.

4500

4000 -

3500 -

3000 -

2500

Varianz

2000 -

= FEM basierend a,=10

= = = Fourier Methode basierend a,=10
1500 - .

——— FEM basierend o, =102

~ — - Fourier Methode basierend o, =102
1000 - ! 3
——— FEM basierend a,=103

~ ~ - Fourier Methode basierend a,=103
500~ ~——— FEM basierend a,=10%

Fourier Methode basierend u3:104

. . : : .
0 0.2 0.4 0.6 0.8
XZ

Abbildung 7.17: Vergleich der Varianzen fiir a3 = 10,102,103, 10 in Abhéingigkeit von xo und
Ir = 0

Fir az = 10 ist der Warmestrom {iber den Réndern (0D)s 3 sehr schwach. Somit mitteln
sich Temperaturunterschiede am Rand schlechter aus und die Varianz bleibt hoch (vgl.
Abb. 7.17). Mit groBler werdender Wiarmetibergangszahl g sinkt die Varianz am Rand
(OD)3 3. Fiir az = 10® beispielsweise ist der Wérmestrom iiber dem Rand (D)3 3 hoch
und somit konnen Temperaturunterschiede am Rand schneller als im Inneren des Gebietes
D ausgeglichen werden, die Varianz ist demnach gering. Fiir a3 = 10* geht die Robin-
Bedingung nédherungsweise in eine Dirichlet-Bedingung iiber, womit die Varianz am Rand
nahezu null ist (vgl. Abb. 7.17).

Ein analoges Verhalten lisst sich fiir die Anderungen der Varianzen in z;-Richtung an den
Réndern (0D)3 2 und (0D)s4 ableiten. Zusammenfassend gilt also fiir ¢t € (0,6;), o > 0
und z; € [—0.5,0.5]

do?
=0 : —(t 0)=0
€2 8372( y L1,y )
do? «
Ty — 1 8—,’1;‘2<t’ Ty, 1) = —2730'2@5, Ty, 1)

Aus diesen Gleichungen kann mit Hilfe der Taylorentwicklung auf das Verhalten der
Varianzen in der Umgebung der Rénder (0D)y und (0D)s3 geschlossen werden. Fiir
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1 —0@p)s5 < 22 <1, dap)s5 > 0 und ¢, z; fest ergibt sich

902
o2(t, 21, 1) ~ 02 (t, 1, 1) + (w9 — 1) (b, 21, 1) = (1 — 222 (wy — 1))02(t, 21, 1),
8l‘2 A
wobei (1 —2%2 (23 — 1)) > 1. D.h. es existiert eine d(sp), ,-Umgebung des Randes (D)3 3
wo gilt
0-2<t7 x, 1) S 02(t7x17'r2)7 1 - 5(8D)3,3 S ) S 1

Die Abb. (7.18) verdeutlicht dieses Verhalten. Hier sind die die Varianzen aus Abb. 7.17
in Abhéngigkeit der Wirmeiibergangszahl as = 10, 102, 10%, 10 im Intervall [0.95,1]
abgetragen.

Fiir 0 < 23 < d(9p), und ¢, x; fest gilt dagegen

9o
o2(t, 11, 1) ~ 02(t, 21, 0) + (w5 — O)ai(t, 21,0) = o2(t, 1, 0).
X2
Demnach existiert eine ¢(spy,-Umgebung des Randes (ID),, in welcher die Varianzen kon-
stant sind. Dies zeigt auch Abb. 7.19, wo die Varianz im Intervall [0, 0.06] abgetragen ist.

4500 4600 -

4000 - 4400 -

4200

3500

4000
3000

38001

2500 B g
2 3600
2000 R 3400}

1500 B 3200

Varianz
Varian:

3000

1000 H

a,=10
a,=102 2800}
500 a,7103

a,=104 2600
3

Abbildung 7.18: Vergleich der Varianzen zu Abbildung 7.19: Varianz zu ¢ = 1072 und
t =107°, a3 = 10,102,103, 71 = 0 (gezoomt)
10* und 27 = 0 (gezoomt)

Im Rahmen der Fourier-Methode werden die Eigenfunktionen f,, und die dazugehorigen
Eigenwerte 1, als Losungen des Eigenwertproblems

—Af=pf (7.7)
o of B of B .
RB 8—N —0, <6—N+O[Zf> —0, 2—2,3,4
(0D)2 (0D)3,;

bestimmt. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Eigenwerte der Systemmatrix M, 'K}, des
FE- Gleichungssystems (4.7) gegen diese Eigenwerte p,, konvergieren.

Dazu wird die schwache Formulierung des Problems (7.7) in der Form

a(f,v) = pA(f,v), YveH(D)
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mit

Z@f ov
8$ka$k

a(f,v) = /

betrachtet. Mit Hilfe des Ubergangs von f(z) zu fu(z) := . f;p;(z) erfolgt die Diskreti-
JEXR
sierung beziiglich des Ortes, wobei die Ansatzfunktionen analog zu Kapitel 4.1 eine Basis

d:L’—I—ZOzk / Yo(z)ds, (vegl. (4.5))

(0D)3,k

des Approximationsraumes Vp, = {vh Cop(x) = >0 vl-pl-(x)} darstellen. Damit ergibt
1EXR
sich fiir alle 7 € yy, folgende Aufgabe

> falpyp) = m Y fi(pj:pi),

JEXR JEXh

woraus sich mit Hilfe der Definitionen (4.8) und (4.9) von Masse- und Steifigkeitmatrix
das System

Kpf = pnAMy f (7.8)

mit Ky, = [a(pj, pi)lijexn Mn = [(Pj: pi)]ijex, und f = [fillz,, ableiten lisst.
Unter Voraussetzung einer zuléssigen Diskretisierung (vgl. Bemerkung 2.3) folgt aus diesen
Uberlegungen nach [52] die Beziehung

d.h. fiir feiner werdende Diskretisierungen konvergieren die Eigenwerte der Matrix %M h 'K,
gegen die Eigenwerte des Problems (7.7).

n Hn, %,Uh,n

1 |0.0028-10* | 0.0028 - 10*
2 10.0414 -10* | 0.0413 - 10*
3 10.0423-10* | 0.0423 - 10*
4 10.0809 -10* | 0.0808 - 10*
5 |0.1544 - 10* | 0.1539 - 10*
6 | 0.1554-10* | 0.1549 - 10*
7 10.1939-10* | 0.1934 - 10*
8 10.1940-10* | 0.1934 - 10*
9 | 0.3070 - 10* | 0.3060 - 10*

Tabelle 7.1: Vergleich der Eigenwerte

Fiir die Diskretisierung des Gebietes D mit 1089 Punkten, was einer fiinfmaligen tota-
len Verfeinerung entspricht, ist in Tabelle 7.1 der numerische Vergleich der ersten neun
Eigenwerte angegeben.
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7.2 Analysis des RAWP mit zufilliger Randbedin-
gung

Der Vergleich der verschiedenen Methoden wird anhand des RAWP (5.1)-(5.4), konkreti-
siert in Abschnitt 5.2

U — AAU =0, = (r,25) €D CR? tec(0,T], A= const
AB: u(0,z,w)=0, z€D

RB: —(t,x,w)‘(a =P(t,z1,w) (7.9)

=0, i=2,3,4
(0D)3,s

durchgefiihrt. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist die Temperaturverteilung iiber dem Gebiet D null.
Fiir Zeiten ¢ > 0 wird iiber den Rand (D), ein zufilliger Wirmestrom °P eingeleitet. Der
Einfluss dieser zufilligen Randbedingung auf die Temperaturverteilung wurde mit Hilfe
der Finite-Elemente-Losung (vgl. (5.6),(5.10))

t R
n(t, T, w) Z upi(t,w)pj(r) mit w,(t,w) //Gh m)p(x1,0)°P(7, 1, w)dz dT,
0 -R

JEXh -
der Fourier-Losung (vgl. (5.51))

_ 1
u(t,r,w) = Vi > Qa+ pap) /
0

k=1

(s,z,w)pr(z)e _/\““(t_s)dzdsfkl(xl,xg)

?‘U\:U

bzw. durch ein iiber Monte-Carlo-Simulationen (vgl. Kapitel 6) erhaltenes Ensemble von
moglichen Realisierungen wh, (¢, ) der approximativen Losung uy(t, ) des RAWP (7.9)
bestimmt. Zur Bestimmung der obigen Fourier-Lésung wurde die Reihe nach Np = 50
Gliedern abgebrochen, d.h. es wurden die ersten 50, der Gréfle nach geordneten Eigenwerte
i und die dazugehorigen Eigenwerte fi; in die Berechnung einbezogen.

Die Abb. 7.20 und 7.21 zeigen Realisierungen der Temperaturverteilung iiber dem Gebiet
D zu den Zeitpunkten ¢t = 1072 und ¢ = 2. Dabei wird deutlich, dass sich die Tempera-
turen in der Umgebung des Randes (9D), infolge des Wirmestromes °P stark dndern, im
restlichen Gebiet aber relativ konstant bleiben.

Anhand numerischer Ergebnisse werden nun die Varianzfunktionen der FE-Losung

t t R

By = X [ [/ /
0 —R—R

LIEXR )

Gu(t — 7)p(2,0)p" (,0)GL (t — 7)

0]

E{°P(1,2)°P(7, z) }dzdzd7drp;(z)p,(z)
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- -

Abbildung 7.20: Realisierung einer Tempera- Abbildung 7.21: Realisierung einer Tempera-
turverteilung fiir t = 1072 turverteilung fiir ¢ = 2

(vgl. (5.11)), der Fourier-Losung

Ny Ny
o 1
E{u(t’x)Q} = @ Z Z (2%1 +dl1pl1)(2Ql2 +d12p12)fk111(1')fk2[2(1') (710)
k1,01=1 ko,l2=1
t R t R
////E{Eﬁ(s,z)aﬁ(E,2)}<plkl(z)cplk?(2)6_’\(“k1’1(t_s)ﬂ”’“?l?(t_s))dEdEdzds
0 —-R 0 —R

(vgl. (6.1)) miteinander verglichen. Der Term

Gu(t —r)p(z, O)]_QT(Z 0)GT(t — ?)] be-

zeichnet dabei die (i, j)-te Komponente der Matrix.

Die Korrelationsfunktion der zufilligen Randbedingung P sei im Folgenden gegeben durch

1 [ta—t1] 2 1 ly1—1] 2 ¢ ¢
_ _ ) T e - €2 | 2= 1| < €y,
E{"P(t1,21)°P(t2,y1)} = 0y ly1 — 21| < &9, (7.11)

0 sonst

mit der Varianz ag = 25-10°. Fiir die Korrelationslinge ¢ = (1, £5) wurde e; = 107> und

g9 = h = 6—14 angenommen. Die Komponenten £; und &5 stehen dabei fiir die Korrelati-

onslénge in zeitliche bzw. ortliche, d.h. fiir den Spezialfall des betrachteten Rechteckgebie-
tes in x;-Richtung. Die finiten Elemente wurden dabei wieder als Rechtecke gewihlt und
die Diskretisierung des Randes (OD), wurde mit dem Parameter h = é ausgefiihrt. Die
Ansatzfunktionen p;, i € x;, sind als bilinear vorausgesetzt (vgl. dazu Beziehung (4.32)).
Zuerst werden wieder die auf der Finite-Elemente-Methode basierenden Verfahren zur Be-

rechnung der Varianzfunktion miteinander verglichen. Die Abb. 7.22 bis 7.24 stellen die
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durch asymptotische Entwicklung (vgl. Abschnitt 5.1.1), durch explizite Berechnung (vgl.
Abschnitt 5.1.3) und Monte Carlo-Simulation (vgl. Abschnitt 6) erhaltenen Varianzen zum
Zeitpunkt t = 1072 dar. Das Simulationsergebnis wurde auf Grundlage von 10° Realisie-
rungen bestimmt. Anders als im Fall der zufélligen Anfangsbedingung verschwinden die

Terme ngr,s) = D(O‘)gbgr’s)(zl, 29) , i =1,...,6 nicht ab einer bestimmten Entwick-
z1=22=0
lungsordnung |a| = a; +ay = ng mit ny < oo, womit auch die asymptotische Entwicklung

eine beliebig hohe Ordnung besitzen kann. Das dargestellte Ergebnis der asymptotischen
Entwicklung (5.24) wurde auf Basis der ersten zehn Entwicklungsterme erhalten. Die Abb.
7.22 bis 7.24 zeigen, dass die Werte gut iibereinstimmen, was durch den 2d-Schnitt in -
Richtung an der Stelle z; = 0 verdeutlicht wird (vgl. Abb. 7.25). Dieses Verhalten ist
auch bei allen anderen Parameterkonstellationen zu beobachten, weshalb im Folgenden
nur noch eine Varianzfunktionen stellvertretend fiir diese drei Berechnungsméglichkeiten
angegeben wird.

Abbildung 7.22: Entwickelte Varianz Abbildung 7.23: Explizit berechnete Varianz
E{uy(t,x)?} fiir t = 1072 E{uy(t,z)?} fiir t = 1072

Abbildung 7.24: Simulierte Varianz Abbildung 7.25: Vergleich der FEM basieren-
VN(t,z) fiir t = 1072 den Verfahren
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Abbildung 7.26: Varianz E{u(t, z)?} fiir Abbildung 7.27: Vergleich der Varianzen fiir
t = 10_2, berechnet iiber 1 =0und t = 1072
Fourier-Methode

Das Hauptaugenmerk wird in diesem Abschnitt auf den Vergleich der auf der FEM und
der Fourier-Methode basierenden Varianzfunktionen gelegt. Wie sich aus den Abb. 7.22
bis 7.24 (berechnet iiber FE Methoden und Simulation) und 7.26 (berechnet iiber Fourier-
Methode) ablesen liisst, stimmen auch diese Varianzfunktionen zum Zeitpunkt ¢ = 1072
gut iiberein. Der 2d-Schnitt in Abb. 7.27 unterstreicht diese Aussage. Hier wurden die
Varianzen in Abhéngigkeit von x5 an der Stelle z; = 0 dargestellt.

In den betrachteten Abb. wird deutlich, dass der zufillige Wirmeeinstrom P eine Varianz
der Losung zur Folge hat, welche in zo-Richtung stark auf null abféllt. Um diesen Einfluss
der Randbedingung °P besser analysieren zu konnen, werden die folgenden Betrachtungen
auf das verkleinerte Rechteckgebiet [—0.5,0.5] x [0, 0.1] bezogen. Die Abb. 7.28 und 7.29
zeigen die auf der FEM und der Fourier-Methode basierenden Varianzfunktionen iiber
dem verkleinerten Gebiet.

i
s

Sty

Abbildung 7.28: E{uy, (¢, z)?} fir t = 1072 Abbildung 7.29: E{u(t,r)?} fiir t = 1072 und
und a = 10 (FE-Methode) a = 10 (Fourier-Methode)
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Es ist deutlich zu erkennen, dass die zufillige Randbedingung °P nun die Temperaturver-
teilung iiber dem gesamten Gebiet beeinflusst. Auch ist die Wirkung der deterministischen
Robin-Bedingungen an den Réndern (0D)s;, 7 = 2, 3,4 deutlicher sichtbar. Die Varianz ist
in der Umgebung dieser Rédnder hoher als im Inneren des Gebietes, da aufgrund der relativ
kleinen Warmeiibergangszahl o; = o = 10, ¢ = 2,3, 4 nur ein schwacher Wérmefluss an-
liegt und somit Temperaturunterschiede langsamer ausgemittelt werden. Insgesamt zeigt
sich, auch durch die in Abb. 7.34 und 7.35 gegebenen 2d-Schnitten in 1 bzw. xo-Richtung,
wieder eine gute Ubereinstimmung zwischen den beiden Methoden.

Fiir eine Untersuchung des Einflusses der deterministischen Robin-Bedingungen werden
nun die Wirmeiibergangszahlen a; = «, @ = 2, 3, 4 schrittweise erhéht. Die Abb. 7.30 und
7.31 zeigen die auf der FEM basierenden und der Fourier-Methode basierenden Varianz-
funktionen fiir @ = a; = 103, wogegen in den Abb. 7.32 und 7.33 a = a; = 10* gewiihlt
wurde. Die Differenzen fiir ;1 = —0.5, 0.5 sind deutlich erkennbar.

Aufgrund der grofleren Wiarmeiibergangszahlen und der damit verbundenen stédrkeren
Wiérmefliisse iiber den Réndern (0D)s; verringert sich die Varianz iiber dem gesamten
Gebiet, da mehr Wéarme iiber diese Rénder abgegeben werden kann. Diese Eigenschaft
zeigt der Vergleich der Ergebnisse fiir o = o;; = 10 (Abb. 7.28, 7.29) und fiir a = a;; = 10*
(Abb. 7.32, 7.33) fiir t = 10°.

il

!

i

0
///Q;I//////

b

Abbildung 7.30: E{uy(t,z)?} fir t = 1072 Abbildung 7.31: E{u(t,z)?} zu t = 10~2 und
und a = 10? (FE-Methode) a = 10® (Fourier-Methode)

Fiir « — oo geht die Robin-Bedingung in eine Dirichlet-Bedingung iiber, d.h. an den
Réndern (0D)s;, @ = 2,3,4 wird kein Wérmefluss sondern eine feste Temperatur vorge-
geben, welche im betrachteten Fall gleich null ist. In den Abb. 7.34 und 7.35 wird dieses
Verhalten durch numerische Ergebnisse verdeutlicht.

Die néchste Abb. zeigt die zeitliche Entwicklung der Varianz in einigen ausgewéhlten
Punkten = = (0,0.01), (0,0.02), (0,0.04), (0,0.06), (0,0.08). Die Kurven illustrieren, dass
die Varianzen anfangs wachsen, dann aber einen konstanten Zustand erreicht haben.
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I

‘ ///II///’ ‘
"=

Abbildung 7.32: E{uy(t,z)?} fir t = 1072 Abbildung 7.33: E{u(t, z)?} fiir t = 102 und
und a = 10* (FE-Methode) a = 10* (Fourier-Methode)

T T
= = = Fourier a=10
Explizit a=10
- - - Fouriera=104 | |
—— Explizit a=104

Abbildung 7.34: Vergleich der Varianzen fiir Abbildung 7.35: Vergleich der Varianzen fiir

x9 = 0.5 und a = 10; 10* 1 =0 und o = 10; 104
1.4
1.2
1
0.8
.
&
3
>
0.6
0.4+
_x2=0.01
_x2=0,02
0.2 x,=0.04
x2:0.06
x2:0.08
0 L L L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

Zeit

Abbildung 7.36: Zeitliche Entwicklung der Varianz in ausgewéhlten Punkten
(xla 1'2) - (07 ..'['2)
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Auch fiir das RAWP mit zufilliger Randbedingung lisst sich zeigen, dass die Eigenwer-
te der Matrix %Mh_ LK), fiir feiner werdende Diskretisierungen gegen die Eigenwerte des
Eigenwertproblems (7.7) konvergieren, d.h. nach [52] gilt fiir zuldssige Diskretisierungen

li !
n = 1M —Upp-
2 )\Nh,

NhHOO

Hn %,uh,n
0.74563 | 0.74564
10.89213 | 10.89434
11.13630 | 11.13872
21.28281 | 21.28742
40.50672 | 40.53929
40.76523 | 40.79865
50.89739 | 50.93237
50.91174 | 50.94735
80.52632 | 80.59231

© 00 ~J O Tk W N -

Tabelle 7.2: Vergleich der Eigenwerte

Fiir die Diskretisierung des Gebietes D = [—0.5,0.5] x [0, 1] mit 4425 Punkten, was einer
sechsmaligen totalen Verfeinerung entspricht, ist in Tabelle 7.2 der numerische Vergleich
der ersten neun Eigenwerte angegeben.

Abschlieend wird ein konkrete Anwendung betrachtet, welche auf Untersuchungen von
Bremsvorgéngen in Kraftfahrzeugen mit Hilfe elektroanaloger Methoden zuriick geht. Auf
dieses Problem wird auch in [44] eingegangen. Das Prinzip bestand in einer Intervallauf-
teilung der Reibefliche (vgl. Abb. 7.37), wobei in jedem Intervall unabhéingig mit der
Wahrscheinlichkeit p ein Wéarmestrom simuliert wurde. Nach der Zeit ¢ = 34.1us wur-
den die Temperaturen in verschiedenen Tiefen des Materials gemessen und daraus die
Varianzfunktionen geschétzt.

Nt

(OID)341 - (052

e W Y EE D Y W ) M om0 e

7/

L, (6D)33

a )

Abbildung 7.37: Darstellung des untersuchten Quaders

Im Weiteren wird nur ein zweidimensionaler Schnitt durch den Quader betrachtet. Damit
ergibt sich wieder ein rechteckiges Gebiet D an dessen Rand (0D), ein zufilliger, orts-und
zeitabhidngiger Wiarmestrom “P eingeleitet wird (vgl. Abb. 7.37 und 7.38).
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4

Abbildung 7.38: Realisierung der zufilligen Randbedingung “P(t, 21, w)

Die zufiillige Erregung wird dabei fiir (¢, 21) € [ie1, (i4+1)ey] X [jea, (7 +1)ea] mit &1 = 5us
und £, = S5um modelliert durch

P, mit Wahrscheinlichkeit p

. o (7.12)
0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Pty r,w) = {

und besitzt die Eigenschaften
E{*P(t,71)} = Ph,p und E{*P(t,z1)*} = P2 p(1l —p).

Dabei ist zu beachten, dass das durch Beziehung (7.12) gegebene zufillige Feld °P nicht
homogen ist. Fiir die weiteren Rechnungen werden die Materialparameter entsprechend
der elektroanalogen Untersuchungen mit

R =48um, H = 25.2um,
2

K ;
P, =1525-100=, X=1.278-10"°"1,
m S

ay=a, =0, az=2821-10°"
S

gewéhlt. Die Robin-Bedingungen an den Réndern (9D)3 9 und (9D)s 4 entsprechen damit
homogenen Neumann-Bedingungen, was als Wérmeisolation interpretiert werden kann.
Die Grofle P, beschreibt die maximale Oberfliachenleistung.

Durch diese Parameterkonstellation vereinfacht sich die Berechnung der zur Anwendung
der Fourier-Methode nétigen Eigenwerte und Eigenfunktionen (vgl. [44]). Nach den Glei-
chungen (4.48) und (4.49) ergeben sich die Eigenwerte py, fiir g = oy = 0 als

= k—ﬂ- 2 k=0,1,2
Hik = R ) — YUy Ly &y e

und p9; als Losungen der Gleichung

Augy sin(y/por H) = iz /pugy cos(y/pa H ), (7.13)
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wobei 9 = 0 kein Eigenwert ist. Die dazugehorigen Eigenfunktionen o1, und o lassen
sich dann darstellen als

1 _
. 7 ) k=0
T1) = —= 4 sin (2=, k ungerade
90116( 1) \/E (;ﬁl ) g
cos( R ,) k gerade

und

V2
pai(2) = —
\/H + e sin(2H \/pia)

cos(y/Ha2).

Die Abb. 7.39 vergleicht gemessene und die auf verschiedenen Wegen (asymptotische
Entwicklung nullter Ordnung, explizite Berechnung, Fourier-Methode und Monte-Carlo-
Simulation) berechnete Standardabweichungen. Fiir die Bestimmung der Standardabwei-
chungen mittels asymptotischer Entwicklung, expliziter Berechnung bzw. Fourier-Methode
wurde die Korrelationsfunktion der nicht homogenen Erregerfunktion P durch die in
Gleichung (7.11) gegebene Korrelationsfunktion ersetzt. Die Monte-Carlo-Simulation da-
gegen wurde mit der zufilligen Erregerfunktion (7.12) durchgefiihrt. Des Weiteren ist zu
erwiahnen, dass aufgrund der Gréfle des Gebietes bzw. der Materialarameter die Losung
der Gleichung (7.13) mit groflem zeitlichen Aufwand verbunden ist. Deshalb wurden nur
die ersten 17 Eigenwerte in die Berechnung einbezogen. Es zeigt sich, dass die gemessenen
Werte recht gut mit den berechneten iibereinstimmen.

4

T
- Explizite Berechnung
= Simulation

= Approximation 0. Ordnung| _|
Fourier Methode
‘ Messung

Standardabweichung

Abbildung 7.39: Vergleich der numerischen Resultate mit Messungen der Elektroanalogie
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Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

QOFRBNZ

Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen, R, = [0, c0)
Menge der komplexen Zahlen
Eulersche Zahl, e = exp(1)
Nullvektor

Indikatorfunktion

Kroneckersymbol

Landausymbol

ganzzahliger Anteil der Zahl z
Betrag der Zahl x

Erwartungswert

Skalarprodukt

fast sicher, mit Wahrscheinlichkeit 1
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Thesen

1. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des stochastischen Ver-
haltens der Losung w des zufilligen Randanfangswertproblems (RAWP)

Uy — ANAT =0, x=(r1,25) €D CR?* t€(0,T]
AB: u(0,7,w) = “Uy(r,w), x€D
ou —
RB: oo(taow)| =P
e =Pl (%
Ju _
(a—N(t, T, w) + au(t,x,w)) = 0.
(9D)3

Die zufilligen Einflussgrofien %y und °P sind dabei insbesondere als homogene e-
korrelierte Zufallsfunktionen vorausgesetzt. Dieses Modell ermoglicht eine realitéts-
nahe mathematische Beschreibung von zufallsabhéngigen Wérmeleitproblemen, wel-
che beispielsweise beim Brems- oder Kupplungsvorgang auftreten. Weiter konnen
aufgrund des verwendeten Konzepts der e-Korreliertheit der zufilligen Einfluss-
groflen umfangreiche Aussagen zu Charakteristiken von Funktionalen e-korrelierter
Prozesse genutzt werden, die vor allem auf [2], [3] und [4] zuriickgehen.

2. Zur Losung des RAWP (k) wird in dieser Arbeit die Finite-Elemente-Methode
(FEM) genutzt. Dabei wird das kontinuierliche Problem (%) in ein endlichdimen-
sionales Ersatzproblem transformiert, dessen Losung sich als Summe von Integral-
funktionalen der zufilligen Einflussgrofen *u, und °P darstellt. Vergleichend wird
die Fourier-Methode hinzugezogen, welche auch in [1] und [3] betrachtet wurde. Es
zeigt sich, dass die Fourier-Losung sich ebenfalls als Summe von Integralfunktiona-
len der zufilligen EinflussgroBen %, und °P ergibt und damit eine zur FE-Losung
dghnliche Darstellung besitzt.

3. Der Vorteil der Finite-Elemente-Methode besteht darin, dass RAWP auf beliebi-
gen hinreichend glatt berandeten Gebieten gelést werden konnen. Des Weiteren
ist auch die Behandlung nichtlinearer Probleme moglich. Jedoch zeigt sich, dass
zur Losung des RAWP (%) mit EinflussgroBen %, und P, welche kleine Korrelati-
onsldngen ¢ besitzen, eine feine Diskretisierung des Gebietes nétig ist, wodurch der
numerische Aufwand ansteigt. Bei der Fourier-Methode hingegen ist der numerische
Aufwand zur Losung des RAWP (k) unabhéngig von den Korrelationsldngen der
Einflussgrofien, aber die dafiir nétigen analytischen Vorbetrachtungen sind nur auf
seinfachen Geometrien (z.B. Rechteckgebiete, Kreisgebiete) durchfiihrbar.

4. Eine zentrale Stellung bei der Beschreibung von zufélligen Gréflen besitzt die Kor-
relationsfunktion. Es wird gezeigt, dass sich die Korrelationsfunktionen der iiber
Finite-Elemente-Methode oder Fourier-Methode erhaltenen Losungen des RAWP
(*) als Summen von Vierfachintegralen ergeben. Die Integranden enthalten dabei
die Korrelationsfunktionen der stochastischen EinflussgroBen “u, bzw. °P. Fiir die
Berechnung dieser Vierfachintegrale werden drei Methoden angegeben.

5. Ausgehend von der FE-Losung wird die in [2] und [3] angegebene Theorie der asym-
ptotischen Entwicklungen nach der Korrelationslange e, welche auf einer Taylorent-
wicklung beruht, auf diese Vierfachintegrale angewendet. Dabei werden die Vierfach-
integrale fiir hinreichend kleine Korrelationslingen in Doppelintegrale iiberfiihrt.
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Weiter fiihrt die e-Korreliertheit von %, und °P zu einer erheblichen Reduzierung
des Rechenaufwandes. Fiir spezielle Vernetzungen wird gezeigt, dass mit Hilfe von
Finite-Elemente-Techniken die Taylorentwicklung durch eine direkte Berechnungs-
vorschrift ersetzt werden kann.

6. Weiterhin lassen sich die Vierfachintegrale aufgrund der speziellen Struktur der Inte-
granden und der e-Korreliertheit der EinflussgroBen i, bzw. °P explizit berechnen.
Damit ergibt sich fiir das betrachtete Problem die M&glichkeit, die auf verschiede-
nen Wegen erhaltenen Korrelationsfunktionen miteinander zu vergleichen und vor
allem die Genauigkeit der asymptotischen Entwicklung abzuschétzen.

7. Die FEM bzw. die Fourier-Methode fiithren auf einen expliziten funktionalen Zu-
sammenhang zwischen der Losung © des RAWP (%) und den EinflussgroBen, so
dass Momentenfunktionen davon abgeleitet werden koénnen. Ein weitere Moglich-
keit die Momentenfunktionen zu bestimmem, bietet die Monte-Carlo-Simulation.
Die in dieser Arbeit genutzte Methode stiitzt sich auf das durch Finite-Elemente-
Diskretisierung erhaltene System gewohnlicher Differentialgleichungen. Es wurde ein
Simulationsmodell fiir die zufilligen Gréfen % und P entwickelt, so dass diese ge-
wisse vorausgesetzte Eigenschaften, wie e-Korreliertheit oder Homogenitét, besitzen.
Das Modell basiert auf zeitdiskreten Moving-Average-Feldern. Mittels geeigneter
Interpolation werden so zufillige Funktionen erzeugt, deren Korrelationsfunktionen
mit der einer vorgegebenen homogenen und e-korrelierten Funktion {ibereinstim-
men. Mit Hilfe dieses Modells werden Realisierungen der zufilligen Anfangs- bzw.
Randbedingung erhalten, welche in das FE-System eingesetzt werden. Mit den so er-
haltenen moglichen Temperaturverteilungen werden mittels statistischer Methoden
Erwartungswert- und Korrelationsfunktionen der Losung w des RAWP (k) geschétzt.

8. Anhand eines numerischen Beispiels wird die gute Ubereinstimmung der erhalte-
nen Korrelationsfunktionen der FEM-Losung und der Fourier-Losung des RAWP
(x) gezeigt. Auch wird deutlich, dass die betrachteten Verfahren zur Berechnung
der Korrelationsfunktionen sehr dhnliche Ergebnisse liefern, insbesondere zeigt die
mittels der asymptotischen Entwicklung nach der Korrelationslénge € bestimmten
Korrelationsfunktion schon fiir kleine Entwicklungsordnungen eine hinreichende Ge-
nauigkeit.
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