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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In vielen modernen adaptronischen Systemen beispielsweise in der Automobilindustrie, Me-
chatronik, Medizin- und MeBtechnik (von Motoren iiber Schalter und Steuerkomponenten
bis hin zu Lautsprechern und Mikrofonen) werden heutzutage piezoelektrische Keramiken
eingesetzt. Die besondere Kopplung zwischen mechanischem und elektrischem Verhalten
ermoglicht pfiffige Anwendungen und an verschiedenen Stellen die Ersetzung teurer oder
umsténdlicher Losungen.

Ein haufiger Wunsch ist es, das Verhalten der verschiedenen Materialien rechnergestiitzt
zu simulieren. Dafiir miissen entsprechende numerische Methoden bereitgestellt werden
bzw. schon fiir andere Problemklassen existierende Methoden angepafit und erweitert
werden. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die moderne numerische Simulation ist die Finite-
Element-Methode. Zur Anwendung dieser Methode in der Hauptsache auf piezoelektrische
Probleme, aber auch auf zu @hnlichen Strukturen fithrende spezielle mechanische Aufga-
benstellungen, soll die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten. Dabei besitzt die im Hin-
blick auf Speicherbedarf und Rechengenauigkeit grofle Vorteile aufweisende Adaptivitét
eine wichtige Bedeutung. Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im restlichen Teil von Kapitel 1 werden einige mathematische Grundlagen eingefiihrt,
auf welche im weiteren Verlauf zuriickgegriffen wird.

Kapitel 2 beschreibt die technisch-naturwissenschaftlichen Grundlagen und die ma-
thematische Modellbildung, aulerdem werden einige in diesem Zusammenhang auf-
tretenden Fragestellungen behandelt.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit der Finite-Element-Behandlung der eingefiihrten Pro-
blemstellungen, besonderes Augenmerk wird hierbei auf die Adaptivitit sowie die
spezielle Behandlung rotationssymmetrischer Probleme gelegt.

Kapitel 4 behandelt die Losung der resultierenden Gleichungssysteme, welche eine
spezielle Struktur besitzen. Ziel ist dabei eine schnelle und effektive Losung, wobei
ein enger Zusammenhang zur Wahl einer geeigneten Vorkonditionierung besteht.
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Kapitel 5 beschéaftigt sich mit speziellen Randbedingungen und deren Behandlung bei
piezoelektrischen Aufgabenstellungen, auflerdem wird ein Rifiproblem vorgestellt, fiir
das eine analytische Losung im asymptotischen Fall (unendliches Gebiet) bekannt ist.

Kapitel 6 schliefllich befafit sich mit der numerischen Behandlung von wachsenden
Rissen, die dabei vorgestellten Methoden liefern Handwerkszeug zur Entwicklung
einer Rilwachstumssimulation in piezoelektrischen Materialien.

1.2 Einfithrende Definitionen und Hilfsmittel

Nachfolgend sollen einige haufiger benutzte Definitionen und Ungleichungen kurz vorge-
stellt werden.

1.2.1 R&ume stetig differenzierbarer Funktionen

Sei 2 € R? ein Gebiet.

Definition 1.1 Der Raum C(Q2) ist der Raum der auf ganz Q stetigen Funktionen v(x).

Definition 1.2 Der Raum C™(QY) ist der Raum der auf Q) mindestens m mal differenzier-
baren Funktionen, die einschliefllich ihrer Ableitungen bis zur m-ten Ordnung auf ganz )
stetig sind. Der Raum C*(Q)) enthdlt alle auf Q2 unendlich oft differenzierbaren Funktionen.

Definition 1.3 Der Raum Co(2) ist der Raum der auf ganz Q) stetigen Funktionen, die auf
dem Rand 092 verschwinden. Der Raum C§°(SY) enthdlt diejenigen Funktionen aus C*((2),
welche lediglich auf einer kompakten Teilmenge von €2 von Null verschiedene Werte anneh-

men. Dies sichert das Verschwinden von v(xz) € C3°(2) sowie aller Ableitungen auf dem
Rand von 2.

1.2.2 Sobolevriume und zugehorige Normen

Definition 1.4 Der Raum L*(2) ist die Menge aller derjenigen skalaren Funktionen v(x),
die tber ) quadratisch integrierbar sind, d.h. fir die gilt

/Q(v(:c))2 dr < c0.

Definition 1.5 Der Raum H'(Q) ist die Menge aller derjenigen skalaren Funktionen v(x),
deren verallgemeinerte Ableitungen bis zur 1.Ordnung tiber ) quadratisch integrierbar sind,
d.h. mit Multiindizes o gilt

o 2
/ (8 v(x)) dr < oo Va mit|a| <1.
Q 8x0‘




Definition 1.6 Der Raum HJ () ist die Menge aller Funktionen aus H'(Q), welche auf
dem Rand 0X) verschwinden, d.h.

Hy(Q) ={ve H'(Q): v=0 auf 9Q} .

FEigentlich ist dabei die Nullrandbedingung nur im H'-schwachen Sinne gefordert, exakt
definiert man H}(Q) als die Vervollstindigung von C§°(Q2) in H'(Q).

Definition 1.7 Die L?-Norm einer Funktion v(x) tber ) ist definiert durch
o)l = [ () ds.

Die H'-Seminorm iiber Q definiert man vermdge

vk [ 3 (%) .

2 |aj=1

Die volle H'-Norm tiber Q ist definiert iiber

lo@lte = [ 3

2 o<1

(887@“)) da = [[o(@)[30 + [o(@)f o

1.2.3 Ungleichungen

Friedrichssche Ungleichung: Ist Q € RY ein beschrinktes Gebiet, so existiert eine
positive Konstante cp = cp(€2) mit

|vlloq < crlvlia Vo € Hy(Q).
Kornsche Ungleichung: Sei Q C R? (d = 2 oder 3) ein Gebiet mit stiickweise glattem

Rand und besitze ein Teil des Randes I'y C 02 ein positives (d — 1)-dimensionales Maf.
Dann existiert eine positive Konstante cx = cx (€2, ) mit

/ e(v) :e(v)dx > cK||v||%Q Yv € (Hl(Q))d mit v = 0 auf I'y.
Q

Der Verzerrungstensor €(v) einer Vektorfunktion v wird dabei wie zu Beginn von Abschnitt
2.1.2 definiert.



Kapitel 2

Grundlagen und mathematische
Modelle

Wir betrachten im Weiteren Probleme in der Ebene (d = 2) oder im Raum (d = 3).

2.1 Lineare Elastizitit

Eine ausfiihrliche Abhandlung der Elastizitdtstheorie befindet sich in [17]. Recht umfassen-
de Einfithrungen in das Gebiet der linearen Elastizitdt findet man beispielsweise auch in
8] sowie in [68]. Im weiteren werden einige Grundlagen der linearen Elastizitét eingefiihrt,
die zum Versténdnis der Mechanik und fiir die in dieser Arbeit betrachtete Sondersituation
inkompressiblen Materials sowie die Erweiterung auf piezoelektrische Aufgabenstellungen
bend6tigt werden.

2.1.1 Beschreibung

Sei Q C RY ein Kérper (Gebiet), welcher im unverformten Zustand aus den Punkten z €
besteht. Der Rand von 2 wird als I' = 02 bezeichnet. Durch einwirkende Krafte erfahrt
jeder Punkt x € Q eine Verschiebung u(z) (u: R — R%) und wird somit auf den Punkt
Z = z+u(z) im deformierten Korper Q verschoben. Eine bildliche Veranschaulichung liefert
Abbildung 2.1.
Formal gilt fiir das deformierte Gebiet Q0= Q+u(Q2). Einschriankungen der Bewegungsfrei-
heit sind dabei durch Randbedingungen 1.Art (Dirichletbedingungen) auf einem Teil des
Randes gegeben:

u(x) = up(z), zxelpcCl. (2.1)

Auf dem weiteren Rand I'y C T' konnen Randkrifte go(x) wirken, verschwinden diese
spricht man von einem freien Rand. Zur Beschreibung dieser Randbedingungen 2.Art
(Neumannbedingungen) werden zunsichst weitere Grofen eingefithrt. Volumenkrifte f(x)
kénnen in ganz {2 vorgegeben sein, zum Beispiel entsprechen diese der Wirkung der Schwer-

kraft welche proportional zur Dichteverteilung wirkt.
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Abbildung 2.1: Undeformierter und deformierter Korper

2.1.2 Groéflen und Gleichungen

Als abgeleitete und abhéngige Groflen werden zwei Tensoren 2.Stufe betrachtet:
e Verzerrungstensor £(u) = 1 (Vu + (Vu) "), komponentenweise €;; = 2 (du; + d;u;) ;
e Spannungstensor o(u) = C : e(u) .

Hierbei ist C' = ¢;jp; ein Tensor 4.Stufe der als linear-elastischer Tensor bezeichnet wird,
unter Verwendung der EINSTEINschen Summenkonvention lautet das Materialgesetz

Oij = Cijkl €kl - (2-2>

Die Indizes i, j, k,l € N nehmen dabei abhéingig von der Dimension Werte zwischen 1 und
d an. Sowohl Verzerrungstensor als auch Spannungstensor sind symmetrisch, d.h. es gilt

Eij = 5ji> Oi5 = 045 -

C weist ebenfalls mehrere Symmetrien auf, so daf sich die Anzahl der Freiheiten entspre-
chend reduziert.

Im Spezialfall von ST. VERNANT-KIRCHHOFF-Material ldsst sich der linear-elastische Ten-
sor durch nur 2 Materialkonstanten darstellen, den Elastizitdtsmodul F der oft in der Ein-
heit MPa (entspricht mll 5 ) angegeben wird, sowie die einheitenlose Querkontraktion v. Es
gilt £ > 0, wobei im allgemeinen E > 1 ist, wiahrend die Querkontraktion immer im
Bereich 0 < v < 0.5 liegt. Diese beiden Materialgrofien kann man (eineindeutig) in die
sogenannten Lamé-Konstanten umrechnen:

E Ev
2n = AT AT oaswy) (23)
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Hier gilt das lineare Materialgesetz von HOOKE:
o(u) =2ue(u) + Atr(e(u)) I = 2ue(u) + Adivu I . (2.4)
Das Kréftegleichgewicht im Gebiet wird durch die Differentialgleichung
divo(u) + f=0, z€Q (2.5)
beschrieben, auf dem Neumannrand I'y wird Gleichgewicht mit dufleren Kréften gefordert:
o(u)-n=g(z), rely. (2.6)

Dabei bezeichnet n den Einheitsauflennormalenvektor.

Darstellung in Matrix-Vektor-Notation

Neben der Tensorschreibweise existiert eine fiir konkrete Rechnungen handlichere Nota-
tion. Man bildet dabei Spannungs- und Verzerrungstensor in Vektoren sowie den linear-
elastischen Tensor in eine Matrix ab. Wir definieren im Fall d = 3 unter Beachtung vor-
handener Symmetrien:

€11 81U1 011
€99 Oaig 022
_ | &3 | _ Ozus _ | 933 (. \6
e@) = |5 | = g | g = |72 C= e @)
2623 63U2 + ag’u?, 093
2613 61U3 + 63u1 013

Man beachte dabei, dafl in der Literatur teilweise unterschiedliche Reihenfolgen der ge-
mischten Komponenten existieren, siehe etwa das von hier abweichende ,, Voigt Index Map-
ping“ ([71],[27]) oder die Notation in [28]. Im Fall d = 2 wird eine reduzierte Form verwen-

€11 81u1 011
e(u)= | e | = OaUs co(u)=on], ¢ = (Cij)ijzl'
2812 82u1 + 61U2 0192

Unter Verwendung dieser Schreibweise lautet das Materialgesetz (2.2) dquivalent
a(u) = Ce(u).

Im Fall der Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes (2.4) ist die Matrix C' blockdiagonal und
wird durch die Lamé-Konstanten bestimmt:

2+ A A A 00 0

; QM;AQAJFAggg 2ptA A0
C = K fird=3, C=[ X 2u+X 0] fird=2.
= 0 0 0 u 00 = A 0

0 0 0 0 pu 0

0 0 0 00 p
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2.1.3 Schwache Formulierung

Zur Einfiihrung einer schwachen Formulierung oder auch Variationsformulierung ist es
zweckméBig, zuerst geeignete Funktionenrdume zu definieren. Man sucht ein Verschiebungs-
feld u aus einem Ansatzraum Vp, in welchem verallgemeinerte Ableitungen wenigstens
1.0rdnung existieren sowie die Dirichletrandbedingungen erfiillt sein sollen. Ebenfalls ver-
allgemeinerte Differenzierbarkeit, aber homogene Randbedingungen auf dem Dirichletrand
fordert man fiir die Testfunktionen v aus dem Testraum V. Die verallgemeinerte Diffe-
renzierbarkeit sichert man durch die Wahl von Ansatz- und Testraum als Teilmengen des
Sobolevraums

V= (H'()". (2.8)

Nun definiert man
Vp = {UEV, U|FD:UO}7
(2.9)
Vo = {UEV, U|FD:0}.

Die schwache Formulierung des Randwertproblemes erhélt man durch Multiplikation (als
Skalarprodukt zu verstehen) von (2.5) mit Testvektorfunktionen v € V, und anschlieBen-
de Integration iiber €2. Durch Anwendung der GREENschen Formel unter Beachtung der
Randbedingungen auf I'y erhélt man

/ch(u):5(v)dQ:[2f-de+AN§2-vds Vv e V. (2.10)

Dabei ist die doppelte Uberschiebung o : e wieder mit der EINSTEINschen Summenkon-
vention zu verstehen als 0;;¢;;. Mit Einfiihrung einer Bilinearform

a(u,v) = /Qa(u) ce(v)dQ) = /(g(v))Tg(u)dQ

Q

sowie einer Linearform

f(v) ::/Szf-de+£N§2~vds

erhélt man die schwache Formulierung des Randwertproblems:
Finde u € Vp mit a(u,v) = f(v) Yv e V. (2.11)

Man beachte, dafl dabei homogene Neumannbedingungen (kréftefreier Rand entspricht
g> = 0) automatisch in der Variationsformulierung enthalten sind, obwohl in diesem Fall
das entsprechende Integral verschwindet. Die Dirichletbedingungen steckt man dagegen in
den Ansatzraum. Inhomogene Dirichletbedingungen (ug # 0 auf einem Teil von I'p) haben
zur Folge, daBl sich Ansatz- und Testraum unterscheiden. Man kann solche Probleme aber
fiir die analytische Betrachtung auf ein Ersatzproblem mit ug = 0 auf dem Dirichletrand
und somit Vp = V zurtickfiihren:
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Sei @ eine beliebige Funktion aus Vp (diese braucht nicht die Differentialgleichung (2.5)
zu erfiillen, allerdings gilt @ = ug auf I'p). Dann gilt die Aquivalenz

(2.11) <= a(u—u,v) = f(v)—a(a,v) Yv eV, < a(w,v) = fi(v) YveV, (2.12)

mit w := u — @ € Vj als neues Verschiebungsfeld und f;(v) := f(v) — a(u,v) als neue
Linearform.

Unterteilung der Bilinearform

Gilt (2.4) als Materialgesetz, ist es moglich die Bilinearform in 2 Teile aufzuspalten:

a(u,v) = ag(u,v) + a1(u,v) mit

ap(u,v) = Q;L/Qs(u) 1 e(v)dQ :u/ﬂ(g(v))Tgog(u)dQ (2.13)

ar(u,v) = )\/divu divde:)\/(g(v))Tglg(u)dQ (2.14)
Q Q -
mit Matrizen
1 11
c, = diag(2,2,2,1,1,1), glzblockdiag( 11 1],0) (d=3)
1 11
2 00 1 10
c, = loz2o0|, ¢ =[110] @=2
001 0 00

Man beachte dabei
d d
I:e(w) = ZEZ'Z' = Z@ivi =divo.
i=1 i=1

Bemerkung 2.1 Das in (2.13) und (2.14) erfolgte Herausziehen der Lamé-Konstanten
aus den Integralen ist nur erlaubt, wenn €2 aus einem homogenen Material besteht. Bei Vor-
handensein unterschiedlicher Materialbereiche sind die Materialkonstanten ortsabhdingig
und die Bilinearformen bilden sich als

a0, v) = /Q ou(x) e(u) : e(v) dQ = / u(a) (£(0)TC, () d,  (2.15)

Q

ar(u,v) = /Q)\(:E) divu divde:/Q)\(x) (§(U))Tg1§(u)d(2. (2.16)
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2.1.4 Reduzierte Zustinde fiir 2D-Betrachtung

Es wurden in der vorangegangenen Ausfithrung auch schon reduzierte Darstellungen fiir den
zweidimensionalen Fall verwendet, ohne deren Giiltigkeit explizit aus den 3D-Darstellungen
abzuleiten. Sowohl Rechenaufwand als auch technische Herausforderungen sind beim Losen
zweidimensionaler Probleme erheblich geringer als im dreidimensionalen Fall. Es existieren
deshalb fiir verschiedene Fille, in denen die Aufgabenstellung es zuléfit, Reduktionen der
dreidimensionalen FElastizitdtsgleichungen. Dies ist zum einen der ,ebene Verzerrungszu-
stand“, welcher ndherungsweise auf lange Bauteile (z.B. Schienen) zutrifft, wobei lediglich
von der 3.Koordinate unabhéngige Kréifte auftreten. Zum anderen ist eine Betrachtung
diinner Platten (Scheiben) mit Kréften in der Plattenebene im ,,ebenen Spannungszustand
moglich. AuBerdem existieren fiir Platten mit Kraften senkrecht zur Plattenebene verschie-
dene Plattenmodelle, deren Behandlung gegeniiber der iiblichen 2D-Betrachtung einige Er-
weiterungen erfordert. Als Beispiele sind hier die KIRCHHOFF-Platte sowie die MINDLIN-
REISSNER-Platte zu nennen. Eine Beschreibung der verschiedenen Reduktionsmodelle fin-
det man z.B. in [§], an dieser Stelle soll sich auf eine genauere Betrachtung des ebenen
Verzerrungszustandes beschriankt werden. Die schon eingefiihrten 2D-Bezeichnungen ent-
sprechen diesem Fall.

Ebener Verzerrungszustand (EVZ)

Als Voraussetzung wird angenommen, daf keine Verschiebung in z3-Richtung auftritt sowie
alle Verschiebungen unabhéngig von z3 sind, d.h.

o u3=0,
e zu; =0, i=1,2(,3).

Somit ergibt sich ein Verzerrungstensor, welcher nur Komponenten der x; — xs-Ebene
enthélt, was auch die Zustandsbezeichnung rechtfertigt:

enn €12 0
€(U) = 12 €29 0
0 0 0

Hieraus entsteht im Fall der Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes (2.4) der Spannungsten-

sor
o1 o2 0

ou)=|[o12 022 0 |,
0 0 033

wobei o33 = Atr(e) = M(e11+£92) gilt. Die Komponente o33 geht aber nicht in die schwache
Formulierung ein, was deutlich wird wenn man den Integranden der Bilinearform betrachtet
(hier ohne Verwendung der EINSTEINschen Summenkonvention):

3 2
O'(U) . 8(’0) = Z O0ij€ij = Z Oij€ij + 033 - 0= O'2D<U) . €2D(’U)

i.j=1 ij=1

14



mit o?” und €?P als den entsprechenden Tensoren fiir d = 2. Der EinfluB von o33 ver-
schwindet durch die Multiplikation mit 33 = 0.

In den Randbedingungen spielt o33 ebenfalls keine Rolle, da der Vektor der Aulennormale
n in der x; — x9-Ebene liegt und diese Komponente bei der Bildung von ¢ - n immer auf
eine Null trifft. Sie kann deshalb als entkoppelte Grofle betrachtet und fiir die Rechnung
ausgeblendet werden.

2.2 Inkompressibles Materialverhalten

Bestimmte Materialien weisen ein inkompressibles oder nahezu inkompressibles Verhalten
auf. Korper aus inkompressiblem Material behalten bei Verformung ihr Volumen bei, auf
die linear-elastischen Materialkonstanten bezogen bedeutet dies, dafl die Querkontraktion v
im ideal inkompressiblen Fall den Wert % annimmt. Fast inkompressibles Materialverhalten
liegt vor, wenn v nahe bei % liegt.
Ein Problem bei der Formulierung inkompressibler linear-elastischer Probleme tritt auf, da
die zweite Lamé-Konstante bei v = % keinen bestimmbaren Wert mehr besitzt. Gleichung
(2.3) liefert fiir diesen Grenzfall A = oo. Damit ist das Materialgesetz (2.4) nicht mehr
anwendbar, auch existiert der linear-elastische Tensor c;;,; aus (2.2) hier nicht als Ganzes.
Bei fast inkompressiblem Verhalten mit Werten von v sehr nahe an 0.5 wird A sehr grofl und
verschafft somit bei der Zusammensetzung der Bilinearform a(u, v) aus der in (2.13),(2.14)
bzw. (2.15),(2.16) erfolgten Aufspaltung dem Divergenzanteil a;(u,v) aufgrund A > p
ein starkes Ubergewicht. Dies kann bei Nichtbeachtung in der numerischen Berechnung
Instabilitédten nach sich ziehen.
Aufgrund der Tatsache daff im ideal inkompressiblen Fall aufgrund der infinitesimalen
Volumenkonstanz gerade divu verschwindet, bietet sich als Ausweg die Einfiihrung einer
zusétzlichen Grofle an, dem sogenannten hydrostatischen Druck. Dieser wird durch die
Gleichung

p=Adivu (2.17)

definiert und wird als weitere Unbekannte neben den Verschiebungskomponenten angesetzt.
Die so erzeugte Behandlung als Mehrfeldproblem bezeichnet man als gemischten Ansatz.
Wegen Anwendung des Divergenzoperators wird der Ansatzraum fiir den hydrostatischen
Druck einen Grad niedriger gewihlt:

Die Definition (2.17) wird in das Materialgesetz (2.4) eingesetzt und als zusétzliche Glei-
chung in das Differentialgleichungssystem aufgenommen. Das Materialgesetz lautet nach
Einsetzen des hydrostatischen Druckes:

o(u,p) =2ue(u) +pl. (2.18)

Bemerkung 2.2 Die Bezeichnung ist dem von der Struktur her dhnlichen STOKES-Problem
(Bewegung einer inkompressiblen viskosen Flissigkeit ohne Konvektion) angelehnt. Im
Stokes-Problem wird fiir Geschwindigkeiten w und den Druck p gefordert divu = 0.
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Bemerkung 2.3 Zusdtzliche Randbedingungen fir den hydrostatischen Druck sind nicht
notwendig.

2.2.1 Schwache Formulierung

Leichter als die schwache Formulierung komplett neu herzuleiten ist es, die Aufspaltung
der Bilinearform af(.,.) zu nutzen und wahrend aq(.,.) erhalten bleibt, die Gleichung (2.17)
in die Definition von a;(.,.) einzusetzen. Dies liefert eine Bilinearform

b(p,v) = /p divodQ.
0

Die Variationsformulierung der Druckdefinitionsgleichung (2.17) nach Multiplikation einer
skalaren Testfunktion ¢ und Division durch A liefert

1
/—pqu:/qdivudQ.
QA Q

1
k(p,q) = X/qudQ,

erhélt man schliellich die gemischte Formulierung der Variationsaufgabe:

Definiert man also

Problem 2.1 Findeuw € Vp, pe M mit

ao(u,v) + blp,v) = f(v) Yo € Vo,
b(g,u) — k(Z;,Q) = 0 Vg e M. (2.19)

wobei ag(u,v) gemdf (2.13) bzw. (2.15) definiert ist.

Man beachte dabei wieder im Falle nicht einheitlichem Materials

k(p,Q)z/ﬂﬁpqu-

Allgemein ist k(.,.) eine symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform.

Erkennbar ist, dafl fiir Kérper aus ideal inkompressiblem Material der Faktor % und mithin
die Bilinearform k(p,q) komplett verschwindet. Die schwache Formulierung steht in die-
sem Fall in direkter Analogie zu der des STOKES-Problems aus der Stromungsmechanik.
Unterschied ist hier lediglich die Betrachtung von Verschiebungsfreiheitsgraden statt Ge-
schwindigkeitsfreiheitsgraden und eines , kiinstlichen“ hydrostatischen Druckes. Die prinzi-
piellen Eigenschaften und Probleme bei der numerischen Behandlung {ibertragen sich vom
STOKES-Problem auf die inkompressible Elastizitit. Insbesondere ist fiir Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung im Allgemeinen nicht mehr die Elliptizitéit der Bilinearform ag(., .)
in Vg ausreichend, sondern es wird eine Zusatzbedingung bendétigt, siehe dazu Abschnitt
2.2.2.
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2.2.2 Sattelpunktprobleme und Inf-Sup-Bedingung

Das System (2.19) kann als ein Spezialfall des verallgemeinerten Sattelpunktproblems
(2.20) verstanden werden.

{ c(u,v) + blp,v) = f(v) Yo eV (2.20)
(g u) — k(pa) = 9(q) Vge M
Definiert man das lineare Funktional
£(v.0) = Se(o,0) = (1) +bla, ) ~ 5K(a.0) — 9(a)
so erfiillt die Losung (u, p) von (2.20) die Sattelpunktungleichung
L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) YveV,Vge M. (2.21)

Der Nachweis erfolgt durch Einsetzen:

L(u,q) = L(u,p) = blqg—p,u)— 1/f(q q) + lk(p p)—9(q—p)

2 2
= blg—p,u)— ;k(p, )—%k(q—p,QH%k(p,) ;k(p,q p) —g(qg—p)
(

1 1
= b(q—p,U)—§k(q—p,q—p)—§k‘(q—p,p) k ,q—p) —9g(qg—p)
1
= b(q—p,u)—k(p,q—p)—§k(q—p,q—p)—g(q—p)
1
= —§k(q—p,q—p) <0

aufgrund der positiven Semidefinitheit von £(.,.). Analog

L(v.p) ~ Lup) = gelv,0) — selu,u) — f(v—u) +blp.v —u)
= Se(,0 )+ ge(v,u) — selu,u—v) — ze(uv) — Fv—u) +blp.v —u)
_ %c(v,v—u)Jr; (1,0 — ) — (v — )+ b(p, v — w)
_ %c(v—u,v—u)ch(u,v—u)—f(v—u)—l—b(p,v—u)
_ %c(v—u,v—u) >0

Die Losung ist also ein Sattelpunkt.

Daf3 auch nur die Losung ein Sattelpunkt ist, folgt fiir den Fall daff die Bilinearform k(., .)
verschwindet aus Theorem 1.4.2. in [21]. Fiir nichtverschwindendes k(.,.) bezeichnet man
(2.20) auch als Sattelpunktproblem mit Strafterm. Genauere Ausfithrungen dazu finden
sich z.B. in [8].
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Fiir positiv definites k(.,.) weist man leicht die Eindeutigkeit eines Sattelpunktes und
somit auch der Losung nach. Sei (v, p’) ein weiteres Paar welches (2.21) erfiillt. Dann gilt
insbesondere mit

/ /

v=u,q=p

nach Einsetzen
L(u,p) < L(u',p) < L(u',p') < L(u,p) < L(u,p),

was sofort die Gleichheit aller Terme nach sich zieht. Insbesondere folgt mit den Uberle-
gungen von oben

1 /
0=L(u,p') — L(u,p) = —§k(p —p,p —p)

und somit p’ = p. Ferner folgt aus
/ 1 / /
0= E(“ 7p) - ‘C(uap> = §C<U —u,u = U)
immer aus der positiven Definitheit von ¢(.,.) die Ubereinstimmung ' = u.

Inf-Sup-Bedingung

Fiir das Sattelpunktproblem (2.20) gilt im Allgemeinen keine Elliptizitdt auf V x M, ins-
besondere im Fall k(.,.) = 0. Um trotzdem Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen treffen
zu konnen, bendtigt man zusétzlich zur Elliptizitdt von c(.,.) bzw. ag(.,.) eine weitere
Bedingung. Diese wird als (kontinuierliche) Inf-Sup-Bedingung an die Bilinearform b(., .)

bezeichnet:
b(q,v)

inf sup —/——7F— >03>0. 2.22
q€EM,q#0 eV v£0 HUHVHQHM ( )
Gilt
k(g.,q) >0 VgeM, (2.23)
c(v,0) > allol} VoeV (224)

und ist die Bedingung (2.22) erfiillt, so besitzt das Problem (2.19) eine eindeutige Losung.
Der Beweis dieser Aussage kann unter Nutzung von Uberlegungen in [8] und [12] erfolgen,
erfordert allerdings einen umfangreicheren Einstieg in die Materie und soll deswegen an
dieser Stelle nicht ausgefiihrt werden. Zu bemerken ist, dafy im Fall einer verschwindenen
oder nicht elliptischen Bilinearform k(.,.) die Inf-Sup-Bedingung (2.22) sogar notwendig
ist.

2.3 Piezoelektrizitat

2.3.1 Begriffsklirung und Grundlagen

Der piezoelektrische Effekt wurde 1880 von den Briidern P. und J. CURIE entdeckt. Sie stell-
ten fest, dafl an bestimmten Kristallen unter mechanischer Beanspruchung Oberfléchenla-
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Abbildung 2.2: Kuboktaedrische Perowskitstruktur

dungen auftreten. Entdeckt wurde dieser direkte Piezoeffekt bei Versuchen mit Turmalin-
kristallen, aber auch andere natiirliche Materialien mit Kristallstruktur wie Quarz, Seig-
nettensalz, Zinksulfid und Rohrzucker weisen piezoelektrisches Verhalten auf. Umgekehrt
zeigen diese Materialien auch eine Verformung bei Anlegen einer elektrischen Spannung,
was als inverser Piezoeffekt bezeichnet wird.

Piezoelektrizitdt wird bei Kristallen mit polarer Achse, aber ohne Symmetriezentrum be-
obachtet. Durch Kraft oder Druck kommt es zu einem Verschieben der positiven und nega-
tiven Ladungen derart, daf} ein elektrisches Dipolmoment entsteht. Piezoelektrische Effekte
treten nur in elektrisch nichtleitenden Materialien auf.

Neben den natiirlichen Piezomaterialien gibt es spezielle Keramiken, welche ein deutli-
cheres piezoelektrisches Verhalten zeigen. Fiir gewohnlich liegen diese als Werkstoffe in
polykristalliner Struktur vor. Gebrauchlich sind

e Bariumtitanat: BaTiOs,
e PZT (Bleizirkonat-Titanate): Pb[Zr,Ti;_]O;.

Eine Struktur solcher Materialien auf mikroskopischer Ebene ist die nach dem Mine-
ral Perowskit (Calciumtitanat) benannte Perowskitstruktur, welche im Kristallverbund
Wiirfel- und regelméflige Oktaederverbiinde aufweist, siche Abbildung 2.2. In der Mitte
der Kubuszelle befindet sich dabei ein kleines 4-fach positiv geladenes Ion (z.B. Ti*" oder
Zr*" an den Ecken des Kubus sitzen 2-fach positiv geladene Ionen wie z.B. Ba>" oder Pb*"
und in den Mitten der Seitenflichen befinden sich Sauerstoffionen (O?7). Oberhalb einer
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Abbildung 2.3: Perovskitstruktur in Piezomaterialien

materialspezifischen Temperatur (der Curie-Temperatur) liegt diese Struktur in kubisch-
raumzentrierter Form vor. In diesem Stadium tritt kein Dipolverhalten respektive Piezoef-
fekt auf. Bei Abkiihlung unter die CURIE-Temperatur tritt eine Verschiebung des zentralen
Ions aus der Mitte heraus auf, wobei die gesamte Kristallstruktur eine Verzerrung erfahrt
und sich aufgrund der entstandenen Unsymmetrie ein Dipolverhalten ausbildet. Bildlich
dargestellt sind diese beiden Zustédnde in Abbildung 2.3. Genauere Angaben zu Curietem-
peraturen, Gitterabstéinden und weiteren Zustédnden findet man z.B. bei RICOEUR [5]1]
und in den dort angegebenen Referenzen. Eine Einfiihrung in die Eigenschaften ferro- und
piezoelektrischer Materialien liefert zum Beispiel MARTIN [37], eine Zusammenfassung der
Grundlagen der piezoelektrischen Materialtheorie findet man unter anderem im Buch von
QIN [48].

Polung

Die Kristallstruktur liegt nach Dipolbildung durch Abkiihlung nicht {iber das gesamte
Werkstiick in gleichméfiger Polungsrichtung vor. Vielmehr kommt es zur Herausbildung
von Doménen genannten Bereichen gleicher Dipolausrichtung, welche nur ein lokales Po-
lungsverhalten besitzen. Die Doménen sind in gréoferen Strukturen (Koérnern) zusammen-
gefafit, die Keramik im Makrobereich besteht wiederum aus einer Vielzahl von Kérnern.
Hierbei weisen kleinere Korner eine lamellenartige Anordnung der Doménen auf, wihrend
in groBen Kornern die Doménen eine Art Fischgritenmuster bilden. Uber die gesamte Mul-
tikristallstruktur kénnen sich die zuféllig angeordneten Polungen grofitenteils gegenseitig
aufheben, so dafl nach auflen hin kein oder nur ein schwacher Piezoeffekt mefibar ist. Ver-
gleiche dazu Abbildung 2.4, in dieser sind die Korngrenzen durch dickere Linien und die
Doménengrenzen durch diinnere Linien dargestellt. Die kurzen vollen Pfeile deuten die Di-
polausrichtung der Doménen an. Zu bemerken ist, dafl innerhalb eines Kornes nur 90°- oder
180°-Doménenwéinde auftreten, wiahrend iiber Korngrenzen hinweg das Dipolverhalten in
fast beliebigen Winkeln wechseln kann.
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Grofles Korn T Kleineres Korn

Abbildung 2.4: Schematische Korn- und Doménenstruktur in einer Piezokeramik

Eine ausgezeichnete Polungsrichtung und damit transversalisotropes Materialverhalten
kann durch Anlegen eines starken elektrischen Feldes erreicht werden. Die Polung ist theo-
retisch wirkungsvoller, wenn das elektrische Feld schon wahrend der Abkiihlung unter den
Curie-Punkt anliegt. Allerdings hat eine Abkiihlung im elektrischen Feld bei gebrauch-
lichen keramischen Piezomaterialien oft ein Zerfallen bzw. Zerbroseln des Materials zur
Folge, so daf die Polung nachtriglich vorgenommen wird (dazwischen liegt noch der Pro-
zeB des Sinterns). Gegenstand derzeitiger Forschung ist unter anderem auch, inwiefern es
moglich ist die Polungseigenschaften zu verbessern bzw. zu modifizieren, indem zusétzlich
zum elektrischen Feld mechanische Kréfte auf das Werkstiick wirken. Siehe hierzu bei-
spielsweise die Publikationen [25], [34] sowie in Verbindung mit numerischen Resultaten
auch aktuell [72]. Wéhrend voll isotropes Materialverhalten keine Piezoeffekte zuléft, ist
Transversalisotropie mit einer ausgezeichneten Polungsrichtung und isotropem Verhalten
in der dazu senkrechten Ebene der ,natiirliche Zustand®“ in Piezomaterialien.

2.3.2 Modelle fiir verschiedene Strukturebenen

Korrespondierend mit den in Abbildung 2.4 skizzierten Grob- und Feinstrukturen ge-
sinterter Piezokeramiken existieren Modelle fiir das Materialverhalten auf verschiedenen
Auflésungsebenen. Eine mikromechanische Modellierung betrachtet dabei das Verhalten
der Polung in jeder Doméne und 16st die Doménenwénde sowie im néchstgrofleren Mafistab

21



die Korngrenzen auf. Zur Berechnung von Verhalten grofierer Werkstiicke ist allerdings eine
mikroskopische Auflésung normalerweise weder moglich noch sinnvoll, da die Feinstruktur
selbst nur beispielsweise in Schnittebenen durch Diinnschliff sichtbar gemacht werden kann,
was mit der Zerstorung des Materials einhergeht. Nebenbei wiirde eine exakte Auflésung
dghnlich wie die Betrachtung der Bewegung jedes einzelnen Molekiiles in einem Gas beizeiten
jede Rechen- und Speicherkapazitdat sprengen. Mikrostrukturmodelle bedienen sich daher
zwangsldufig stochastischer und synthetischer Feinverteilungen, um eine Berechenbarkeit
herzustellen und Effekte vorherzusagen. Echt aufgelost wird dabei nicht die Mikrostruktur,
sondern die Makrostruktur (dazwischen liegt noch die Mesostrukturebene mit den Kérnern
bzw. Kristallen). Zu einer quantitativen Beschreibung der makroskopisch auftretenden Ef-
fekte (vor allem des Piezoeffektes) wird oft eine phanomenologische Modellbildung genutzt,
indem die Verlidufe der interessierenden Grofien in Abhéngigkeit zueinander betrachtet wer-
den und wobei die mikromechanischen Effekte wie beispielsweise das Ausrichtungsverhalten
der Doménen durch ihre Wirkung auf die entsprechenden funktionalen oder allgemeiner
hysteretischen Zusammenhénge mit erfafit sind. Bekannte Modelle fiir piezoelektrisches
Materialverhalten existieren beispielsweise von KAMLAH [33] sowie SCHROEDER und RoO-
MANOWSKI [57],[58] oder SCHRADE et. al. [56].

In vielen Anwendungen kann auch eine Kopplung mit der Temperatur nicht vernachléssigt
werden, diese verallgemeinerte Situation bezeichnet man als Thermopiezoelektrizitéat. Fiir
genauere Ausfithrungen und Berechnungen dazu sei beispielsweise auf die Publikationen
[24], [59], [54] sowie [65] verwiesen.

2.3.3 Mathematische Problemformulierung

Im Rahmen einer piezoelektrischen Randwertaufgabe sucht man in Erweiterung zur Ela-
stizitdtstheorie iiber einem Gebiet €2 die zwei Felder u (Verschiebung als Vektorfeld mit
den Komponenten u;) und ¢ (elektrisches Potential als skalares Feld). Dabei miissen in (2
mechanische und elektrische Bilanzgleichungen erfiillt sein sowie auf dem Rand geforderte
Randbedingungen gelten.

Abgeleitete Groflen, Bilanzgleichungen

Analog zur linearen Elastizitidtstheorie setzt man ,kleine Verzerrungen“ voraus und defi-
niert den Verzerrungstensor

1

Zusatzlich fithrt man den aus der Elektrostatik bekannten Vektor der elektrischen Feldstarke
ein als

Aus den Definitionsgleichungen (2.25) und (2.26) lassen sich aufgrund Vertauschbarkeit
der Differentiationsreihenfolge unmittelbar Kompatibilitétsgleichungen ableiten:

02,611 + 02699 — 20%e12 =0, OB, —01F, =0. (2.27)
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Als abhéngige GroBen betrachtet man den (mechanischen) Spannungstensor o = (o;;)
sowie den dielektrischen Verschiebungsvektor D = (D;), welche bei piezoelektrischem Ma-
terial iiber die elektromechanische Kopplung jeweils von sowohl elektrischem Feld £ als
auch dem Verzerrungstensor € abhéngen.

Im Gebiet Q gelten Kriftegleichgewicht (2.28) (auch als CAUCHY-Equilibrium bezeichnet,
vergleiche (2.5)) sowie Ladungsgleichgewicht (2.29) (GAusssches Gesetz):

—

dive+ f = 0, (2.28)
divD —w, = 0. (2.29)

Dabei stellt f den Vektor der Volumenkriifte dar, wihrend w, das skalare Feld der elektri-
schen Ladungsdichte ist. Auf Teilen des Randes existieren fiir Verschiebung und Potential
Dirichlet-Randbedingungen:

u=uaufI'p,, @=yoaufl'p, (2.30)
sowie Neumann-Randbedingungen:
o-n=Taufl'y,, D-n=-w,aufly,, (2.31)

wobei T den durch duBere Kriifte aufgetragene Randspannungsvektor und @, die Randla-
dung bezeichnen. Die Teilrdnder I'p,, und I'p , konnen sich in prinzipiell beliebiger Weise
iiberlappen, wobei die Physik der Aufgabenstellung die Anordnung vorgibt. Analog verhélt
es sich mit I'y,, und I'y . Eine Skizze liefert Abbildung 2.5, in diesem Beispiel fallen die
Dirichletrénder fiir Verschiebung und elektrisches Potential zusammen, was einem fest ein-
gespannten bzw. angeschweiiten Korper auf einer leitfadhigen und geerdeten Tragerunterla-
ge entspricht. Die Teile des Randes ohne angegebene u- bzw. p-Randbedingungen besitzen
wiederum homogene Neumann-Randbedingungen und gehoren jeweils zu I'y .. Im abge-
bildeten Spezialfall zusammenfallender Dirichletrander fallen somit auch die korrespon-
dierenden Neumannréinder zusammen, da Randbedingungen 3.Art oder andere besondere
Randbedingungen der Einfachheit halber hier nicht betrachtet werden.

2.3.4 Hystereseverhalten und Linearisierung

Der Zusammenhang zwischen den elektrischen und mechanischen Feldgrofien weist Nicht-
linearitdten mit Abhéngigkeiten von der Belastungsgeschichte (,, Materialgeddchtnis®) auf,
welche in Doménenumklappprozessen auf mikromechanischer Ebene begriindet sind und
durch Verbleiben einer nicht reversiblen Polung iiberhaupt erst das charakteristische Ma-
terialverhalten ermoglichen.

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes in Polungsrichtung beobachtet man ein nichtlineares
Materialverhalten mit den in Abbildung 2.6 qualitativ dargestellten Hystereseverlaufen fiir
die dielektrische Verschiebung D sowie die Verzerrung e, beide uniaxial in Richtung der
Polung betrachtet. Die gestrichelten Linien entsprechen dabei einer ,Neukurve®, d.h. An-
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Abbildung 2.5: Skizze einer piezoelektrischen Randwertaufgabe

Abbildung 2.6: Dielektrische Hysterese (links) und piezoelektrische Schmetterlingshysterese
(rechts) in schematischer Darstellung
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legen eines elektrischen Feldes in positiver Richtung an eine ungepolte Keramik. Die di-
elektrische Verschiebung, welche hier der Polarisation entspricht, steigt bei wachsender
Feldstdarke von E = 0 aus zunédchst langsam ungefdhr linear an, bis es in der Néhe der
sogenannten Koerzitivfeldstirke FE. zu einem drastischen Anwachsen der dielektrischen
Verschiebung kommt. Verursacht wird dies durch einsetzende Doménenumklappprozesse
im Material. Bei weiterer Erhohung der Feldstdrke kommt es zu einer Séttigung (auch als
Lock-in bezeichnet), wenn die Doménen maximal in Richtung des Feldvektors ausgerichtet
sind. Von diesem Punkt an ist nun wieder ndherungsweise lineares Materialverhalten zu
beobachten (im Bild durch die rote Sekante dargestellt). Wird die Feldstirke £ wieder
auf 0 heruntergefahren verbleibt eine remanente Polarisation P,, da nur wenige Doménen
sich wieder anders ausrichten verlduft die Kurve in diesem Bereich wieder ndherungsweise
linear. Legt man jetzt eine zunehmende Feldstirke in negativer Richtung an, kommt es zu
einem weiteren anfangs etwa linearen, dann durch wieder einsetzendes Doménenumklap-
pen zu einem drastischem Nachlassen der dielektrischen Verschiebung. Diese erreicht den
Nullwert (vollstandig depolarisierter Zustand) bei der negativen Koerzitivfeldstirke —F.,
bei weiter wachsender Feldstédrke in negativer Richtung kehrt sich die Polarisation um bis
auch hier wieder ein Lock-in-Zustand erreicht wird. L&t man nun die Feldstirke wieder
in positiver Richtung wachsen, vervollstandigt sich die Hysteresekurve punktsymmetrisch
zum Koordinatenursprung.

Der Verlauf der Verzerrung iiber dem elektrischen Feld verlduft achsensymmetrisch zur
senkrechten (e-)Achse und #dhnelt einer Schmetterlingsform, daher wird diese hdufig als
Schmetterlingshysterese bezeichnet. Hier findet bei Anlegen des elektrischen Feldes zunéchst
eine nahezu lineare Dehnung statt bis es zum Doménenumklappen kommt, was einen star-
ken Anstieg der Verzerrung hervorruft (genauer aufgeschliisselt findet dieser in 2 Schiiben
statt, da 90°- sowie 180°-Doménenumklappen stattfindet). Bei maximaler Doménenaus-
richtung wird wieder ein Séttigungsbereich erreicht mit nahezu linearem Zusammenhang
Dehnung zu Feldstarke. Wird das elektrische Feld wieder auf Null heruntergefahren, ver-
bleibt eine remanente Dehnung ¢,.. Fahrt man das Feld in den negativen Bereich, geht die
Dehnung zunéchst noch nédherungsweise linear zuriick und sinkt dann drastisch auf ein Mi-
nimum nahe Null bei Erreichen der negativen Koerzitivfeldstérke. Bei weiter wachsendem
Feld in Gegenrichtung findet eine Ausrichtung der Doménen um 180° umgekehrt statt, was
mit einem schnellen Anwachsen der Dehnung bis in den Sattigungsbereich verbunden ist,
wobei ein anschlieendes Wiederhochfahren des Feldes die Hysterese vervollstdandigt indem
wieder eine minimale Dehnung bei der Koerzitivfeldstiarke auftritt.

Der Verlauf der Tangente bzw. Sekante im ndherungsweise linearen Bereich ist jeweils durch
eine rote Gerade dargestellt. Da bei Lastverdnderungen in diesen Teilbereichen sehr fla-
che Hysteresen auftreten (vgl. Abbildung 2.7), bringt die lineare Approximation hier eine
sinnvolle Néherung. Auf diese lineare Néherung als Modell soll sich im weiteren Verlauf
dieser Arbeit konzentriert werden. Die Beachtung von Hystereseverlaufen fiir numerische
Berechnungen erfordert kompliziertere Modellansétze, welche hier nicht weiterverfolgt wer-
den sollen. Als Beispiel sei die Verwendung von Preisach-Operatoren genannt, siehe dazu
ausfithrlich KALTENBACHER [32].

Der Nullpunkt war in der Hysteresendarstellung geméfl Abbildung 2.6 jeweils auf den Aus-
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Abbildung 2.7: Hysteresenform bei Teildurchlauf im anndhernd linearen Bereich

gangszustand der ungepolten Keramik bezogen. Der Zustand mit vorhandener remanenter
Polarisation und remanenter Dehnung bei verschwindendem &ufleren Feld ist dagegen der
Ausgangszustand fiir eine gepolte Keramik, welcher im Sinne einer lagrangeschen Betrach-
tungsweise benutzt werden soll. Insbesondere wird bei einem piezoelektrischen Bauteil mit
eingeprigter (remanenter) Polung von u = 0 und somit einem verzerrungsfreien Zustand
ausgegangen. Fiir eine lineare Betrachtungsweise fithrt man somit fiir die reversiblen An-
teile die Bezeichnungen

E=e—¢., D=D-P (2.32)

ein und erhélt somit mit unter Weglassen der Tilden die linearisierten konstitutiven Ma-
terialgleichungen:
c = (C:e—B-FE

D = BT:e+K-FE (2.33)

oder komponentenweise im Sinne der EINSTEINschen Summenkonvention geméf3 Abbildung
2.8, welche das Zusammenspiel zwischen den vorhandenen Feldgréfien veranschaulicht. Ne-
ben dem linear-elastischen Materialtensor 4.Stufe C' = (¢;j5;) definiert man hier 2 weitere
Tensoren:

o B = (e;;x) als piezoelektrischen Kopplungstensor (3.Stufe) sowie

e K = (k;;) als den dielektrischen Materialtensor 2.Stufe.

2.3.5 Schwache Formulierung

Zu einer Variationsformulierung der linearen piezoelektrischen Aufgabe gelangt man durch
eine Erweiterung des Vorgehens im Fall der linearen Elastizitdt: Multiplikation von (2.28)
mit Testfunktionen v € Vg sowie von (2.29) mit skalaren Testfunktionen ¢ € My, anschlie-
Bende Integration beider Gleichungen iiber 2 und die Anwendung von GREENscher Formel
bzw. GAUSSschem Integralsatz fithrt auf die folgende Variationsaufgabe:
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Uj 2

gekoppelt
Y Y
Eij = %(8ZU] + Ojul) Ek = —Okcp
Y Y
Oij = Cijki€kl — €mijLm D; = KijEit eipgn
inverser Piezoeffekt (Aktor) Piezoeffekt (Sensor)

Abbildung 2.8: Feldgréf8enabhéngigkeit bei linear piezoelektrischem Materialverhalten

Problem 2.2 Finde uw € Vp, p € Mp mit
c(u,v) +b(p,v) = F) VveV,
Dabei sind die Bilinearformen definiert durch

cu,v) = [ye(u):C:e(v)d,
b(y,v) = [ye(v): B-Vid, (2.35)
ke, ) = [V K- -VedQ,

und die Linearformen durch

Fv) = [, fvdQ +fFN’uT-vdl",
G) = |, wvwdeLfFNW wspdl.

(2.34)

Die entsprechenden Riaume sind Teilriume der H!-Hilbertraume
V= (H'(Q)? und M= H'(Q) (2.36)
mit folgenden Einschrinkungen (Vp und Vj analog zu (2.9)):

Vp = {UEV, U|FD’u:U0} ) Mp = {QZJG]M, w|FD,¢:¢0} )
(2.37)
Vo = {veV, v, =0}, My = {¢eM, ¢, =0}.

Alle 3 Bilinearformen sind dabei offensichtlich beschrankt aufgrund der beschrinkten Nor-
men der Materialtensoren C, K und B (vgl. auch die Matrixdarstellung in Abschnitt 2.3.7).
Die Bilinearformen ¢(.,.) und k(.,.) weisen zusétzlich folgende Eigenschaften auf:
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e Symmetrie:
c(u,v) = c(v,u) Yu,v € V,

k(p, ) = k(¥, ) Vo, € M.

e V- bzw. My-Elliptizitat: Es existieren positive Konstanten a., «aj mit

c(u,u) =2 aclullig  VueVy,

2.38
Keo) > alglly Yo e M. (2.38)

Die Elliptizitdt von c(.,.) erhdlt man unter der Voraussetzung I'p, # () analog zum Fall
linear-elastischer Probleme aus der KorNschen Ungleichung. Die Elliptizitédt von k(.,.)
kann unter der Bedingung I'p, # () mit Hilfe der FRIEDRICHSschen Ungleichung gezeigt
werden, da aufgrund der positiven Definitheit der Materialmatrix K das Integral

/ (Vo)'K Vdx
Q

das Quadrat einer aquivalenten Norm zu

/Q (Vo) Vo dr = |2

darstellt.

2.3.6 Existenz und Eindeutigkeit

Lemma 2.1 Die piezoelektrische Variationsformulierung (2.34) besitzt im Raum VpxMp
eine eindeutige Lisung (u*, ).

Beweis: Wir fithren in Vektorform zusammengefaite Grofien ein:

#=(2) =)

und definieren fiir x in V x M eine gewichtete Norm wie folgt:

I 00 = llullia +allellio- (2.39)

Dabei ist « eine positive Konstante.
Weiterhin definieren wir mit diesen Bezeichnungen eine ,,grofie* Bilinearform

a(x,y) = c(u,v) + b(p,v) — b, u) + k(, ¢) . (2.40)

Diese weist keine Symmetrie auf, ist allerdings elliptisch aufgrund der Eigenschaft
a(x,x) = c(u,u) + k(e, ¢) ,
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welches zusammen mit (2.38) und obiger Normefinition ergibt:

Qg
alx,x) > acllullio+a—lelia

. v
> min(a,, E)HXH%,Q@'

Es gilt die Aquivalenz von (2.34) zu der Variationsformulierung
a(x,y) = f(y) Vy e VyxM,, (2.41)

wobei f(y) = F(v)+G(¢). Die Richtung (2.34) = (2.41) ergibt sich sofort durch Addition
der beiden Gleichungen, wohingegen (2.41) = (2.34) unmittelbar mit

=(5) e = (0)
yi={, sowie y2 = |

folgt. In Analogie zum in (2.12) dargestellten Vorgehen im linear-elastischen Fall 148t sich
(2.41) wiederum auf ein Ersatzproblem mit homogenen Dirichletréndern zuriickfiihren:
Suche w = x — x* € Vy x My, so daf

a(w,y) = f(y) == f(y) —a(x",y) Vy € Vo x M

mit einem beliebigen Funktionenvektor x* = (;L ) € Vp x Mp, der also alle Dirichle-

*

trandbedingungen erfiillt. Die Elliptizitéit von a(.,.) in Vy x My sichert zusammen mit der
aus der Beschrianktheit der Bilinearformen c(.,.), k(.,.), b(.,.) offensichtlich folgenden Be-
schrénktheit von af(.,.) die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems nach dem Lemma
von LAX-MILGRAM. O

Bemerkung 2.4 Die Gliltigkeit des LAX-MILGRAM-Lemmas setzt keine Symmetrie von
a(.,.) voraus, ein entsprechender Beweis befindet sich z.B. in [26].

Bemerkung 2.5 Die Wichtung « ist bei der Definition der Norm in (2.39) insofern
zweckmdflig, als je mach Finheitenwahl von u und ¢ die mechanischen und elektrischen
Anteile sehr unterschiedlich gewichtet eingehen konnen. Fir die reine Ezistenzbetrachtung
st es moglich, einfach o =1 zu wdhlen.

2.3.7 3D-Materialgleichungen (transversalisotrop)

Fiir die numerische Behandlung erweist es sich als zweckméfig, in Erweiterung zum Vorge-
hen in Abschnitt 2.1.2 die Tensoren hoherer Stufe unter Ausnutzung vorhandener Symme-
trien als Matrizen darzustellen, fernerhin die symmetrischen Tensoren ¢ und € wie schon
in (2.7) eingefiihrt in Vektorform zu betrachten.

€11 011

€22 022

€33 033
elu) = olu =

2€93 0923

2513 013
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Im weiteren sei vorausgesetzt, dafl Transversalisotropie beziiglich der x;—xo—Ebene vorliegt,
was im transversalisotropen Material der Polungsrichtung w3 entspricht. Die Materialpa-
rameter stellen sich dann in Matrizenform wie folgt dar:

C11 C12 C13 0 0 0 0 0 €13
EE RS I I I
_ 13 €13 €33 _ 33 _
€=10 0 0 ¢ecyw 0 o) 2710 0o ol £- 8 “51 KO ’
0 0 0 0 ¢5 O 0 e O 33
0 0 0 0 0 Cr5 €61 0 0
(2.42)
wobel Cqq4 = 5(011 — 012) gllt

Geméafl Abbildung 2.8 ergeben die dreidimensionalen Materialgesetze in Matrix-Vektor-

Schreibweise:
g
)= (5 £) ()

2.3.8 Reduktion auf 2D

Die Reduzierung auf zweidimensionale Probleme ist bei transversalisotropem Material
moglich und auch in der Literatur beschrieben. Konkret entspricht eine 2D-Betrachtung
einer Erweiterung des ,,ebenen Verzerrungszustandes®, welcher aus der linearen Elastizitét
bekannt ist. Als Anwendungsbeispiele kiimen dhnlich wie im linear-elastischen Fall lange
Bauteile mit fehlender oder gleichméfiger Belastung beziiglich der dritten Koordinate in
Frage, bei denen nur das Verhalten im Querschnitt interessant ist. Zu beachten ist, dafl die
Polungsrichtung x3 fiir Piezoeffekte notwendig vorhanden sein muf}; abweichend von der
iiblichen x;—zo—Ebene betrachten wir also einen zy—x3-Querschnitt: u;, ¢ sind unabhéngig
von o, sowie uy = 0. Unter Verwendung dieser Voraussetzungen ergeben sich verkleinerte
Matrizen und Vektoren, welche im Folgenden kurz dargestellt sind.

¢c B
B -K

ag

<5 (2.43)

€11 011
2D 2D
g = €33 | , 0 = | 033
2e13 013
cn ¢z 0 0 e 1 0
11
QzD =|c3 c3 0 ) EzD = 0 es3], KzD =
= = = 0 ks
0 0 Cr5 €61 0

Um eine einfache 2D-Darstellung zu erhalten,

folgende umindizierte Schreibweise:

E= (811 €22 2512)T )

0
0

C33

C12
C22

0

C11
C12

0

Q:

, B=

30

€31

verwendet man allerdings haufig auch die

o= (011 022 012)T7

0
-

€12
€22

0

ki O

0 0k

(2.44)
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Insbesondere folgt mit dieser Darstellung sowohl im dreidimensionalen als auch im zweidi-
mensionalen Fall fiir die in (2.35) definierten Bilinearformen:

dwe) = [ (w)Cat)ag,
o) = [ (Vo BTe(w) a0,

k(o v) = /Q (Vo) TE Ve dQ.
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Kapitel 3

Finite-Element-Anwendung

3.1 Allgemeines und Diskretisierung

Der folgende Abschnitt soll eine kurze Einfithrung der Finite-Element-Methode (FEM) mit
Hinblick auf die hier verwendeten Spezifiken bieten. Fiir eine ausfiihrlichere Einfithrung
in die FEM sei auf vielfaltige Abhandlungen in der Literatur verwiesen, beispielsweise
8],[16],]26] oder [31]. Die Finite-Element-Methode 16st Variationsaufgaben nédherungsweise,
indem Approximationen in endlichdimensionale Funktionenrdume betrachtet werden, wel-
che dann mit Hilfe der Rechentechnik gelost werden kénnen. Insbesondere miissen bei den
hier betrachteten Mehrfeldproblemen (Inkompressible Elastizitdt, Piezoelektrizitit) ver-
schiedene Felder approximiert werden. Auf diese Aufgabenklassen bezogen, approximiert
man Problem 2.1 bzw. Problem 2.2 in geeigneten Rdumen. Das Gebiet (2 wird hierfiir in
ein Netz 7 von Teilgebieten (Elementen) 7" unterteilt und es werden endlichdimensionale
Funktionenrdume

thv, M, CcM

sowie
Vo C Vg, Vp, CVy, My, C My, Mpy, C Mp

definiert.! (im Fall inkompressiblen Materials setzt man formal
MQZMD:M und Moh:MDh:Mha

da der Druck keine Dirichletbedingungen besitzt). Damit ist es moglich, die diskretisierte
Version der Probleme 2.2 und 2.1 zu definieren:

Problem 3.1 Finde up, € Vp,, ¢ € Mp mit

c(up,vn) +b(pn,vn) = Fp(vn) VYo, € Vo,
b(Yn, un) — k(pn,vn) = —Gn(n) Vo € Moy

I'Die Réume V7, sowie M7, entsprechen dabei den Réumen, in denen die in die Spurrdume von Vj
bzw. M}, iiber den entsprechenden Dirichletrdndern projizierten Dirichletbedingungen u = wuop auf I'p ,,
usw. (bezeichnet auch als diskrete Dirichletbedingungen) erfiillt sind. Diese Projektion sichert, daf} es bei-
spielsweise im Raum V), iiberhaupt Funktionen gibt welche die (diskreten) Dirichletbedingungen erfiillen.

(3.1)
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Die diskreten Linearformen Fj, und (), enthalten dabei die in der Diskretisierung appro-
ximierten Neumannrandbedingungen und ggf. rechten Seiten im Gebiet (Volumenkriifte,
Ladungsdichten). Im Fall inkompressibler Elastizitdt (Problem 2.1) verschwindet G auf-
grund G = 0.

Die Finite-Element-Ansatzfunktionen kénnen als Linearkombinationen von Basisfunktio-
nen dargestellt werden aufgrund von

Vpr CV, =span® = span(¢1,ds,...,0n,),

Mpp C My, = span¥ = span(1, s, ..., ¥N,);
mit N, = N - d Vektoransatzfunktionen und N, skalaren Ansatzfunktionen.
Dabei bezeichnet N die Anzahl der Freiheitsgrade in €2 fiir eine Verschiebungskompo-
nente, wihrend moglicherweise davon abweichend N, der Anzahl der Freiheitsgrade fiir
den Druck oder das elektrische Potential entspricht, jeweils ohne Einschrinkungen durch
Dirichletrandbedingungen. Damit kann man mit der Identifikation von ® und ¥ als Zei-

lenvektoren nach der Einfithrung von Koeffizientenvektoren u € RV, p € R™ die FE-
Ansatzfunktionen wie folgt darstellen:

Ny
up, = Pu = E w
Jj=1
sowie

Np

on  (piezoelektrischer Fall) _ . .

{ prn (inkompressible Elastizitiat) [ = le]w] .
J:

Basen fiir die Rdume der diskreten Testfunktionen erhilt man durch die Einschriankung
auf diejenigen Basisfunktionen, die auf den entsprechenden Dirichletréandern verschwinden:

oy = {Ggeq)ngGVo},

Mit diesen Definitionen l&8t sich (3.1) dquivalent als Gleichungssystem (3.2) formulieren,
indem man als Testfunktionen gerade die Basisfunktionen aus ®; und ¥, benutzt und
somit fiir jede Basisfunktion eine Gleichung erhélt.

(5 ) ()= (o) o2

Dabei sind die vorkommenden Matrizen und Vektoren der rechten Seite wie folgt definiert:

C = (Cij) mit Cij = C(q;)ia@)a

B = (b;) mit b; = b, ¢i),
f = (fi) mit fi = Fu(d),
g = (¢) mit g = —Gp(y).

An die Ansatzriume werden normalerweise folgende Forderungen gestellt:
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e V, C (C(Q))? d.h. Stetigkeit der Verschiebungskomponenten im gesamten Gebiet
(Ausnahme: Nichtkonforme Elemente)

e — M, C C(9Q) im Fall piezoelektrischer Probleme, d.h. Stetigkeit des elektrischen
Potentials im Gebiet

— My, C Ly(€2) im Fall inkompressibler Materialien, d.h. auch unstetige Driicke
werden zugelassen, es wird lediglich quadratische Integrierbarkeit global gefor-
dert.

o vplr € (P.(T)Y Vv, € Vy,, VT € T sowie
qulr € Ps(T) Vaqn€ My, VI €T,
das heifit auf jedem Element T sind die Komponenten der Ansatzfunktionen Poly-
nome kleinen Grades.

Dabei ist nicht jede beliebige Kombination von Elementen geeignet. Um zu brauchbaren
Ergebnissen zu gelangen, mufl die Spezifik des Problems beriicksichtigt werden. Hierbei un-
terscheiden sich trotz der gleichartigen Blockstruktur piezoelektrische Aufgabenstellungen
und inkompressible Elastizitét.

3.2 Elementewahl

Fiir die FEM-Berechnung ist es notwendig, passende Finite-Element-Raume zu wihlen. Die
Wabhl der finiten Elemente soll dabei die Ziele stabile Berechenbarkeit, gute Approximation
der Losung sowie moglichst geringen Speicher- und Rechenaufwand zusammenfiihren.

3.2.1 Elemente fiir inkompressible Materialien, LBB-Bedingung

Im Abschnitt 2.2.2 wurde darauf eingegangen, daf fiir eine eindeutige Losbarkeit des ge-
mischten Variationsproblems (2.19) neben der Elliptizitét der Bilinearform ¢(.,.) auf V,
eine Inf-Sup-Bedingung beziiglich der Raume V und M erfiillt sein muf. Fiir die Aufgabe
in endlichdimensionalen FEM-Raumen V,;, M, existieren hier analoge Voraussetzungen
fiir eindeutige Losbarkeit:

c(vn,vn) > allvpl|¥ Yo, € Vg, (3.4)

b(qn, v
sup AU g Vg € My (3.5)
v €Vy, thHV

Dabei sind o und 3 von der Diskretisierung bzw. von h unabhéingige Konstanten.

(3.5) wird nach ihren Entdeckern als LADYSENSKAYA-BABUSKA-BREZZI-Bedingung, kurz
LBB-Bedingung bezeichnet. Eine iibliche Bezeichnung fiir (3.5) ist auch diskrete Inf-Sup-
Bedingung, da die Gleichung &quivalent als

. b(qn, vn)
inf sup —m—mmMM@— >
€M v, eV, ||Vnllv [lgnla
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geschrieben werden kann. Wihrend die Elliptizitdtsbedingung (3.4) unmittelbar aus der
entsprechenden Elliptizitéit der Bilinearform ¢(.,.) im Raum V, folgt bzw. sogar noch eine
Abschwichung dieser darstellt, folgt die LBB-Bedingung (3.5) im allgemeinen nicht aus
der (kontinuierlichen) Inf-Sup-Bedingung (2.22), sondern ist von der Wahl der Rédume V,
und M,, abhéngig. Die Miflachtung dieser Bedingung bei der Elementewahl kann sich bei
der numerischen Losung mittels FEM in instabilem Losungsverhalten (z.B. Auftreten von
Oszillationen in der Losung) bis hin zu vollig falschen Losungen dulern. Von daher ist es
wichtig, geeignete Elementepaarungen zu kennen und zu verwenden.

In der Literatur findet man umfangreiche Ausfiihrungen zur LBB-Bedingung und zugehori-
gen Elementen, hauptséichlich auf das Stokes-Problem und die inkompressible Elastizitét
bezogen (welche ja neben analoger Blockstruktur auch analoge Bilinearformen ¢(.,.) und
b(.,.) besitzen). Siehe dazu etwa [8],[12],[18],[21],[69]. Neuere Untersuchungen existieren
auch zu anisotropen Elementen, z.B. von APEL et. al. [4],[3],[5] sowie [49].

Beispiele fiir nichtzulissige und zulidssige Elemente bei inkompressiblem Ma-
terial

Die LBB-Bedingung wird nicht erfiillt von Elementen, welche fiir Verschiebungskompo-
nenten und Druck den gleichen Ansatzraum benutzen, wie z.B. P; — P; oder Py, — Py auf
Dreiecks- bzw. Tetraederelementen, genauso Q; — Q; auf Vierecks- bzw. Quaderelemen-
ten. Da die Verschiebungen im Gegensatz zum Druck mit einer um einen Grad hoéheren
(hochsten) Ableitung in die Differentialgleichung bzw. Bilinearformen eingehen, erscheint
es auch logisch entsprechend niedrigere Polynomgrade fiir den Druck zu benutzen. Es zeigt
sich aber, daf} dies nicht in jedem Fall ausreicht um die LBB-Bedingung zu sichern. So war
z.B. das Element Q; — Oy mit stiickweise bilinearen Verschiebungen und stiickweise kon-
stantem Druck aufgrund seiner Einfachheit lange Zeit populédr und findet sich auch heute
stellenweise noch in FEM-Anwendungssoftware in der Stromungsmechanik. Dieses Element
erfiillt die LBB-Bedingung allerdings nicht bzw. nur mit von h abhéngiger Konstante, bei
dessen Verwendung tritt oft eine sogenannte Schachbrett-Instabilitiat auf welche sich durch
einen schachbrettartig auf dem Netz oszillierenden Druck in der Rechnung &uflert. Eben-
falls ungeeignet ist die Kombination P; — Py mit linearer Verschiebung und konstantem
Druck im Dreieckselement, bei dieser Elementepaarung tritt in einer Dreiecksvernetzung
mit Dirichletrand der Effekt ein, dal der Druck mehr Freiheitsgrade besitzt als die Ver-
schiebungskomponenten ([12], folgt mithilfe des Eulerschen Polyedersatzes), und somit ein
Locking eintritt weil die Verschiebung wu; iiberbestimmt ist. Abhilfe schaffen kann hier
z.B. die Bildung von Makroelementen mit zusétzlichen Beschrinkungen an den Ansatz-
raum.

Héufig benutzte Elemente welche die LBB-Bedingung erfiillen sind die sogenannten Taylor-
Hood-Elemente, welche quadratische Verschiebungen und linearen Druck pro Element
aufweisen, also Py — Py bei Dreieck-/Tetraedervernetzung sowie Qo — Qp bei Vierecks-
/Quadervernetzung. Im zweidimensionalen Fall darf bei Vierecksvernetzung ebenfalls ein
Serendipity-Element verwendet werden, wobei die Verschiebung von den 9 Freiheitsgraden
im echt biquadratischen Ansatz um einen Freiheitsgrad reduziert wird (weglassen des , Ele-
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-
+ Verschiebung
e Druck N T
-
ur € (Po(T))>? ur € (Qo(T))?
pr € Pi(T) pr € Q1(T)

Abbildung 3.1: Taylor-Hood-Elemente fiir Dreiecks- und Vierecksvernetzung

mentbubbels® entsprechend zy(1 — x)(1 — y) im Masterelement (0, 1), Ebenfalls zuliissig
ist das modifizierte Taylor-Hood-Element (linearer Druck und Verschiebung linear auf ein-
mal komplett verfeinertem Netz, d.h. Unterteilung in ,Subelemente“ der Grofe g) Die
Verteilung der Freiheitsgrade in den 2D Taylor-Hood-Elementen verdeutlicht Abbildung
3.1.

Weitere zulédssige Kombinationen sind Py — Py/ Qs — Qp mit stiickweise konstantem Druck
bei quadratischer Verschiebung sowie das sogenannte Mini-Element PP*® —P; | bei welchem
der Verschiebungsraum aus linearen Funktionen noch durch sogenannte Bubbel-Funktionen

angereichert wird, welche auf dem Rand des Elements verschwinden, d.h.

d+1
PP = P @ span H i

i=1
wobei \; den linearen Ansatzfunktionen oder auch baryzentrischen Koordinaten entspre-
chen. Eine weitere Moglichkeit die LBB-Bedingung zu erfiillen ist die Verwendung nicht-
konformer Elemente, das heifit von Ansatzfunktionen mit Polynomgrad 1 oder grofier im
Element, die aber trotzdem iiber die Kanten nicht stetig sind. Ein Beispiel dafiir ist das
Crouzeix-Raviart-Element, welches auf Dreiecksnetzen stiickweise konstanten Druck und
stiickweise lineare Verschiebungen besitzt, wobei die Verschiebungsknoten sich aber in den
Seitenmitten befinden und somit ein global unstetiges Verschiebungsfeld erzeugt wird.
Fiir die im weiteren durchgefiihrten Rechnungen wurde immer das Taylor-Hood-Element
bzw. dessen Serendipity-Variante bei Viereckselementen verwendet, die urspriinglich auch
getestete Variante quadratische Verschiebung und konstanter Druck wurde verworfen auf-
grund schlechterer Approximation des Druckes und auflerdem schwierigerer rechentechni-
scher Handhabung bei nur vernachléssigbarer Speicherbedarfsreduktion, da die Druckfunk-
tionswerte in diesem Falle extra dem Element und nicht wie iiblich den Knoten zugeordnet
werden miissen.

3.2.2 Elemente fiir piezoelektrische Materialien

Aufgrund der &hnlichen Struktur der Variationsformulierung sowie des Gleichungssystems
stellt sich die Frage, ob bei der FEM fiir Piezoprobleme ebenfalls eine LBB-artige Bedin-
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gung an die Elemente gefordert werden muf3. Dies erweist sich allerdings nicht als notwen-
dig, weil aufgrund von Lemma 2.1 schon die strenge Elliptizitat der Bilinearformen c(.,.)
in Vo und £(.,.) in My die Existenz einer eindeutigen Losung sichert und diese Vorausset-
zungen erst recht bei Einschrénkungen auf Teilrdume Vg, C Vi sowie Mg, C M, erhalten
bleiben. Da hier auch die zugehérigen Differentialoperatoren respektive die héchsten auf-
tretenden Ableitungen von u und ¢ die gleiche Ordnung besitzen, ist hier die Wahl glei-
cher Polynomgrade in den Ansatzfunktionen eine kanonische Wahl. Die Verwendung von
z.B. Taylor-Hood-Elementen wiirde hier eine schlechtere Approximation des elektrischen
Feldes erwarten lassen, die Verwendung von P, — P, wére hier sogar ganz unzulissig und
wiirde auf ein singulédres System fiithren, da sdmtliche V¢ der Ansatzfunktionen in den
Elementen verschwinden wiirden.

Fiir die zweidimensionalen FEM-Rechnungen wurden wahlweise lineare oder quadratische
Ansatzfunktionen fiir beide Felder v und ¢ verwendet, d.h. P; — P; oder Py — Py bei
Dreiecksvernetzung sowie Q; — Q; oder Qy — Qs (in diesem Fall wieder als Serendipity-
Variante) bei Vierecksvernetzung.

3.3 Adaptivitéit

3.3.1 DMotivation einer adaptiven FEM

Adaptivitat ist ein wichtiger Bestandteil vieler moderner Finite-Element—Anwendungen
und weist einige bedeutende Vorteile auf. So ist es gegeniiber der herkémmlichen Methode,
ein feines Netz iiber das gesamte Gebiet vorzugeben, moglich, mit einer vergleichsweise
groben Vernetzung zu beginnen und das Netz nur an den Stellen zu verfeinern wo dies
eine signifikante Fehlerreduktion bringt. So ist es méglich, z.B. die Umgebung von Singula-
ritdten, Randschichten etc. sehr fein aufzulésen, wihrend der Rest des Gebietes mit relativ
glatter Losung schon durch eine grobere Diskretisierung gut approximiert wird. Entspre-
chend ergibt sich gegeniiber einer gleichméfigen Vernetzung eine erhebliche Verringerung
der Anzahl der Freiheitsgrade, verbunden mit Einsparung von Rechen- und Speicherauf-
wand. Nebenbei ermoglicht der Beginn mit einem Grobnetz, welches sich im Laufe der
adaptiven Rechung verfeinert, auch den Einsatz effektiver hierarchischer Techniken fiir die
Vorkonditionierung und Loésung.

3.3.2 Fehlerschitzung

Fiir eine sinnvolle adaptive Rechnung sind Informationen dariiber notwendig, an welchen
Stellen das Netz verfeinert (oder auch vergrobert) werden soll. Sind analytische Informa-
tionen iiber das Losungsverhalten bekannt, wie etwa das Auftreten von Singularitéiten an
einspringenden Ecken, kann an den entsprechenden Stellen im Gebiet eine gezielte Ver-
feinerung z.B. in Form einer graduellen Netzanpassung vor der Rechnung erfolgen. Im
allgemeinen Fall ist das Losungsverhalten allerdings nicht oder nur ungeniigend bekannt.
Hier hilft die Verwendung von Fehlerschitzern oder Fehlerindikatoren, welche ein Maf fiir
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die Abweichung der berechneten Naherungslosung von der exakten Losung liefern.

Bei dem Begriff Fehlerschiatzer unterscheidet man grundlegend zwischen a-priori und a-
posteriori Fehlerabschétzung. Eine a-priori (im Voraus-) Fehlerschitzung liefert eine
Abschétzung iiber den Fehler der FEM-Losung uy, gegeniiber der exakten Losung u, ohne
uyp selbst zu berechnen. Aufgrund des Lemmas von CEA héngt die Grofle des Fehlers
|up, — ully im wesentlichen davon ab, wie gut die exakte Losung u im Finite-Element-
Raum V,;, approximiert werden kann.

In die a-priori Abschéitzung gehen die gegebenen Daten, das FE-Netz sowie die exakte
Losung ein. Aufgrund dessen eignet sich die a-priori Schétzung fiir analytische Betrach-
tungen, ist aber im allgemeinen Fall aufgrund der unbekannten exakten Losung nicht fiir
eine Nutzung zur adaptiven Netzanpassung geeignet.

Wir konzentrieren uns hier auf eine a-posteriori Fehlerschatzung. Diese zielt darauf ab, den
Fehler u;, — u gegen eine lokalisierbare, berechenbare Grofie abzuschétzen, welche nur von
Daten, Netz und FEM-Lo6sung abhéngt. In den letzten Jahrzehnten fand eine umfangreiche
Entwicklung von a-posteriori-Fehlerschatzmethoden statt, so existieren verschiedene Klas-
sen von Fehlerschitzern welche in relativ breiten Problemklassen Anwendung finden. Eine
Ubersicht findet man z.B. in den Biichern von AINSWORTH/ODEN [1] und VERFURTH [70].

Gebréuchlich fiir elliptische Probleme wie Potentialprobleme oder lineare Elastizitit sind
Fehlerschiatzer vom Residuumtyp, fiir deren Konstruktion ein 1978 erschienener Artikel
von BABUSKA und RHEINBOLDT [6] als Ausgangspunkt angesehen wird. Residuale Feh-
lerschitzer werten die zur Differentialgleichung Lu = f gehorigen Residuen

rr = L(u —up)|r = (f — L(un))|r

auf den Elementen 7' sowie Spriinge von Vuy - n oder o - n iiber die Elementkanten s;
aus, um die Fehlerverteilung im Netz zu lokalisieren. In [15] sowie fiir anisotrope Elemente
in [35] wurde gezeigt, daBl dabei die Betrachtung der Kantenspriinge die Fehlerschitzung
dominiert. Damit ist es moglich, unter Weglassen der Elementresiduen einen auf Kanten-
spriingen basierenden Residuenfehlerschéitzer zu benutzen.

Ein weiterer Ansatz zur Fehlerschéitzung ist die Losung lokaler Dirichlet- oder Neumann-
probleme. Man unterteilt dabei das Gebiet in kleine Teile (Patches) aus wenigen Elemen-
ten und benutzt die errechnete Naherungslosung auf den inneren Réandern als Dirichlet-
oder Neumann-Randbedingungen. Die bei der Losung der Teilprobleme (diese ist relativ
exakt moglich, da kleindimensional) auftretenden Abweichungen zur approximativen Ge-
samtlosung sind hier Indikator fiir den Fehler der FEM-Rechnung sowie dessen Verteilung
im Gebiet.

Eine dritte Strategie zur Fehlerschitzung basiert auf Gradientenmittelung, oft auch als
ZIENCIEWICZ/ZHU-Typ Fehlerschitzer bezeichnet (vergleiche [75]). Idee ist hier eine steti-
ge Approximation der Gradienten iiber die Elementrander hinweg und Vergleich der daraus
gebildeten Interpolation mit der FEM-Naherungslosung.
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Fehlerschétzer fiir piezoelektrische Probleme

Fiir piezoelektrische Probleme benutzen wir einen Fehlerschitzer vom Residuumtyp, wel-
cher als Erweiterung eines residualen Fehlerschétzers fiir linear-elastische Probleme verstan-
den werden kann, der sich auf die Auswertung der Spriinge von ¢-n iiber die Elementkanten
sowie Abgleich der entsprechenden Werte an den Neumannrandern beschrénkt. Dazu defi-
nieren wir fiir eine Kante £ mit dem Einheitsnormalenvektor n den Sprung einer Funktion
v iiber E an einer Stelle x € E durch
To()]s, = hhrﬂo@(x + hn) —v(z — hn)). (3.6)
Das Vorzeichen des Sprungterms héngt davon ab in welche Richtung der Normalenvektor
n zeigt, ist allerdings fiir die weitere Berechnung unerheblich. Folgendes Schema wird zur
Fehlerschiatzung genutzt:
Nel
e berechne Néherungslosung (up, ¢p) auf Q = (J T;
i=1
e erzeuge aus Losung , Sekundarfelder” e, E}, o, D, an den Elementgrenzen 0T} in
jedem Element

e Berechne dabei die Spriinge von o - n sowie D - n iiber die Elementgrenzen und fiihre
auf jeder Kante s; eine vektorielle und eine skalare Fehlergrofie wie folgt ein:

[o(un, ¢n) -n]ls, s;innere Kante

Rj, = T — o(up, n) -0 s; C 'y (3.7)
0 s; C FD,u .
[D(un, on) -n]ls, s;innere Kante

Rij = ws + D(uh7 Sph) nos; C FN#) (38)
0 Sj - FD,go .

e Definiere fiir jede Kante Fehlerfunktionale vermoge

2o = meas(s,) [ |RalPds, iy = meas(s) [ Rpds  (39)
5 5
und bilde die Maximalwerte
Tmax,« = MAX 7 - (3.10)
J
e Vergleiche nun fiir jede Kante s; die Werte 7; ., mit den Maximalwerten und markiere
S; Zur
— Verfeinerung,  falls "7~ oder ™2 grof}, 511
— Vergroberung, falls % und nm—D klein . (3.11)

Die Entscheidung was unter ,gro3“ bzw. ,klein“ zu verstehen ist, kann durch ent-
sprechende Parameter als Prozentsétze des Maximalwertes festgelegt werden.
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Diese Strategie der lokalen Fehlerabschétzung soll eine etwa gleichméfiige Konvergenz der
Verschiebungs- und elektrischen Felder sichern, gegeniiber einer Beschrankung der Fehler-
betrachtung auf die , mechanischen Anteile“ 7; ,. Denkbar wire auch, fiir jede Kante eine
gewichtete Summe 7; = 17, + a2m; p zu benutzen, allerdings erfordert diese Variante
die Wahl einer geeigneten Wichtung, um weder mechanische noch elektrische Grolen zu
bevorzugen.

Zur Herleitung des Fehlerschitzers fiir das lineare Piezoproblem

Definiere fiir x = <Z;) € V x M eine H'-Norm gemif

F2lio=llullio+llelia

als einen Spezialfall von (2.39). Weiterhin schreiben wir fiir den Fehler

e= (Z) - (Z:Z’;) . (3.12)

und definieren aus den Differentialgleichungen (2.28),(2.29) die klassischen Residuen

ru(tn, on) = f+ div o (un, on), T (Un, on) = wy — div D(up, @p) . (3.13)

Aus (2.34) und (3.1) folgt durch subtrahieren die auch als Galerkin-Orthogonalitit des
Fehlers bezeichnete Beziehung:

cley,vn) +bley,vp) = 0 Vo, € Vo, CVy,

b(thn, ) — k(ep,bn) = 0 Vb, € Mg, C M. (3.14)

Unter Beachtung der Elliptizitdt von ¢(.,.) und k(.,.) gemédfl (2.38) existiert nun eine
Konstante ¢ > min(a,, ag) > 0 mit

A

J(e) = clewen) + blepep) > acllealio + oulleglio > clella.  (315)

Wir definieren zur Bilinearform

c(u,v) = /Qe(v) :Ce(u)de
eine abgewandelte Variante geméf3

é(u,v) == /Q(VU)T :C: Vudz (3.16)
wobei diese in der H!-Seminorm elliptisch ist gemé8

c(u,u) > / Cmin(Vu)" 2 T2 Vudz = cyin|uli bei konstantem Material
Q
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mit J als Einheitstensor und c,,;, als kleinstem Eigenwert des positiv definiten Tensors C'.
Analog gilt

k(p,©) = Kminlelig

mit entsprechend K, als kleinstem EigenwertA der Materialmatrix K. Wir fithren nun ein
Fehlerfunktional J(e) ein, welches als Zahler J(e) besitzt:

c(ey, eu) + k(esm 6¢)
J(e) = )
(€ \/6(61“ eu) + k(esm 6¢)

(3.17)

Nun schatzen wir den Zahler ab:

J(e) = c(ey, ey) + bley, e) — bley, e,) + k(eyp, e,)

619 c(ey, ey + vp) + bley, ey +v) — bley, + U, €,) + k(eyp, e, + ¥p)

W (vh> € WOh X M(]h
Un

(3.12),(2.34) ~ ~ -

= F(0) = c(un, 0) = blen, 0) + G(¥) + b(v, un) — k(en, ¥)

wobel

D=ey,+uvy, Y=e,+ . (3.18)
Zur weiteren Abschétzung setzen wir die Definitionen der Bilinear- und Linearformen ein:

Jle) = /Qf.@d:H/F T—@ds—/ﬂ(e(ﬁ):C:e(uh)+e(ﬁ):B-Vgph)daz

N,u

+/Qwvg/~)dx+/r wsz/;ds+/ﬂ<e(uh):B-Vz/;—chh-K-V@/j)d:E

_ Z(/Tf.ﬁdx_'_/BTmF T~z7d3—/T6(17)10'(Uha<Ph)dx

T

+/wvwx+/ wslﬁdst/D(uh,goh)-V@Zd:c)
T OT NTN,e T

= Z(/f—ﬁdm+/ T~z7d3—/ n-a(uh,goh)~z7ds+/diva(uh,<ph)~z7da:
= \Jr OTNTx .. or T

—l—/wvlﬁda:jL/ wslﬁdst/ n~D(uh,g0h)1ﬁds—/divD(uh,goh)z/?dx>
T TNTw,, aT T

— Z /'r’u(uh,@h)~@dx+/r¢(uh,<ph)1ﬁd;g + Z

T s; €0T
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Abbildung 3.2: Veranschaulichung von T} ; und 75 ;.

wobei 7, 7, gemiiB (3.13) definiert sind sowie R, ,, R; p in leichter Abwandlung zu (3.7),(3.8)
als

sllo(un, o) -1y, s;innere Kante

Rj, = T —o(un,on) 0 8 €0N, (3.19)
0 Sj S FD,u .

A s D(up, o) - nlls, s;innere Kante

ijD = Ws + D(“‘ha SOh) ‘no§; S FN,ap (320)
0 Sj € FDW .

Dabei wird in der Summation jede innere Kante s; einmal iiber das Element T} ; auf
der einen Seite und einmal iiber das Element T5; auf der anderen Seite durchlaufen
(vgl. Abb. 3.2), woraus sich wegen des umgekehrten Vorzeichens des AuBennormalenvek-
tors der Kantensprung von o -n bzw. D -n ergibt. Damit dieser aber in der Gesamtsumme
nicht verdoppelt vorkommt, wird jeder Kante die Hélfte zugeschlagen.

Die verschwindenden Rj,* auf den Dirichletrindern werden dadurch gerechtfertigt, dafl
die entsprechenden Funktionen v sowie lﬁ so gewahlt werden, dafl sie auf dem jeweiligen
Dirichletrand verschwinden. Da die Funktionen v, € Vj und v, € M, zur Bildung von v
bzw. 1 beliebig gewihlt werden kénnen, setzen wir mit Interpolationsoperatoren I, an:

v=re, —Ipe,, VYv=e,—Ie,.

Nun setzen wir obige Gleichungskette fort und schétzen mit der CAUCHY-SCHWARZschen
Ungleichung (siehe z.B. [13]) ab:

j(e) = Z <7“u(uh,<Ph)af)>0,T+<T¢(Uh,¢h)>?/~)>o,T+ Z (<Rj,m1~)>o,sj+<Rj,D,1/~)>0,sj>

T s; €0T

< 3 (IraCans onlloollor + 11 (un, en)llor 2l
T

3 (Isolos I17llos, + I Rspllos, 150, ) -

T sj €oT
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Weiter nutzen wir eine bekannte Interpolationsfehlerabschiatzung aus [68], welche besagt
daf} ein oben eingefiihrter Interpolationsoperator existiert, so daf fiir alle e € V x M gezeigt
werden kann

19]lor = |lew = Ineullor < Chrleu|i,am
|[YVllor = llee —Inegllor < Chrleg|iawy
||'a||0,s]- = ||eu - Ih 6u||0,sj- < C\/ h8j|eu|1,A(5j) ’

H@Z)HO,SJ- = |le, — I 690”073]' < C\/ h8j|e<ﬂ|1,A(sj) .

Dabei sind A(T') und A(s;) Teilgebiete von 2 bestehend aus den Mengen derjenigen Ele-
mente, die mit dem Element 7" bzw. der Kante s; einen nichtleeren Durchschnitt besitzen
(bildliche Darstellung in [68]), C' ist eine nur von der Vernetzung abhéngige Konstante.
Die Abschétzung von oben 148t sich also fortfithren (die Argumente der Residuen r, und
r, werden im Folgenden der Einfachheit halber weggelassen):

Je) < Y hr (Irullorlediam + Irollorlesh.am)
T

+CZ Z V hsj (||Rj7a||078j|eu|17A(sj) + ||RA7D||07SJ'|690|1,A(SJ-)>
T SjEBT
= CY hr (Irulloslediam + Irollorleslam)
T

+C Z \/ h'sj ("Rj,0|’078j‘eu‘17ﬂ(8j) + "RJ,D|’07Sj‘e<P|1,A(Sj))

SjES

< \/ZhHmHOT\/Z\eU\ s+ [ bl Bl [3 leul o,

5;€S 5;€S8

s;€S 5;€S8

< \/Z thruHOT\/Z i[5 P Mol S el
T sJES
\/thuw\/De@\iﬁ S bl ol 3 leal s
T SjES T

Dabei bezeichnet S die Menge aller Kanten s; im Finite-Element-Netz. Die letzte Unglei-
chung folgt dadurch, daB jedes Element T" bei regulérer (insbesondere isotroper) Vernetzung
nur in beschrénkt vielen Mengen A(T) bzw. A(s;) enthalten ist und somit bei der Sum-
mation vorkommt, die Gesamtsumme vergréfert sich also héchstens um einen konstanten

\/ZhT||m||OT\/Z|e¢|iA(T>+ S Bl S leoli s,
T
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Faktor. Damit kann man schliellich unter Beriicksichtigung der Definition der Normqua-
drate |.|1,o als Summen iiber die Normquadrate |.|; r weiterschétzen:

J(e) ,/Zh Iralls e+ [ hsllRiolds, | leulio
S

> ol + \/Zhs,nRJDHOSJ eoha

IA

1 =
< ‘/E Walrullir + D I Rsall, | —=/elew, eu)
s_j min
5 1
E Wllrelier + [ ha | Binlids, | —==1/kles e0)
s; min
<

‘/Zh Irallzr +  [ShlRislB, | /een ea) + k(e e,)
Sj
Co | ([ 1ol + 3D sl Velew en) + e e)

Hieraus folgt schlief$lich

,/Zh Irulldr +  [> b Rislids, | +C ,/Zh Irall 2+ (D s IRl |
Sj Sj

was einem element- bzw. kantenweise und ausschlieilich aus der FEM-Losung sowie den
gegebenen Daten bestimmbaren Fehlerschéitzer entspricht.

Aufgrund der von VERFURTH et. al. gezeigten Dominanz der Kantensprunganteile kann
man die Elementresiduen noch wegschétzen und erhélt unter Nutzung der Beziehung

Va+ Vb <V2vVa+b

(folgt sofort durch Quadrieren und Beachtung von (v/a—+/b)? > 0) mit neuen Konstanten:

02
0 e X h (IRl + hIRIR,, ) = e X O + cutn).
Sj ¢

Sj

Dabei sind die Fehlerfunktionale 7;, geméafl (3.9) sowie h,, = meas(s;) definiert.
Durch die Gewichtung der Anteile hat man hier auch die je nach Einheitenwahl oft stark
verschiedenen Groflenordnungen der Materialparameter mit beriicksichtigt. Da es aber bei
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verschiedenen Materialien schon problematischer ist, Kanten an Materialgrenzen sinnvolle
Werte zuzuordnen, aulerdem im Zusammenhang zwischen Fehlerfunktional J(e) und dem
H'-Fehler von e noch die KORNsche Ungleichung steckt, sichert man die Verringerung bei-
der Fehleranteile leichter durch die in (3.11) angegebenen logischen Verkniipfungen. Wenn
beide Fehleranteile um einen bestimmten Prozentsatz fallen, dann unabhéngig von der
Gewichtung auf jeden Fall auch der Gesamtfehler. Um zum Zwecke von Vergleichsbetrach-
tungen den Effekt der Gewichtung auszublenden, definieren wir hier noch zusétzlich mittels
Aufspaltung in beide Fehlerkomponenten Teilfunktionale:

=", Jh=)> _np.
Sj Sj

Fehlerschéitzer fiir inkompressible Elastizitit

Hier wird ebenfalls ein Residuumfehlerschéatzer benutzt, allerdings beschrénkt sich hier die
Auswertung auf die Kantenspriinge von o - n, wobei auch der hydrostatische Druck iiber
die Bildung von o gemif Gleichung (2.18) mit einflieit. Man definiert also fiir jede Kante
s; unter Beachtung von (3.6) eine Fehlergrofie

[o(un,pr) -nlls;  s;innere Kante

Rj = U(Uh,ph) n — gg 55 C 'y (321)
0 Sj C FD .
und bildet daraus das Fehlerfunktional
n = meas(sj)/ |R; |1 ds . (3.22)
55

Mithilfe des geméB (3.10) ermittelten Maximalwertes markiert man nun s; zur

Verfe.l‘nerung falls groﬁ st
Vergroberung Nmax | Klein

3.4 Rotationssymmetrie bei piezoelektrischen Aufga-
ben

Zweidimensionale Probleme lassen sich mit der FEM erheblich einfacher, bei gleicher Ge-
nauigkeit auch mit drastisch geringerem Speicher- und Rechenaufwand l6sen als dreidi-
mensionale Probleme. Da der Raum um uns herum nun aber einmal dreidimensional ist,
stellen sich die meisten Probleme aus der Praxis auch in 3 Dimensionen. Rotationssymme-
trie stellt hierbei einen Spezialfall dar, in dem sich bestimmte dreidimensionale Probleme
auf eine Betrachtung im Zweidimensionalen zuriickfithren lassen. In diesem Abschnitt soll
die numerische Losung einer rotationssymmetrischen linear piezoelektrischen Aufgabe auf
eine modifizierte Finite-Element-Rechnung im Zweidimensionalen zuriickgefithrt werden.
Dabei werden Uberlegungen aus einem vom Autor erstellten Preprint [62] aufgegriffen und
erweitert.
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3.4.1 Grundlagen
Zylinderkoordinaten

Zur Betrachtung rotationssymmetrischer Probleme ist es sinnvoll, Zylinderkoordinaten zu
benutzen. Diese transformieren sich aus den kartesischen Koordinaten wie folgt:

r=+vz24+vy% o= arctan 2.
x

Umgekehrt gilt
T =1rcos¢, y=rsin ¢.

Die z-Koordinate bleibt bei der Transformation unberiihrt. Die Ableitungen transformieren
sich folgendermaflen:

Of _ 0oy 009f wdf wOf 0 smédf o
Ox oxOr  0xdp ror 1o or r 0¢’ '
Of _ orof 0005 ol wof . 0f cosoof
dy oyor  Oydp ror r2io r 0¢

Rotationssymmetrische Gebiete

Sei Q C R? ein 3D-Gebiet, welches Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse erfiillt. Die-
ses Gebiet 1a8t sich in Zylinderkoordinaten parametrisch darstellen als Q = w x [0, 27},
wobei w der erzeugende Gebietsquerschnitt in (7, z) ist. Zur Veranschaulichung siehe Ab-
bildung 3.3. Sei beispielsweise (2 ein Zylinder vom Radius R und z € [0, H]. Dann gilt

w=1[0,R] x [0, H].

Abbildung 3.3: Ein rotationssymmetrisches Gebiet mit erzeugendem Querschnitt
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3.4.2 Abgeleitete Groflen bei Rotationssymmetrie

Wir betrachten Rotationssymmetrie in dem Sinne, daf3 die Verschiebung eines Punktes nur
in radialer oder z-Richtung moglich ist, das bedeutet eine Drehung des Korpers um die
Rotationsachse findet nicht statt. Fernerhin diirfen radiale und z-Verschiebung nicht vom
Winkel ¢ abhéingen. Fiir die Verschiebung u gilt daher:

Uy = up(r,z)cosad,
u, = uy(r,z)sing,
u, = uy(r, z).

Die partiellen Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten berechnen sich wie folgt:

Oug,  Oug Ou, sin <;5 ou,

W — or cos ¢ — 9 R cos ¢+ "sin? ¢,
aa—uyy = %sinngraa?ZCO:gb:a;ﬂ sin gb+ " cos? o,
Ou,  Ou,

oz 0z

Mit analogen Rechnungen erhilt man

867,;;,3 = % = (881: — &) sin ¢ cos ¢,

Oy, ou,

9z 02 cos P,

ou ou, .
A

ou, ou,

or  or cos ¢,

ou, ou, .

gy oy e

Rotationssymmetrischer Verzerrungstensor

Mit diesen Ableitungstransformationen ist es méglich, den dreidimensionalen Verzerrungs-
tensor €(u) bzw. dessen Vektornotation wie folgt aufzuschreiben:

Oug
€11 fr % os? ¢ - o sin? ¢
Ouy 6% 2 2oy
€99 aa Zr gin ¢+ U cos? ¢
| &3 | ' . a . ;
§<U) = 2512 - 881;90 + 8uy - 9 (azﬁ — ) Sin(bCOS(b - Al <¢)§(u> (324)
2e13 8uz + 8uz (8“; + &jf) cos ¢
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mit

sin’ ¢ cos? ¢ 0 O
cos? ¢ sin? ¢ 0 0 e
0 0 1 0 Dur
— A C— or
A(9) —2singcos¢p 2singpcosgp 0 0 o &) %
0 0 0 sing Our ¥ Ouz
0 0 0 coso

Rotationssymmetrischer Potentialgradient

Das Potential ¢ ist im rotationssymmetrischen Fall eine vom Winkel ¢ unabhéngige skalare
Funktion ¢(r, 2), d.h. g—i = 0. Der Gradient in kartesischen Koordinaten ergibt sich also
zu

g—i 223 %“’ cos ¢ cosgp 0 9y
Vo= | 5 42 Fsing | = | sing 0 (3_@) —: Ay(¢) V. (3.25)
g_ga gso 0 1

Bemerkung 3.1 Eine hiibsche Figenschaft der Matrizen Ai(¢) und As(¢) ist deren Spal-
tenorthogonalitit, d.h. man kann leicht nachrechnen

AT(9)A(9) = L, A3 (0)As(9) = L.

Um die rotationssymmetrischen Bilinearformen zu bilden, ist es noch notwendig die Po-
lungsrichtung festzulegen. Soll diese im gesamten Gebiet echt konstant sein, bleibt bei
Rotationssymmetrie nur die Rotationsachse z {ibrig. Es existieren aber auch Anwendun-
gen z.B. in Hohlzylindern bzw. Rohren, wo die Polung zwischen innerem und &uflerem
Rand, also in Radiusrichtung erfolgt. Aufgrund der Kriimmung liegt in diesem Fall nur
lokal transversalisotropes Verhalten vor. Im Folgenden wird zwischen axialer und radialer
Polung unterschieden, vergleiche Abbildung 3.4.

3.4.3 Integranden fiir die Bilinearformen bei Polung in axialer
Richtung

Verkiirzte Notation: Im folgenden wird bei der Darstellung von Sinus- und Cosinuster-
men in Matrizen das Winkelargument teils weggelassen. Man denke sich in diesen Féllen

cos :=cos¢, sin:=sing. (3.26)

Die dreidimensionalen Materialtensoren in Matrix-Vektor-Notation sehen hier folgender-
maflen aus:

Ci11 C12 C13 0 0 0 0 0 €13
SR S 0 o o K 00
ax __ 13 13 33 ax __ 33 ax __
C=19 0 0 ew 0 0|'Z =0 o oL 8 “51 RO
0 0 0 0 ep5 O 0 e O 33
0 0 0 0 0 cs55 egr 0 0
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Abbildung 3.4: Zylinder mit axialer und Hohlzylinder mit radialer Polung

mit Cpq = %(CH — 012).
Elastischer Teil c¢(u,v) Es gilt (mit dQ2 = d(z,y, 2)):
c(u,v) = / e(v) : C:e(u)d) = /(g(v))Tgax(g(u))dQ.
Q Q

Rotationssymmetrie angewendet auf den Integranden fiithrt zu

() C™(e(w) = (E(v))" AT (9)C™ Ar(D)e(u) =: (E(v))"C (4)e(u)  mit

~AaX T ax
C (¢) = A (9)C™A(9)
. T . .
sin? cos? 0 O cq1 sin? +ep9 cos?  ¢1q cos? +cpasin® e 0
2 .2 ) 2 2 )
Cos sin 0 O €19 8In” 4-c¢11 COS” €19 cOS” +c¢11 81N 13 0
. 0 0 1 0 C13 C13 C33 0
—2sincos 2sincos 0 0 (c12 — ¢q1)sincos (17 — ¢12) sincos 0 0
0 0 0 sin 0 0 0 cx5sin
0 0 0 cos 0 0 0 c55cos
c11(sin + cos? +2sin? cos?)  cp(sin? 4 cos* +2sin% cos?) cp3 0
| cia(sin® 4 cos* +2sin” cos?)  ¢pq (sin® + cos? +2sin% cos?) cy3 0
C13 C13 C33 0
) 2
0 0 0  cs5(sin” + cos®)
ci1 €1z ¢z 0
o Ciz2 ¢1 ¢z 0
c1i3 ci3 c33 0

0 0 0 Cr5
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Das heifit, die transformierte Koeffizientenmatrix gax enthélt keine Abhéngigkeiten mehr
vom Winkel ¢ und besteht aus der zweidimensionalen Koeffizientenmatrix QQD mit zusétz-

licher erster Zeile und Spalte. Uber die zweidimensionalen Koeffizienten hinaus wird noch
zusatzlich cjo benotigt. Es gilt

(1, 0) / JE@C ) - dtr 2o = 2m [ (@) C et 2)

w

Integrand fiir piezoelektrische Kopplung b(p, v)

A ax A

()" B* Vo = (2(v)"A](¢)B™As(¢)Vip = (2(v))'B" (¢)Vep

A ax

B (¢) = A[(9)B™A:(9)

sin? cos2 0 0\~ 0 13
cos? sin? 0 0 0 es 0 e
o 0 0 1 0 0 €33 o 0 €13
| —2sincos 2sincos 0 0 0 O | 0 es
0 0 0 sin eg1sin 0 eg1 O
0 0 0 cos egicos O

Somit ist auch éax unabhéngig vom Winkel ¢ und keine zusétzlichen Materialkonstanten
werden benotigt. Die erste Zeile von EQD wird lediglich verdoppelt.

Integrand fiir dielektrischen Teil k(¢, 1)

(V)T K™V = (V)T AT (9) K™ Ay(¢) Voo =: (V)T K () Vip

A ax

K (¢) = A (0)E™As(9)

. K11cos O
~ ([cos sin 0 esin 0 _(ku O
—\lo 0 1 1 "\ 0 kg )

0 K33

Daraus folgt, auch K st unabhéngig vom Winkel ¢ und entspricht dem zweidimensiona-
len K2V,

Zu beachten ist noch, daB bei der (numerischen) Integration jeweils die Funktionaldetermi-
nante r als zusétzlicher Faktor einflieft. Implementierungstechnisch wird diese z.B. einfach
auf das GauBlgewicht aufmultipliziert.

3.4.4 Integranden fiir die Bilinearformen bei Polung in radialer
Richtung

Auch bei radialer Polung sollen die Materialmatrizen wieder geeignet verkleinert werden,
um verkiirzte Verzerrungsvektoren und Potentialgradienten zu verwenden. Bevor aber ein
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Vorgehen analog zur axialen Polung (Abschnitt 3.4.3) moglich ist, miissen die Materialma-
trizen beziiglich der kartesischen Koordinaten bekannt sein. Diese sind offensichtlich vom
Winkel ¢ abhéngig, da sich die Polungsrichtung mit dem Winkel dreht. Durch Koordina-
tentransformation (Drehung des Koordinatensystems um ¢) 148t sich erreichen, daf die
Polungsrichtung in Richtung der gedrehten Achse ¥ zeigt.

Die zum gedrehten Koordinatensystem gehorigen Materialmatrizen entstehen demnach
durch Zeilen- und Spaltentausch aus den entsprechenden Matrizen fiir Polung in 3-Richtung,
dabei sind die zu den 1- und 3- (respektive x- und z-) Komponenten von ¢ und V¢ gehoren-
den Spalten und Zeilen zu tauschen. Das fiihrt zu

C33 C13 Ci13 0 0 0 €33 0 0
Ci3 C11 Ci12 0 0 0 €13 0 0
~rad ci3 c2 cn 0 0 O ~ rad e;s5 00 - rad rag 00
oo |G C2cn B | O K™= 0 ky 0
— 0 0 0 Cr5 0 0 - 0 €61 0 — 0 0 K
0 0 0 0 cy O 0 0 0 H
O 0 0 0 0 Css O 0 €61

Die Umrechnung zwischen originalen und gedrehten Koordinaten erfolgt iiber

x T cos(¢) sin(¢) 0
y | =Q"(¢) |7 mit  Q(¢) = | —sin(¢) cos(¢) 0
z z 0 0 1

Daraus ergibt sich sofort
Vo =Q(¢)Ve (3.27)
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sowie nach umfangreicherer Rechnung

&Eui
Oyug
SR P B (ORC (3.28)
mit
cos?(¢) sin?(¢) 0  cos(¢)sin(¢) 0 0
sin?(¢) cos®(¢) 0 —cos(¢)sin(¢) 0 0
Plo) 0 0 1 0 0 0
() = —2cos(¢) sin(p) 2cos(¢)sin(¢p) 0 cos?(¢) — sin?(¢) 0 0
0 0 0 0 cos(¢) —sin(¢)
0 0 0 0 sin(¢)  cos(¢)

Nun kénnte man aufgrund der Invarianz des Integranden unter Drehung des Koordinaten-
systems bei Rotationssymmetrie die elastische Materialmatrix in kartesischen Koordinaten
mittels

~rad ~rad

(e(0)"'C™ () (e(w)) = Ev))'CE(u) = (e(v))"RT($)C ™ R(¢)e(u)

als
~rad

C™(¢) = R (¢)C " R(9)
berechnen (shnlich B™%(¢) sowie K™(¢)), und schlieBlich mittels

™ (9) = AT($)C™(6) As(0)

und entsprechenden Gleichungen die modifizierten Materialmatrizen bestimmen. Diese
Rechnung ist aber ziemlich umstéandlich und langwierig, es gibt noch einen alternativen
Weg.

Aus (3.24) und (3.28) ergibt sich

01 0 0
1 0 0 0
B = A0 mit A() = R@A©G) = |0 L)
00 00
00 01

Das bedeutet, A;(¢) ist vom Winkel unabhiingig! Analog fithrt man (3.25) und (3.27)

zusaminen:

1 0
Vi =: Ay(¢)V mit  Ay(¢) = Q(4)As(¢) = (0 0
01
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Mit diesen beiden vom Winkel ¢ unabhéngigen Matrizen berechnet man leicht

ci1 3 ¢z 0
~rad ~ ~rad ~ C C C 0
C — AT A _ 13 33 13 :
¢ IO Ay = | 00 o e
0 0 0 Css
€13 0
- rad ~ ~rad ~ e 0
B = A[(9)B Ay(9)=| ,
— — €13 0
0 €61
~ rad ~ ~rad ~ K 0
KW = AJ(9K A2<¢):(§3 p )
11

Die Bilinearformen ergeben sich entsprechend zu

c(u,v) = QW/(é(v))TQradg(u) crd(r, z),
b(p,v) = 27 / (g(v))Tgadw crd(r,z),
k(p, ) = QW/((@w)Tgradﬁw crd(r, z).

3.4.5 Anpassung des Fehlerschitzers

Der auf Kantenspriingen basierende Fehlerschétzer ist ebenfalls auf Rotationssymmetrie
anzupassen. Von Interesse sind hierbei die Groflen

o-n (vektoriell) sowie Den (skalar),

wobei n die AuBlennormale eines Elements bezeichnet.
Auflennormale Die Auflennormale n = (nx Ty nz)T stellt sich im rotationssymmetri-

schen Fall, sowie unter Benutzung der in Abschnitt 3.4.2 eingefiihrten Bezeichnungen wie
folgt dar:

N, COS @ n
n=|n.sing | = Ay(¢p)i  mit n = <nr>
n, ®

Spannungsteil o -n  Bekannt ist:



Die Spannung berechnet sich {iber die Vektorform

C. -e(u)+B-Vep.

g =
- 6 f—

Bei axialer Polung (bei radialer Polung ist die Herleitung etwa analog) besitzt diese folgende
Anteile:

cq18in? +ep9 cos® ey cos? +eppsin® ey

0
11 €082 +cpasin?  epq sin? ¢ cos? ¢ 0
T ‘13 13 33 0 -z
(c12 — ¢q1) sincos  (¢11 — ¢12)sincos 0 0
0 0 0 Cs5 sin
0 0 0 cs5c0s
(e sin? +c19 cos?) + U, (c11 cos? +c1p8in?) + U, c13
(19 cos® +¢12 sin?) + u,..(c11 sin® 4¢3 cos?) + u, .13
o (% + ur,r)cl?) + Uz, ~C33
- (“=(c12 — c11) + Uy, (c11 — c12)) sin cos ’
(ur,z + uz,r)c55 sin
(ur,z + uz,r)c55 COoSs
0 €13 €139,z
0 €13 €139,z
o 0 es3 | Vo = €33,
0 0 0
egisin 0 €614, SIN
egrcos 0 €61, COS

In Tensor-/Matrixform zuriickgebracht folgt

o-n=o0-Ay(p)n
Hf—/

wobei geduldiges Ausrechnen ergibt:

u
5= Ay($)5  mit & = Ci127" T Crilpy + C13Uz» + €130 - Cs5Upz + Uz p + €610 r
= A, = u )
Cs5Ur, z + Uz r + €61P,r CIB(TT + ur,r) + C33U » + €339 2

Es gilt
lo - nl* = (o a]* = | A2(¢)5 - 0]|* = w"6" A7 A 60 = |6 - a]*.
I

Entsprechendes gilt auch fiir die Kantenspriinge, es geniigt daher mit den verkleinerten
Matrizen & zu rechnen, wobei im Vergleich zur 2D-Rechnung lediglich die Anteile mit ==
auf der Hauptdiagonalen hinzukommen.
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Dielektrischer Verschiebungsteil D en Etwa analog zum Spannungsteil, aber etwas
einfacher da Vi sowie D schon in Vektorform sind:

D(u,¢) = B":e—KVyp=DB"e—~ KVyp=B"A(¢) — KA:(¢)Vyp
wobel sich wieder nachrechnen 1af3t:

BTA\(¢) = A($)B', K Ay(0) = Ag(d) K

T 0 0 0 e6 [A(_ ki1 O
e13 ez ez 0 )7 0 ksg/)’

D = A2(§T§ - K@SO)

mit

[Isvg

Somit gilt

|

und daraus folgend die Zuriickfithrung auf die erweiterten zweidimensionalen Groflen:
Den=D"n=D"ATAa= D",

Bemerkung 3.2 Die Zurickfihrung von rotationssymmetrischen linearen Elastizitdtspro-
blemen sowie Potentialproblemen auf zweidimensionale FEM sind in dem in diesem Ab-
schnitt beschriebenen Vorgehen als Spezialfille enthalten und kénnen unter Einsetzung der
entsprechenden Materialparameter tibernommen werden.

3.4.6 Numerische Beispielrechnungen

Beispiel 3.1 Wir betrachten einen axial gepolten Vollzylinder vom Radius R = 1 und
Héhe H = 2. Dieser ist am unteren Rand (Boden) fest eingespannt und geerdet (homogene
Dirichletbedingung fiir w und ¢ bei z = 0). Auf die Deckfliche (z = 2) wirkt eine konstante
Fldachenkraft senkrecht nach unten, der Rest des Randes wird als krdftefrei und wie auch
die Deckfliche als ladungsfrei angenommen.

Adaptive Rechnung mit quadratischen Viereckselementen bis zur Uberschreitung von 2500
Knoten liefert die in Abbildung 3.5 im Erzeugendenquerschnitt w dargestellten Verlaufe
von Verschiebung und Potential.

Das adaptiv verfeinerte Netz sowie die zugehorigen Iterationszahlen zeigt Abbildung 3.6.

Beispiel 3.2 Als weiteres Beispiel betrachten wir einen axial gepolten Hohlzylinder mit
innerem Radius R; = 1, duflerem Radius R, = 2 und Héhe H = 2. Die Randbedingungen
werden analog wie im Beispiel 3.1 gesetzt (feste Einspannung und Erdung am unteren
Bodenrand, senkrechte Druckkraft auf Deckflichenring).
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TU Chemnitz TU Chemnitz TU Chemnitz

2.02E-04 5.42E+03

-5.04E+05

1.41E-04 —

-4.91E-04 —

-1.52E+06 —

1.01E-04 -8.18E-04

-2.54E+06

6.06E-05 -1.14E-03 -3.56E+06

2.02E-05 -4.58E+06

-2.36E-09 -1.64E-03 -5.09E+06

vollzyl - (2587 nodes) u_r vollzyl - (2587 nodes) U_z vollzyl - (2587 nodes) P

Abbildung 3.5: Radiale und axiale Verschiebung sowie elektrisches Potential mit Isolinien
im druckbelasteten Vollzylinder

TU Chemnitz
7 7 7 7 T T
e
! ! i 7 7
| | [ E i B
| e + +
RN 220 -
! ! #It}gllzyllnder —
e s L 200
[ 7T T T /
! ! ! S ! 180 /
ARERN R e Em .
160 /
! ! ! ! i i T
: : : : : : LT 140 f
s T 120 /‘\\Z\\‘/K/Kv
R T 100
- 1
b4 R /
! L Lnb FrpiTe
[T TER T 80
mmssas
r = 60
=+
F 40 /
20
10 100 1000 10000
vollzyl - (2587 nodes) # Knoten

Abbildung 3.6: Verformtes Netz sowie Iterationszahlen beim druckbelasteten Vollzylinder
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Abbildung 3.7: Radiale und axiale Verschiebung sowie elektrisches Potential mit Isolinien
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Abbildung 3.8: Verformtes Netz sowie Iterationszahlen beim druckbelasteten Hohlzylinder



Eine adaptive Rechnung bis zur Uberschreitung von 2500 Knoten liefert die in Abbildung
3.7 im Erzeugendenquerschnitt dargestellten Verldufe von Verschiebung und Potential.
Das adaptiv verfeinerte Netz sowie die zugehorigen Iterationszahlen zeigt Abbildung 3.8.
Auftillig ist eine leichte Ausbeulung des Hohlzylinders nach innen nahe des unteren Ran-
des, wiahrend sich mit zunehmender Hohe der gesamte Hohlzylinder nach auflen verformt.
Der Fehlerschétzer erkennt auch richtig die im Unterschied zum Vollzylinder vorhandene
innere Ecke (innerer Rand des Bodenkreisrings) mit Randbedingungswechsel und bewirkt
dort eine etwas spéter als an der dufleren Ecke einsetzende, aber doch deutliche lokale
Netzverfeinerung. Die Iterationszahlen steigen iiberraschenderweise im Hohlzylinderbei-
spiel wesentlich weniger stark an als im Vollzylinderbeispiel. Eventuell ist dies der dort
vorhandenen impliziten Restriktion am ,Rand“ r = 0 geschuldet, welcher nur Rand des
Rechengebietes aber nicht des betrachteten Korpers ist und in welchem die verwendeten Zy-
linderkoordinaten eine Singularitéit aufweisen. Dies wiirde auch die physikalisch unsinnigen
im Bereich ,,numerischen Schmutzes“ liegenden negativen ausgerechneten Radialverschie-
bungen im Vollzylinderbeispiel erklaren. Aus den semilogarithmischen Darstellungen der
Abbildungen 3.6 und 3.8 ist allerdings zu erkennen, daf} in der Tendenz lediglich ein lo-
garithmisches Anwachsen der Iterationszahlen beziiglich der Knotenanzahl zu verzeichnen
ist, was der Theorie nach mit den verwendeten Vorkonditionierern (Hierarchische Basen
nach YSERENTANT) auch zu erwarten ist.

Zur besseren Verifikation der rotationssymmetrischen 2D-FEM-Berechnung konnte zum
Vergleich eine vor kurzem von J.GLANZEL auf lineare Piezoprobleme erweiterte Imple-
mentierung einer echten 3D-FEM mit Quaderelementen [22] herangezogen werden. Die
durchgefiihrten Vergleichsrechnungen liefern dabei eine weitgehende Ubereinstimmung der
numerischen Ergebnisse und zeigen gleichzeitig den in Groflenordnungen niedrigeren Re-
chenaufwand der 2D-rotationssymmetrischen Variante bei vergleichbarer Genauigkeit. Die
Ergebnisse der dreidimensionalen Rechnung zeigen fiir den Vollzylinder die Abbildung 3.10
sowie fiir den Hohlzylinder die Abbildung 3.11. Die radiale Verschiebung kann hier mit der
vorhandenen Grafikroutine nicht separat dargestellt werden, allerdings entsprechen die Ma-
ximalwerte der radialen Verschiebung am Rand gerade der maximalen x-Verschiebung am
Rand, was an den Max/Min-Werten der Skala zumindest in den ersten beiden signifikanten
Stellen mit den Werten aus der 2D-rotationssymmetrischen Rechnung iibereinstimmt. Noch
besser ersichtlich ist die (genéherte) Ubereinstimmung mit der zweidimensionalen Rechung
an Schnittbildern mit Darstellung des zweidimensionalen Erzeugendenquerschnittes aus der
3D-Rechnung heraus. Die entsprechenden Bilder inklusive Isolinien fiir radiale sowie axiale
Verschiebung befinden sich in Abbildung 3.9. Im Vergleich mit den korrespondierenden Bil-
dern in den Abbildungen 3.5 und 3.7 ergeben sich kaum sichtbare Unterschiede, lediglich
durch das grobere Netz im 2D-Schnitt der 3D-Rechnung bedingt besitzen beispielswei-
se einige Isolinien von w, im Hohlzylinderbeispiel einen groben, nur wenig abgerundeten

Verlauf.
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Abbildung 3.9: Verschiebung in Radiusrichtung sowie axial im Erzeugendenquerschnitt, bei
3D-Rechnung vom druckbelasteten Vollzylinder und Hohlzylinder
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Kapitel 4

Loser und Vorkonditionierung

4.1 Modifizierter Bramble-Pasciak-CG

Die FEM-Diskretisierung einer Variationsformulierung (2.20) fiithrt mit Unbekanntenvek-
toren u € R sowie p € R™ auf ein Gleichungssystem der Struktur analog zu (3.2):

(5 %) ()= i) o

wobei im Fall inkompressibler Elastizitdtsprobleme g = 0 ist. Neben den in dieser Arbeit
genauer betrachteten Problemklassen fithren auch noch weitere Aufgabenstellungen auf
eine Gleichungssystemstruktur (4.1), etwa die Erweiterung nahezu inkompressibler Elasti-
zitét auf grofie Verzerrungen [14] oder poroelastisches Materialverhalten [23].

C B
BT -K
dabei symmetrisch. Wahrend C auflerdem positiv definit ist, ist K positiv semidefinit,
wobei sowohl verschwindendes K als auch positive Definitheit auftreten kénnen. Die Ge-

Die Matrizen C und K und somit auch die gesamte Systemmatrix A = sind

samtmatrix A ist nicht definit, da x? Ax < 0 fiir x = (g) Der gewohnliche CG kann

damit nicht zur Losung angewendet werden. Als Ausweg fithrten BRAMBLE und PASCIAK
einen Loser fiir Sattelpunktprobleme ein ([9]), dieser nutzt die speziellen Blockstrukturen
aus und wird als Bramble-Pasciak-CG bezeichnet. Wir betrachten eine Erweiterung von
MEYER und STEIDTEN [41], welche ein nichtverschwindendes K zuldfit. Der modifizierte
Bramble-Pasciak-CG transformiert das Gleichungssystem durch Multiplikation von links

mit einer Matrix
= C,! ©)
~ \6B,'B’C,' —B;')"

wobei v und ¢ positive Parameter sind, Cj ein Vorkonditionierer fiir C sowie B ein weiterer
Vorkonditionierer fiir das inexakte Schurkomplement

S=B"C,'B+1K
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ist. Die neue Systemmatrix ist damit

A:ICA:( C,'C ColB).

6B, 'BT(C,'C — 1) 6By'S

An den Parameter v wird die Beschréinkung gestellt, dal C — vC, positiv definit bleibt.
Auflerdem sollen beide Vorkonditionierer Cy und By symmetrisch sein. Dann ist A sym-
metrisch und positiv definit in einem speziellen Skalarprodukt (., .), welches bei Benutzung

p ’ q

(x,y) = ((C = vCo)u,v) + (07 'Bop, @) = (0, v)o + (P Q)u, (4.2)

dabei bezeichnet (.,.) das iibliche euklidische Skalarprodukt im R« bzw. R .

Der modifizierte Bramble-Pasciak-CG entspricht dem iiblichen CG mit A und (., .), wo-
bei die (blockweise) Vorkonditionierung gleich enthalten ist. Zu beachten ist, daf fiir die
iiblicherweise benutzten Multilevel-Vorkonditionierer lediglich die Multiplikation mit Cy*
implementierbar ist, nicht aber direkt mit Cg. Es ergibt sich folgender

definiert ist durch

Algorithmus 4.1 (Modifizierter Bramble-Pasciak-CG)

1. Setup:
e 7Y =Cu+Bp-f
o w0 = Calf(o)
er=B"u-Kp-g
) K(O) — BTE(O) — fyz

o« w® =B

e 5O = 5O

¢ 50— 7O O = 50

o W= (w,w)= (q(o)’@(o)) — 7(7(0)’@(0)) + 5@(0)’&(0))

e Dabei Test ob (¢, w ) — 47O, w®) > 0, ansonsten v verkleinern.
o abbr = &2W

2. Iteration:

e u=¢q+ Bs
e 7=Cjlu
o v =BT (T —435) +7Ks
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Berechne (As, s) = (¢,0) — vy(u,3) + (s,v)

. a:—%
—u=u-+as
- r=r+au
—wW=w+ av
~p=p+as
—r=r+aoav
-~ w=B;'r
o Wur =W
e v=Cw
o W= (w,w)= w7 —(®w7)+ d(w,w)
e Falls (w,v) —vy(w,T) < 0 verkleinere v und zurick zu 1.
Falls W < abbr beende Iteration, Lésung (u,p)T
*f=wa
—S=w+03
—q=1U+0q
—v=0w
- s=uv+ps

Die Zwischentests bei der Bildung des Residuumquadrats (w, w) kénnen bei zu grofl gewéhl-
tem Parameter v eine Verletzung der positiven Definitheit von C — vC, aufdecken, da
immer 7 = Cow gilt und somit ((C — vCy)w, w) auf Nichtnegativitit getestet wird. Der
maximal zulissige Wert von 7 entspricht dem kleinsten Eigenwert von Cy'C und hingt
damit vom verwendeten Vorkonditionierer, aber auch von der Problemstellung iiber die
Steifigkeitsmatrix C ab.

4.2 Wahl geeigneter Parameter

Die in diesem Abschnitt gefiihrten Uberlegungen und numerischen Beispiele sind zum
grofleren Teil einem Preprint entnommen, welches im Zuge der Projektbearbeitung am
Sonderforschungsbereich 393 entstanden ist [42].

4.2.1 Abschatzung mithilfe von Teilmatrizen

Um den modifizierten Bramble-Pasciak-CG verwenden zu konnen, sind 2 grundlegende
Herausforderungen zu bewéltigen:

e Finden geeigneter Vorkonditionierer,

e Wahl geeigneter Parameter.
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Vom Vorkonditionierer C, fordert man die Eigenschaft
#(Cou,u) < (Cu,u) < 7i(Cou,u) VueRM (4.3)

mit positiven Konstanten p und 1, welche ein moglichst kleines Verhéltnis z/p aufweisen.
Zur Erhaltung der positiven Definitheit ist somit eine Wahl v < p erforderlich. Ziel ist es
eine moglichst giinstige Konditionszahl von A zu erreichen, deshalb wurden zum EinfluB
von v und § auf k(A) Untersuchungen durchgefiihrt. Eine Spektralabschitzung zwischen
A und dem Blockdiagonalteil von A liefert folgendes Lemma aus [41]:

_(CjlcC 0)
(0 )

als Blockdiagonale von A. Gilt (4.3) fir den Vorkonditionierer Cy, so existieren positive
Konstanten o und @, mit denen die folgenden Ungleichungen erfillt sind:

Lemma 4.1 Definiere

a(Mx,x) < (Ax,x) < a(Mx,x). (4.4)

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas wird in [41] iiber Spektraliiberlegungen gefiihrt, man

schaut sich dazu die Matrix
I F
71 .
s ()

an, wobei £ = C™'B sowie F'I' = ST'B”(C,;'C — +I) sind. Die Eigenwerte A € o(M~1A)
sind 1 oder haben die Struktur

A=1+VN mit N €o(F'E).
Der Spektralradius von FTE 18t sich wiederum abschiitzen durch
p(FTE) < p(I =4C™'Cy),

mithilfe von (4.3) und daraus folgend o(Cy'C) C [, ] fithrt das zu p(FTE) <1 — 1 und
schlieflich zur Abschétzung (4.4) mit

a=1-/1-L2unda=1+,/1—
1

Bemerkung 4.1 Somit hingen o und « lediglich vom Verhdltnis £ = % ab. Die beste
Abschdtzung wird demnach bei einer Wahl von v nahe des maximal zulissigen Wertes
erreicht, zur Bewahrung der positiven Definitheit von C — yCy gilt die Begrenzung v < ji.
Die Konditionszahl von A lifit sich abschdtzen durch B

1+ T—€ (1+vI—8?
1-vi-¢ 3 -

==

O

2-€+2/T—E _

4
~—1
§

§

K(M) K(M) K(M) (z=DrM).
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Ziel ist es nun, die Kondition von M moglichst klein zu halten, um die Kondition von A
zu beschranken.
Fiir das Spektrum von M gilt aufgrund der Blockdiagonalstruktur:

d(M) =0c(Cy'C)U (6B, 'S) = o(Cy'C)Udo(B,'S).

Der Parameter ¢ skaliert also das Spektrum des unteren Blockes gegeniiber dem oberen
Block. Um im CG eine schnelle Konvergenz zu erreichen méchten wir mittels geschickter
Wahl von § nun die beiden Blockspektren moglichst ineinanderschieben, damit die Kondi-
tion der Gesamtmatrix moglichst klein bleibt. Fernerhin bezeichnen wir mit Ay, (7") und
Amax(7") den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert einer positiv definiten Matrix 7. Wir be-
trachten nun die Blocke von M beziiglich der in (4.2) definierten Skalarprodukte. Es ist
leicht einzusehen, dafl C;'C im Skalarprodukt (.,.), selbstadjungiert ist, da gilt:

(Cy'Cu,v), = ((C—=7Cy)Cy'Cu,v) = ((CC;'C —~C)u,v)
= (Ccal<c - fYCO)uv V) = ((C o VCO)uv Co_lcv)
= (u,C;'Cv), Vu,v € RV,

Analog ist B;'S wie auch 6B 'S beziiglich (., .), selbstadjungiert, hier gilt mit der offen-
sichtlichen Symmetrie des Schurkomplementes S beziiglich (., .):

(6By'Sq,q). = (Sqa,q) = (q,Sq) = (6 'Boq, 6B, 'Sq) = (q, B, 'Sq)., -

Bekanntlich gilt somit die folgende Beziehung zwischen den Rayleigh-Quotienten und den
Eigenwerten:

Auin(Cy'C) < Ry(x) = (G 0 < ) (Cy1O), (4.5)
_ B;'Sq,q)u -
Muin(By'S) < Ry(g) = 9509 <\ (By'S). (4.6)

Unter der Bedingung, dafli Cy und By gute Vorkonditionierer fiir die Matrizenblocke C
bzw. S sind, sind die Konditionszahlen

Amax(Cg 'C)
Amin(Cy TC)

Amax(Bg 'S)

C;'C) =
’%( 0 ) )\min<B61 S)

sowie k(Bg'S) =

im wesentlichen von der Gréfienordnung O(1). Unmittelbar folgt daraus aber auch fiir das
Verhéltnis zwischen Rayleigh-Quotienten prinzipiell beliebiger Vektoren u,v € R #£ 0
bzw. p,q € R # 0:

oy
oy

~—
~—

(P
Ru(Q)

so dafl der Quotient zwischen Rayleigh-Quotienten zu verschiedenen nichtverschwindenden
Vektoren immer von der Groflenordnung O(1) ist.

o(u

Aty #(Cy'C),

< k(B;'S),
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4.2.2 Konditionsbeschrinkung mittels Parameterwahl

Die Kondition der Blockdiagonalmatrix M ergibt sich aus der Vereinigungsmenge der
Eigenwerte von C;'C und §B;'S:

max(Amax (C51C), 8 - Anax (B3 1S))

M = O (CaTC). 6 Auin (B, 1S))

(4.7)

Angenommen, wir wiirden § so wihlen, daB8 Apin(Cy'C) = Amin(By'S) ist. Dann folgt
aus obiger Formel sofort

k(M) = max(k(Cy'C), (B, 'S)).

Hier werden die Spektren der Blocke so ineinandergeschoben, dafl der untere Rand iiber-
einstimmt. Die gleiche Abschiitzung ergibt sich auch, wenn man stattdessen Apax(Cy'C) =

0 Amax(Bg 1S) fordert, oder aber
-1 + -1 -1 + -1
Amax(Cy C) { ‘ })\min(CO C) = 6 Amax(Bg ' S) { ‘ }5)\min(B0 S)

setzt, was eine Aufeinanderschiebung des oberen Spektrumrandes bzw. der (arithmetischen
oder geometrischen) Spektrenmittelpunkte bedeutet. Veranschaulicht werden die beschrie-
benen Situationen in Abb. 4.1, wobei T} und T3 die Matrizen C;'C und éB;'S derart
bezeichnen, dafl x(T}) > k(1) gilt. Dabei wird mit o(7;) die konvexe Hiille von o(T;)
bezeichnet. Das Problem liegt nun darin, dafl wir § nicht einfach nach einer der beschrie-

o(Th) o(Th) : 0(=T1)
o(Ty) o(Ty) o(Ty)

Abbildung 4.1: Spektrenschachtelung bei optimaler Wahl von §

benen Varianten withlen konnen, da wir die extremalen Eigenwerte von C;'C sowie By'S
von vorneherein nicht kennen. Wir wissen aber, daf} beliebig gewihlte Rayleigh-Quotienten
immer innerhalb der Spektrumsgrenzen liegen. Wahlen wir einen Vektor in Blockaufteilung
y = <;) , 0#veRM, 0+#qe R0, und wihlen wir § so, da8 R,(v) = dR,(q) ist,
so ergibt sich mittels (4.5),(4.6) sofort:

Ro(v) € Muin(Cy'C), Amax (Co ' C)], Ru(q) € Mnin(6Bg'S), Amax (0B *S)] .

Immerhin haben wir die Tatsache, daf3 bei guter Vorkonditionierung A, und A, jeweils
,nah beieinanderliegen®, die Wahl von

(4.8)



fithrt also schon einmal in die richtige Groflenordnung. Wir erhalten mit diesem 6 nun
eine Abschitzung fiir die Kondition von M. In Gleichung (4.7) konnen wir dazu eine
Fallunterscheidung durchfiihren:

e Anin(C5'C) < SAmm(By'S)

)\max<CaIC) max
M pu—
= M) e (e E T, e
48 max </<;(CO C), Ro(@) Ao )>
Ru(Q))\mln C)
(4-5)7(4'6) >\max max B !
< max(/{(c 'C), (Cy 1 ) ( 1S>
)\mm( S) m1n<CO C>
—1
)

" k(Cy C)R(B,S).

(] )\min(C51C) > 5)\min(B518)

Amax(Co 1C oA (Bfls)
= M — max 0 max 0
~M) e <5Amm Mm(Ba1 ))

(4.8) max< B (9) Ao ) k(By 18))

Ru(Q) mln( 0 S)

(4.5),(4.6) )\max Amax -1

< max < T (Co_lC) ; K(Bols)>

mln CO C mln(B S)

=  max(k(Cy'C)k(B;'S), k(B;'S))
“(Colc) (By S)-

Die grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes liefert Abb. 4.2.

Abbildung 4.2: Spektreniiberlappung mittels einfacher Wahl von

Lediglich durch Berechnung je eines oberen und unteren Rayleigh-Quotienten 148t sich da-
mit absichern, dafl die Kondition von M das Produkt der Konditionszahlen der Blocke nicht
iibersteigt. Sind die verwendeten Vorkonditionierer hinreichend gut (d.h. x(Cy'C), k(B *S)
jeweils O(1)), so ist bei Wahl von ¢ vermoge (4.8) auch x(M) von der GroSenordnung
O(1), wobei allerdings die Konstanten im ungiinstigsten Fall multipliziert werden. Selbst
eine logarithmische Abhéngigkeit der Kondition von N via

K(Cy'C) = O((In(N.))"), #(Bg'S) = O((In(N,))")
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fithrt fiir die Gesamtkondition auf eine lediglich logarithmische Abhéngigkeit
k(M) < O((In(N))*).

4.2.3 Berechnung der Rayleighquotienten

Eine Problematik ist nun noch die Berechnung von R, bzw. R,. Wir haben ja z.B. im Fall
von Hierarchische-Basen oder anderen Multilevel-Vorkonditionierungen den Vorkonditio-
nierer Cy nicht direkt vorliegen, sondern kénnen nur einen gegebenen Vektor mit C;* mul-
tiplizieren. Es besteht aber die Moglichkeit, iiber Umformungen berechenbare Ausdriicke
zu erhalten:

<C51CV7V>O ((C - ’YCQ)CalCV,V)

Ro(v) = v,vie  ((C—~7Cy)v,v)

1 1
CClc —~0O)C, 2y, C, 2 1
_ (( 0 2 )_lo y’_lo y) — v = CO Qy

((C—=7Co)Cy %y, Cy *y)

_1 _1 _1 _1

(((Co *CC, 2)2 —7C, ?CC, 2)19719)
_1 1
((Co CCy 7 — ’Y[)ya ZJ)

O(C — I ~ 1 1
(C(C =11y, y) — C=Ciec?
(C—=D)y.y)

C

C —~1)3 O — ~])z S = 1

= (C<~ 7 )1 y,(~C 7 )1 v) «—— C, (C — ~I)2 vertauschbar
((C =1)zy, (C—~1)zy)

_ (Cz,2)  (CCy7%2,Cy%2) %z::(é—fﬂ)%y

Die Vertauschbarkeit von C und (C — ~I )% = f(C) ist klar aufgrund der Eigenzerlegung
der Matrixfunktion (C symmetrisch).

Damit lisst sich also tatsichlich R, berechnen, da wir lediglich Vektoren mit C bzw. Cy'
multiplizieren miissen:

(Cs, s)

Bo="aw

mit s = C;'w. (4.9)

Fiir den unteren Teil gilt

_ (B;'Sq,q). _ (67'Sq,q) _ (Sq.q)
Rula) = (a.9)s  (6'Bog,a) (Boq,q)’

Wenn wir By direkt kennen (z.B. Diagonalvorkonditionierung fiir die Massenmatrix) kénnen
wir somit direkt R, berechnen, ansonsten folgt mit q = By 'r die Aquivalenz
S SB,'r,B;’
Ru — ( q, q) — ( O,Ii’ 0 I'). (410)
(Boqa q) (BO r, I')
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4.2.4 Numerische Experimente

Mit dem fiir zweidimenensionale gemischte Elastizitdtsprobleme erstellten Experimental-
programm SPC-Pm2AdMix wurden einige Testrechnungen durchgefiihrt, um an Beispielen
die Auswirkung der Parameterwahl zu testen.

Beispiel 4.1 Als erstes Beispiel wurde hier ein Quadrat @ = [0,4]* aus normal elasti-
schem Material (z.B. Stahl) genommen, in welchem ein kleineres Quadrat Qy = [1,3]? aus
einem inkompressiblen Material eingelassen ist. Unten (y = 0) ist ein Dirichletrand mit
Verschiebung 0 vorgegeben, wihrend auf einem Teil des oberen Randes (x € [1,3],y = 4)
in y-Richtung eine konstante Kraft t wirkt. Volumenkrifte werden als 0 angenommen. An-
ordnung und Materialparameter siehe auch Abbildung 4.3.

QIO

| Materldl /
(S : E, = 200.000
» = 0.3
A B ;:’,Mate/r%‘a[2,,,,/,/,,;:1,,,,,,7

Ey, = 20.000
””””””””””” v, = 0.5

Abbildung 4.3: Grafische Veranschaulichung von Beispiel 4.1

Die Iterationszahlen im CG bei Wahl verschiedener Werte fiir § (Dreieckselementen mit
globaler Rot-Griin-Verfeinerung bis zu 3 Leveln) zeigt Abbildung 4.4. Mit eingezeichnet
ist das Ergebnis bei automatischer Wahl von § vermoge (4.8), welches hier je nach Ver-
feinerungslevel Werte in der Groflenordnung um 30000 annimmt. Dieser é—Bereich ist im
Diagramm zur leichteren Erkennbarkeit durch senkrechte Linien eingegrenzt. Dabei wurden
als Ausgangsvektoren fiir die Berechnung mittels (4.9),(4.10) Vektoren aus lauter Einsen
gewdhlt. Das Diagramm zeigt einen relativ chaotischen Verlauf der Iterationszahlen fiir
,kleines“ § (etwa 0 < 100), was im konkreten Beispiel sicherlich damit zusammenhéngt,
daf hier bei 6 < 3000 in manchen Verfeinerungsschritten aufgrund der konkreten Imple-
mentierung der Wert von ~ zwischendurch von 0.01 auf 0.001 abgesenkt wurde, wobei
die aktuelle Iterierte als neue Startndherung benutzt wurde und so vermutlich schlechtere
Kondition und ein kleineres Abbruchresiduum vorlag. Etwa analog ist das Ergebnis bei
Vierecksvernetzung (Teilung mit hdngenden Knoten), sieche dazu auch Abbildung 4.5.
Testweise wurde auf einer leistungsfihigen Maschine einmal mit adaptiver Verfeinerung
bis zur Uberschreitung von 10000 Knoten gerechnet. Die dabei aufgelaufenen PCG-Zeiten
verdeutlicht Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.4: Iterationszahlen in Beispiel 4.1 bei Dreiecksvernetzung
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Abbildung 4.5: Iterationszahlen in Beispiel 4.1 bei Vierecksvernetzung

Der Effekt abnehmender Iterationszeiten bei § < 1 motiviert eine genauere Betrachtung,
da dort in einzelnen Verfeinerungsschritten durchaus hohe Iterationszahlen auftreten und
es sich somit um ein scheinbar instabiles Konvergenzverhalten handelt. Fernerhin stellt
sich die Frage, ob bei sehr kleinem (und evtl. auch sehr grofiem) § iiberhaupt Konvergenz
gegen eine sinnvolle Losung stattfindet. Unterscheiden sich ndmlich die Diagonalblécke der
Gesamtmatrix A in der Gréflenordnung um mehr als €2 (wobei ¢ das Abbruch-Epsilon
darstellt), so 16st der PCG nur mit dem oberen (oder unteren) Teil der Gesamtmatrix. Bei
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Abbildung 4.6: PCG-Zeiten in Beispiel 4.1 bei Dreiecksvernetzung mit rot-griiner Verfei-
nerung sowie hingenden Knoten

einem Unterschied in der Nihe von 2 wird der andere Teil zwar nicht komplett wegska-
liert, verliert aber an Gewicht und somit an Genauigkeit in der Losung. Wird also durch
kleines 0 der untere Matrixteil nur schwach gewichtet, wirkt hauptséchlich die sehr gute
hierarchische Vorkonditionierung des oberen Teils, was eine beschleunigte Konvergenz er-
klart. Bei Wahl von ¢ iiber Rayleighquotienten oder eines in der gleichen Grolenordnung
ist in diesem Beispiel erfreulicherweise nur ein moderates Wachstum der Iterationszahlen
mit steigenderder Knotenzahl festzustellen (bei adaptiver rot-griiner Verfeinerung rund 80
Iterationen beim Start mit 81 Knoten, rund 120 It. bei 1000 Knoten, etwa 200 It. bei 10000
Knoten). Etwa vergleichbar ist die Situation bei totaler Verfeinerung: rund 150 Iterationen
in Level 3 (4225 Knoten), 180 Iterationen in Level 4 (16641 Knoten).

Beispiel 4.2 Als ein weiteres Beispiel wurde die gleiche Versuchsanordnung wie in Bei-
spiel 4.1 genommen, diesmal aber mit einem Quadrat aus einheitlichem Material der Pa-
rameter E = 20000, v = 0.3.

Der Vorteil bei diesem einfacheren Beispiel ist, dafl die berechneten Verschiebungskompo-
nenten der Losung problemlos auch mit dem herkémmlichen Elastizitédtsprogramm SPC-
Pm2Ad berechnet werden koénnen und so ein Vergleich hinsichtlich Korrektheit zumindest
der u-Komponenten moglich ist. Es wurde wieder mit rot-griiner Dreiecksverfeinerung ge-
arbeitet und Werte von ¢ aus verschiedenen Groélenordnungen gewéhlt. AuBerdem wurde
diesmal ein ndherungsweise optimaler Wert fiir + insofern ausgewihlt, dafl in den PCG-
Iterationen keine Verletzung der positiven Definitheit von K — v K feststellbar war. Dieser
betragt im gesamten Beispiel v = 0.008. Einige charakteristische Losungswerte zeigt Ab-
bildung 4.7, die Losungen sind dabei nach 5maliger Totalverfeinerung untersucht worden.
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Abbildung 4.7: Berechnete Losungskomponenten im Beispiel 4.2
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Abbildung 4.8: Iterationszahlen im Beispiel 4.2

Auffillig ist, daf fiir exotische Werte von § aufierhalb etwa der GréBenordnungen 1074 . .. 102
die Verschiebung u, bzw. u, keine sinnvollen Werte mehr ergibt. Man beachte, daf§ dies
bei dem verwendeten Abbruch-Epsilon von ¢ = 10~* gerade die von einem ,gutartigen®
d—Wert 10* in der GroBenordnung um mehr als 2 abweichenden §-Werte sind. Der Be-
reich stabiler p-Werte ist dagegen kleiner, der vermutlich korrekte Druck wird zumindest
nitherungsweise zuverlissig nur fiir § € [30,10°] getroffen. Die iiber Rayleigh-Quotienten
ermittelten Werte fiir ¢ lagen hier im Bereich 1250..1500, ein optimales Konvergenz- bzw.
Losungsverhalten scheint aber hier erst bei etwas grofierem § ~ 10 aufzutreten, was auch
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die Darstellung der Iterationszahlen in Abbildung 4.8 belegt.

Beispiel 4.3 Als letztes Beispiel wurde ein Quadrat aus piezoelektrischem Material un-
tersucht, welches gerade der in Abschnitt 5.3.2 beschriebenen FEM-Approximation des
Griffith-Rif8 mit p = 4.25 entspricht. Gerechnet wurde hier mit der Genauigkeit ¢ = le — 3.

Auch hier zeigt sich, daB8 eine Wahl von § = d,,, =~ 1 néherungsweise ein lokales Minimum
der Iterationszahlen trifft (siche Abbildung 4.9), wihrend fiir stark abweichende  keine
Konvergenz mehr gegen die exakte Losung erfolgt (Abbildungen 4.10 und 4.11).
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Abbildung 4.9: Iterationszahlen im Piezo-Beispiel 4.3 mit Vierecksvernetzung.

4.3 Vorkonditionierung des Schurkomplements im pie-
zoelektrischen Fall

Zu den in diesem Abschnitt beschriebenen Uberlegungen existiert ebenfalls ein Preprint
als Vorarbeit [43].
Im linearen piezoelektrischen Fall iiberfithrt die FEM die Variationsformulierung (2.34) in

das Gleichungssystem
C B u\ _(f
(6 ) ()= () 1)

wobei die elastische sowie dielektrische Steifigkeitsmatrix C und K jeweils symmetrisch und
positiv definit sind. (B ist die aus der piezoelektrischen Kopplung entstehende Matrix.)

Untersucht werden soll zum Zwecke der Anwendung des in Abschnitt 4.1 beschriebenen mo-
difizierten Bramble-Pasciak-CG zur Losung dieses Systems, ob ein guter Vorkonditionierer
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Abbildung 4.10: Vergleich FEM-Losung (adaptiv verfeinert bis > 4000 Knoten) fiir o und
D mit asymptotischer Losung im Punkt (1,0.25) bei verschiedenen Werten von 4.
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Abbildung 4.11: Vergleich FEM-Losung (adaptiv bis > 4000 Knoten) fiir Verschiebung u
mit asymptotischer Losung im Punkt (1,0.25) bei verschiedenen Werten von 4.

fiir K in diesem speziellen Fall auch fiir das inexakte Schurkomplement
S=B"C;'B+7K

ein guter Vorkonditionierer ist. Dazu sind Spektraldquivalenzbetrachtungen notwendig,
zunachst untersuchen wir das exakte Schurkomplement.

Lemma 4.2 FEs existieren positive Konstanten A, X mit welchen die Ungleichungen

Mp'Kp < p"BTC'Bp < A\p"Kp Vp € RY (4.12)
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erfillt sind.

Beweis: Wir formen zuerst den abzuschitzenden Ausdruck um:

TC2Bp)? (u"Bp)?
TBTc—lB C—%B 2 (Q W
p D = || p||2 - Sgp HQHS u QTCQ

mit C~3 v=:U.
Die gewiinschten Abschitzungen folgen dann aus

a) Lrls <WTKp Vue RM

b) Ju* e RN :  (Beh > \pTKp

mit von p unabhingigen Konstanten A, .

a) (Obere Abschitzung) Zu zeigen:
(u"Bp)* < Au"Cu-p"Kp
In Bilinearformen ausgedriickt entspricht dies:

(b, u))* < Ae(u,u) - k(p, ) Yu € Vi, Vo € M,

¢
( / <§<u>>T§wdQ)2 <

Zum Beweis der Ungleichung (4.13) werden Vektoren z, w € ]Rdim(_é) sowie z € R? benutzt.
Seien z und z beliebige Vektoren. Dann existiert eine Konstante A\ (maximaler Eigenwert
des verallgemeinerten Eigenwertproblems ETQ -1 Bz = MK z), welche folgende Abschétzung
erfiillt:

3 [ ) cewan [(Vel £Vpdn. @3

Q

ZB'CT'Bz< Az Kz (4.14)
Folglich gilt mit w := C 2 z folgendes:
x!' Bz)? wTC~3 Bz)? O3 B2|12||lwl|2 (4.14) _
(" Bz)"  (w =Bz - Ic __H;H_Hz _rpteps S ks
2TCx w'w w3 == =

Fazit: Vx, z gilt B
(@"Bz)? < A-a'Cx-2'Ke. (4.15)

Die Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale liefert hiermit:

2 2
SL’TBZ) SX(/ ,/a:TC:c,/zTKz) SX/SUTC:U -/zTKz.

Damit ist (4.13) bewiesen, mithin gilt auch
p!BTC™'Bp < \p'Kp Vp € RV . (4.16)
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b) (Untere Abschitzung) Mithilfe von Transformation auf Bilinearformen geniigt es
unter Beriicksichtigung der Sonderbehandlung von inhomogenen Dirichletrandbedingun-
gen, fiir jedes Skalarfeld ¢ € My, die Existenz eines Vektorfeldes u* € Vy, zu zeigen, so

daB gilt

(b, u*))?

~—T 2 > \k :
clur,ur) — 7 (. ¢)
Damit gilt die Abschitzung erst recht fiir das Supremum. Wir betrachten zunéchst den
Fall d = 2. Setzt man als Einschrinkung Vertréglichkeit der Dirichletrdnder im Sinne von

I'p. CI'p, voraus, ist es zuldssig, zu jedem ¢ € My, ein Vektorfeld

. 0
u = (4,0) € Von

zu wihlen. Daraus ergibt sich £(u*) = (0, 02, d19)”, und mit der Struktur von B*” sowie
QQD im transversalisotropen Fall folgt

€22
N —
B

e (W) C?Pe(u*) = c2(0ap)” + ca3(Dr9)? = (V)" (CSB 6(2)2) Ve
—
C

" 0
e'(u >§2Dv‘p = en(®p)’ + es(0p)’ = (V)" <€81 ) Vo,

Die entstehenden Diagonalmatrizen C und B sind bei den bekannten Piezomaterialien
positiv definit, ferner gilt

(V)" BV = e31(0:0)* + e22(0,0)° .
Es gilt also
(bl u))? f((Vo)"BVedQ [ (Ve)" BVpdQ
k(s ) - c(ur, u¥) Jo(VO)TKV@d QY [ (Vp)TCVpdQ

> Apin(K7'B) - Apin(C7'B) = min( =22, 22) - min( 2L, 2y = ).
R11 R22 C33 C22

Supremumsbildung iiber u liefert also sofort
p'BTC™'Bp > A\p"Kp Vp € RY.

0
Im Fall d = 3 fithrt die Wahl von u* = | 0 | (wiederum in Polungsrichtung) vermittels

¥
e(u*) = (0, 0, 3¢, 0, Datp, D1)T mit Aquivalenter Rechnung zum gleichen Resultat.
Mit Hinzunahme von (4.16) ist damit die gesamte Abschéitzung (4.12) gezeigt. O
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Bemerkung 4.2 Die Konstante \, deren Eristenz in (4.14) vorausgesetzt wurde, lift sich
aus den bekannten Materialparametern im betrachteten transversal-isotropen Fall einfach
berechnen. Es ergibt sich, daff sowohl K als auch Sy := BTC'B Diagonalmatrizen sind,
fiir Sy zeigt man die Diagonaleigenschaft folgendermafen:

o 2D:
cin ¢z 0 hii hig 0O
C=lca co 0 = C "=l hn 0|,
0 0 C33 0 0 h33

0 0 e hii hiz 0O 0 e
B'CT'B = < o e 81) hiz hay 0 0 ex
12 2 0 0 h33 €31 0

0 0 hise1s + hoseas
€12 €22
hszes 0

h33€§1 0 [ S 0 -9
0 %/ 0 S99 P

Als konkretes Beispiel wird hier das Material PZT4, betrachtet. Die Materialkonstan-
ten aus [55] bzw. [47] entnommen und auf die 2D-Notation umindiziert ergeben

B ( 0 0 631) 0 hireiz + hizeq

Ci1 — 1.39el1 s €12 — —6.98 s K11 = 6.00e — 9 s
c1a = T7.43el0, e = 13.84, Koy = b.47e—9,
co9 = 1.13ell, e31 = 13.44,

c33 = 2.56el0.

Damit folgt fiir dieses Material

(6 0 o o . (706 0 i
K‘(o 5.47) 10 ’S°”< 0 4.56) 0

Hier wére also etwa N\ = max;—1 2 % = 1.18 zu wdihlen.
17

e 3D: Analoge Rechnung (hier x3 Polungsachse) mit

Ci1 Ci12 Ci13 0 0 0 0 0 €13
Ci2 C11 Ci13 0 0 0 0 0 €13
o Ci3 C13 C33 0 0 0 o 0 0 €33
€=10 0 0 a2 o o' 2510 0 o0
0 0 0 O Cr5 0 O €61 O
0 0 0 0 0 Cs5 €61 0 0
erqibt jetzt
S11 0 0
B'C'B=S,=( 0 s1 0
0 0 533



Am Beispiel PZT4, bedeutet das

6 0 0 706 0 0
K=(06 0 ]-10° Sy~ 0 706 0 |-107°.
0 0 547 0 0 6.04

Also gilt hier das gleiche X\ wie im 2D-Fall.

Fiir das Beispielmaterial PZT4, folgt aufSerdem in der unteren Abschditzung

A=A 2x0.27, was die Verwendbarkeit des Vorkonditionierers anzeigt.

Inexaktes Schurkomplement mit Vorkonditionierer C

Existieren positive Konstanten p, 7z (vgl. [41]) mit
#(Cou, u) < (Cu,u) < 7(Cou,u), (4.17)

lassen sich diese auch auf die Inversen iibertragen (nachzurechnen mittels eines verallge-
meinerten Eigenwertproblems):

w(C'o,v) < (Cylu,v) < H(C'v,v).

Damit folgt aus (4.12) sofort
A p TRT -1 A p
ol Kp<p B'Cq BpS;p Kp.

Es gilt also auch im inexakten Schurkomplement die Spektraldquivalenz.

Theoretisches Resultat

Sind also (4.12) bzw. (4.17) mit von der Feinheit der Diskretisierung unabhéngigen Kon-
stanten A, A, i, i erfiillt (was bei geeigneten Materialien und Wahl eines Vorkonditionierers
Cy optimaler Effektivitit gesichert ist) und wird ein zuldssiges v > 0 gewéhlt, so folgt

(2 +4)P"Kp < p7Sp < (2 +9) p'Kp.
f 1
Jeder bekanntermaflen gute Vorkonditionierer fiir K bewirkt auch eine Vorkonditionierung
des Schurkomplements S, deren Giite von der Grofle der eingehenden Konstanten abhéngt.
Ein guter Vorkonditionierer Cy des mechanischen Blocks C ist hier {ibrigens ein zweites Mal
von Vorteil, da ein kleines Verhéltnis der Konstanten i und p die Abschétzung verbessert.
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Kapitel 5

Besondere Randbedingungen und
Rifirinder bei Piezomaterialien

5.1 Besondere Randbedingung fiir leitfihige Teilréinder

In der technischen Anwendung kénnen Félle auftreten, in denen ein Teil des Randes mit
einer leitfahigen Schicht iiberzogen ist, z.B. erzeugt durch Aufdampfen eines leitfahigem
Materials. Von Berechnungsseite her bedeutet dies, dal auf einem Teilrand I';, C I' ein
konstantes elektrisches Potential vorliegt, d.h.

o(r) = firxely.

Im Gegensatz zu einer Dirichletrandbedingung ist allerdings der Wert von ¢ nicht vorge-
geben, sondern ergibt sich bei der Berechnung als Losung. Genauer gesagt reduziert sich
die Anzahl der ¢-Freiheitsgrade auf dem Teilrand I'y von urspriinglich Ny auf 1. Eventu-
ell zu erwartende mechanische Auswirkungen der leitfahigen Schicht werden vorerst nicht
beriicksichtigt.

Die numerische Behandlung kann mit vergleichsweise geringem Zusatzaufwand direkt in
den Loser eingebettet werden. Zum Einsatz kommen hierbei Unterraum-Projektionstechniken,
welche fiir verschiedene Problemklassen wie FE-Netze mit hdngenden Knoten, Vorhanden-
sein von Rutschrandbedingungen sowie linear-elastische Kontaktprobleme schon erfolgreich
eingesetzt werden (eine recht ausfiihrliche Behandlung findet z.B. in der Arbeit von UNGER
[68] statt).

Numerisches Beispiel

Um die Wirkung der verwendeten Technik zu demonstrieren, wird ein Bauteil in liegender
U-Form betrachtet, welches auf einer festen (aber isolierenden) Unterlage befestigt ist und
auf welches von oben eine Kraft wirkt. An den gegeniiberliegenden Innenseiten befinden
sich leitfahige Schichten, die man sich als aufgedampfte Elektroden vorstellen kann.
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TU Chemnitz
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Abbildung 5.1: Startnetz des Beispiels 5.1

Beispiel 5.1 Betrachten Q = (0,3)%\ [1,3) x [1,2] mit den Randbedingungen

u=0 auf Tp,=1(0,3)x
=0 auf I'p,=(1, )
o=wpr auf Iy=(1,3)x
o-n=o09 auf Iy, =(0, )

Durch die einwirkende Kraft entsteht mittels piezoelektrischer Kopplung zwischen die-
sen beiden Seiten eine elektrische Spannung, welche der Potentialdifferenz entspricht. Die
Startvernetzung der Anordnung mit Viereckselementen ist in Abbildung 5.1 dargestellt.
Nach einigen Schritten adaptiver Verfeinerung ist das verformte Netz sowie die elektri-
sche Potentialverteilung und ihre Isolinien in Abbildung 5.2 dargestellt. Zur eindeutigen
Bestimmtheit ist das Potential an der unteren Elektrode auf Null gesetzt, an der oberen
weist es einen konstanten Wert auf, welcher als Ndherungslosung ermittelt wird. Die nu-
merischen Ergebnisse zeigen eine starke Verdichtung der Potential-Isolinien entsprechend
hohen Gradienten (elektrische Feldstérke) an den inneren Ecken an, dort liegen mit den
einspringenden Ecken und dem Wechsel der Randbedingung gleich 2 Ursachen fiir eine
Singularitéit des elektrischen Feldes vor. Die Konzentration der Verfeinerung weist darauf
hin, dafl der Fehlerschétzer die auftretenden Singularitéten identifiziert.
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Abbildung 5.2: Deformiertes Netz und Potential nach Verfeinerung
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Abbildung 5.3: Deformiertes Netz und Potential ohne leitfahige obere Innenseite

Zum Vergleich wurde das Beispiel modifiziert, indem die Leitfahigkeitsrandbedingung auf
' einfach weggelassen bzw. in eine homogene Neumannrandbedingung umgewandelt wur-
de. Die Ergebnisse der modifizierten Rechnung zeigt Abbildung 5.3, man sieht dafl auf dem
nun freien Randstiick die Isopotentiallinien nun nicht mehr alle zur inneren Ecke abzwei-
gen, sondern in den inneren Rand hineinlaufen. Die Verformung des Rechengebietes dndert
sich dabei nur geringfiigig, wie Abbildung 5.4 zeigt.

5.2 Kontaktrandbedingungen

Durch die Deformation des betrachteten Korpers kann es an Teilen des Randes, im weite-
ren als Kontaktrand ['c bezeichnet, zu Kontakt mit festen Hindernissen (Body-Obstacle-
Contact) oder aber mit einem anderen Korper bzw. mit sich selbst (Body-Body-Contact)
kommen. Um eine physikalisch nicht gegebene Durchdringung als Resultat der Berechnung
zu vermeiden, sind zusétzliche Beschrankungen an die Verschiebungsfreiheit zu setzen. Ei-
ne Schwierigkeit gegeniiber gewohnlichen Randbedingungen besteht darin, dafl die genaue
Kontaktzone I'c im Vorhinein meist nicht bekannt ist. Im Allgemeinen kann man aber
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Abbildung 5.4: Verschiebung in y-Richtung bei beiden Beispielvarianten im Vergleich

eine ,, kontaktverdéchtige* Teilmenge FPCOt des Randes angeben, so dal I'c C FPCOt gesichert
ist. Fiir den linear-elastischen Fall wurde in der Arbeit von UNGER [68] die Kontaktpro-
blematik ausfithrlich untersucht sowie Losungstechniken beschrieben, welche sich relativ
allgemein anwenden lassen da sie auf der Anwendung von Projektionsverfahren direkt im
Loser fulen. Die Kontaktzone I'c wird dabei im Verlauf der adaptiven Rechnung erlernt
und zunehmend genauer aufgelost. Somit ist eine Basis gegeben, die Kontaktproblematik
auch auf piezoelektrische Aufgabenstellungen zu erweitern.

In welcher Weise das elektrische Feld in die Kontaktrandbedingungen einflieit, hédngt von
der Art des Kontaktes und seiner Modellierung ab. Die am einfachsten zu realisierende
Variante ist der isolierende Kontakt, welcher einem festen Hindernis aus elektrisch iso-
lierendem Material wie z.B. Porzellan, oder einem zweiten deformierbaren Korper aus
elektrisch isolierendem Material entspricht. In diesem Falle gilt die homogene dielektrische
Verschiebungsrandbedingung

D-n=0 firxelg.

Bei Kontakt des Korpers mit einem weiteren Korper aus piezoelektrischem Material oder
sich selbst wire die Isolierrandbedingung nur giiltig, wenn die Korperoberfliche zumin-
dest auf einer Kontaktseite isoliert ist, z.B. durch einen Isolieranstrich. Andernfalls ist
als elektrische Kontaktrandbedingung hier im Sinne eines ideal leitenden Kontaktes ein
Potentialausgleich zwischen den beiden Kontaktrindern anzusetzen:

o(x1) = p(xe) fir z; € T'g, sowie x1 + u(z1) = o + u(xs) .

Dabei bezeichnet hier ¢(z;) den Wert von ¢ auf dem Rand T'¢, des (Teil-)Korpers €,
welcher in Abbildung 5.5 fiir den undeformierten Zustand diinn gepunktet dargestellt ist.
Im deformierten Korper dagegen kommen beide Kontaktriander auf der Kontaktkurve Ie
zum liegen.

Die Kontaktrandbedingung fiir das Potential miifite also wiederum beispielsweise durch
eine Unterraum-Projektion realisiert werden.
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Abbildung 5.5: Bezeichnung bei leitendem Kontakt (I'c im deformierten Zustand)

Eine dritte denkbare Art Kontaktrandbedingung wire der Kontakt mit einem Hindernis
oder zweiten Korper aus leitfahigem Material wie Metall. In diesem Falle wiirde die Kontak-
trandbedingung fiir das elektrische Feld der in Abschnitt 5.1 eingefithrten Randbedingung
entsprechen. In Unterschied zu Abschnitt 5.1 wirkt diese Randbedingung im Kontaktfall
allerdings nur in der Kotaktzone, die im allgemeinen nicht von vornherein bekannt ist.

Beispiel 5.2 Wir betrachten den in Abbildung 5.6 dargestellten quadratischen Kérper )
der Seitenlinge a aus Piezomaterial, der in einer Raumecke liegt und am unteren sowie
linken Rand in Tangentenrichtung reibungsfrei rutschen kann, wdihrend die Normalver-
schiebung jeweils fiziert ist (,halbe Dirichletbedingung® fir die Komponente u, bzw. uy).
An der oberen Seite (y = a) greifen in Normalenrichtung Randkrifte und Randladungen
an. Nach der rechten Seite ist zundchst ein freier Rand, allerdings befindet sich in kleiner
Entfernung 0.01a ein senkrechtes Hindernis bis zur halben Héhe 5.

Die Randbedingungen bewirken ein Zusammendriicken des Korpers in vertikaler Richtung,
wahrend in Richtung der positiven x-Achse eine Ausdehnung erzeugt wird und der Kérper
im unteren Teil gegen das Hindernis gedriickt wird. In Abbildung 5.7 wird die Verformung
von () durch das deformierte adaptiv verfeinerte Netz dargestellt, man kann sehr deutlich
eine Konzentration der Verfeinerung am Rand der Kontaktzone beobachten. Zusétzlich
zum Netz sind in Abbildung 5.7 die Hohenlinien der Horizontalverschiebung u, darge-
stellt, man erkennt eine nach oben hin zunehmende Ausbeulung des Korpers oberhalb des
Hindernisses. Die maximale x-Verschiebung liegt hier bei etwa 0.018a.

Exakt die gleichen Losungsbilder bekommt man, wenn man Beispiel 5.2 modifiziert und die
Kraftrandbedingung auf dem oberen Rand zu oy, = 0., = 0 abéndert. Der EinfluBl der La-
dungsrandbedingung ist in diesem Beispiel aufgrund der gewéhlten Groéflenordnung stark
dominierend. Diesen Effekt kann man auch indirekt beobachten: Schaltet man die Piezo-
kopplung testweise einmal aus (Konstanten e;; = 0 setzen), so ergibt sich eine maximale
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Abbildung 5.6: Anordnung des Beispiels 5.2 mit moglichem Hinderniskontakt
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Abbildung 5.7: Deformiertes Netz und Isolinien von u, in Beispiel 5.2.

85




u,-Verschiebung lediglich in der Gréfienordnung 10~%a, so dafl es zu keinem Hinderniskon-
takt kommt und sich € nur sehr gering zu einem Rechteck verformt.

5.3 Stationiarer Rif3

Ein Rif} ist als sehr schmaler Einschnitt in das Gebiet gekennzeichnet und reicht meist
vom Rand her in das Gebiet hinein. Es ist aber auch moglich, daf§ Risse im Gebietsinneren
existieren (ein gern genutztes Beispiel hierfiir ist der spater vorgestellte Griffith-Rif3).
Geometrisch 148t sich ein Rifigebiet als Grenzfall eines Gebietes mit einspringender Ecke
ansehen, an der Riflspitze weist dieses im unverformten Zustand einen Innenwinkel von
360 Grad auf. Aufgrund dieser Eigenschaft sind an der Rifispitze Singularitédten der Span-
nungskomponenten o;;, im piezoelektrischen Fall aulerdem auch der dielektrischen Ver-
schiebungen D; zu erwarten.

5.3.1 Analytische Losungszuginge

Fiir spezielle Riflkonfigurationen in der unendlichen Ebene wurden von verschiedenen Auto-
ren analytische Losungsmethoden beschrieben. Ein Ansatz um derartige Problem zu 16sen
ist die Verwendung der Methode der komplexen Potentiale, welche einen von MUSSCHE-
LICHWILI [44] und LEKHNITZKIJ [36] fiir Elastizitdtsprobleme vorgeschlagenen Formalis-
mus benutzt. Zur Erweiterung auf piezoelektrische Aufgabenstellungen wurden von SOsA
(60, 61] zwei Potentiale U fiir die Spannungen und Yy fiir die dielektrischen Verschiebungen
eingefiihrt, man definiert

011:U,22 s 012:U,12 s 022:U,11 >

5.1
D1=X,2, D2:X,1- ( )

Mit dieser Definition sind die homogenen Gleichgewichtsbedingungen (2.28) und (2.29) au-
tomatisch erfiillt (homogen bedeutet verschwindende Volumenkrifte und Ladungsdichte).
Schreibt man das lineare Materialgesetz (2.43) invers auf, erhdlt man im zweidimensionalen
Fall die folgenden Gleichungen, vgl. [60]:

€11 ay a12 0 0 b2 011
€22 a12 22 0 0 ba 022
2e12 _ 0 0 asz | bz 0 012 (5 2)
E1 0 0 —bgl 511 0 Dl
| E, i —bia  —ba 0 0 da L D, ]

Die Umrechnungsformeln der Materialkonstanten befinden sich im Anhang. Einsetzen von
(5.1) und (5.2) in die Kompatibilitdtsbedingungen (2.27) und anschlieBende Elimination des
Potentials x fithrt gemé&8 [60] bzw. [55] zu einer partiellen Differentialgleichung 6.Ordnung
in U der Form

(L4L2 + Lng)U - 0
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mit linear von den Materialparametern abhéngigen Differentialoperatoren L,,, der Ordnung
m. Diese Differentialgleichung 148t sich mit dem Ansatz

U(xy,22) = U(xy + T29)

automatisch befriedigen, wenn die komplexe Zahl 7 die charakteristische Gleichung des
zugehorigen Differentialoperators erfiillt. Die im allgemeinen Fall 6 linear unabhéngigen
Wurzeln erméglichen die Konstruktion von 6 Funktionen U;(zy + 722), 7 = 1,...,6, als
deren Linearkombinationen sich die allgemeine Losung der Differentialgleichung darstellen
1a8t. Definiert man z; = 1 + 7,22 und stellt nun die Funktionen Uj(z;) mithilfe einer Lau-
rentreihenentwicklung dar (wobei der Koordinatenursprung in die Riflspitze gelegt werden
sollte), erhdlt man die in [55] angegebene Darstellung

Uy, o) = Y > di(A) (1 + 7w

k=1 j=1

Dabei sind \; allgemeine komplexe Zahlen (so da8 A, existiert), und die komplexen Varia-
blen d;(\) sind die freien Koeffizienten der Funktionen (x; + 7;z2)* 2. Man bezeichnet
A, auch als Eigenwerte zu den Eigenfunktionen

6
Uk = Zd]()\k)(l’l + le’g)Ak+2 .

J=1

Fiir eine konkrete Losung miissen zunéchst die Eigenwerte und dann die Koeffizienten
dj(Ag) derart bestimmt werden, dafl die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt werden
(im konkreten Beispiel die Randbedingungen an den Riflufern sowie am fernen Rand). In
analoger Weise bestimmt man die Losung fiir das ebenfalls eingefiithrte Potential x und ist
somit in der Lage, die elektromechanischen Felder anzugeben. Interessant fiir das Verhalten
in der Riflspitzenumgebung sind vor allem die ersten Eigenfunktionen mit \; = —%, weil
diese die asymptotisch stédrkste Singularitdt darstellen und somit das Nahfeld dominieren.
Die abgeleiteten Basisfunktionen fiir 0;; sowie D; besitzen dann ein Verhalten proportional
zu 7% wobei r den Abstand zur Rilspitze bezeichnet. Die Koeffizienten fiir die ersten
Eigenfunktionen bezeichnet man als K-Faktoren oder auch Spannungsintensitétsfaktoren.
Die beschriebene Methode wurde unter anderem von SCHERZER und KUNA verwendet,
um Eigenfunktionsentwicklungen fiir Probleme mit Interface-Eckenkonfigurationen anzu-
geben [55]. XU und RAJAPAKSE ermittelten Losungen fiir einen abknickenden Rif [73] in
Modifizierung zum im folgenden Abschnitt vorgestellten Griffith-Problem.

Ein dhnlicher formaler Zugang zur Losung ist die Erweiterung eines von STROH [63] ein-
gefiihrten Formalismus durch BARNETT und LOTHE [7]. Mit dieser Methode ermittelte
Losungsdarstellungen fiir RiBkonfigurationen findet man unter anderem in [46],[64],[47]

sowie [51].
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oy, = const., DJ° = const., o7 = 0

- w_ 7Y Yo
Yy
b
Qo
oo =20
a b x D=0
Polung Oyy = Oay = Dy =0
auf (—a,a) x {0}

t++++++ A+t +

Abbildung 5.8: Riflanordnung und Ausschnitt Rechengebiet fiir FEM

5.3.2 Der elektromechanische Griffith-Rif3

Eine Moglichkeit numerische Berechnungsverfahren fiir zweidimensionale Probleme mit
piezoelektrischem Material zu verifizieren, ist die Betrachtung eines Risses der Lange 2a in
der unendlichen Ebene. Dieser Rifl verlduft senkrecht zur Polungsrichtung z,. Als asym-
ptotische Randbedingungen im Unendlichen setzt man Normalspannungen ¢35, Schubspan-
nungen o5y sowie ein elektrisches Feld DS° an.

Analytische Losungen fiir verschiedene Belastungsfiille des Griffith-Problems findet man
beispielsweise in den Publikationen von SuO et.al [64] und PARK/SUN [47] sowie dem hier
benutzten unveroffentlichten Manuskript von SCHERZER [53] fiir die folgenden elektrischen
und mechanischen Feldgrofien:

as as as as as
Uiy Py &g E”, O s

Dy .

Der Index ¢ steht hierbei fiir die asymptotische Losung. Auflerdem ist eine explizite Anga-
be der Spannungsintensititsfaktoren (K -Faktoren) moglich, welche als bruchmechanische
Kenngréfien Bedeutung haben.

Abbildung 5.8 stellt die Anordnung in der unendlichen Ebene dar. Fiir die numerische
Berechnung mittels FEM ist es notwendig, ein endliches Teilgebiet auszuschneiden. Dieses
wird hier als ein Quadrat der Seitenldnge 2b mit dem Koordinatenursprung im Zentrum
gewihlt. Fiir b > a ergibt sich eine Anndherung zum asymptotischen Griffith-Problem.
Aufgrund von Symmetrieeigenschaften geniigt es, lediglich einen Quadranten zu betrach-
ten. Dies fithrt auf das zum Einheitsquadrat proportionale Rechengebiet

QO = (07 b)2 9

welches mit finiten Dreiecks- oder Vierecks-Elementen vernetzt werden kann. Zusatzlich ist
bei der Vernetzung zu beachten, dafl ein Knoten auf die Rifispitze (a,0) gelegt wird. Die
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Randbedingungen werden hier folgendermaflen gesetzt (Riss-Mode I):

U = =0 , X1 :O, To € (O,b)
=¢p=0 , z1 €(a,b),xza=0 (5.3)
0929 :O'SS, 0921 = 0 D2 :D , I c (O,b),[L‘Q =b ’
c-n=0,D-n=0 |, sonst, .

Die asymptotische Losung sowie bei festgelegtem Parameter b auch die Losung der Aufgabe
im endlichen Teilgebiet hangt aufgrund der Linearitdt der Aufgabe bis auf Proportionalitit
vom hier einheitenlos definierten Verhéltnis

Dye 174

pi= o 1010m (5.4)

ab. Zur Durchfiihrung von Beispielrechnungen wurde fiir €2 der Groflenparameter b = 10
gewdhlt und die Rifllinge a = 1 gesetzt. Schon fiir dieses Verhéltnis 1:10 von Rifldnge
zu Gebietsausdehnung liefert die FEM-Rechnung in der Umgebung des Risses brauchbare
Néherungen der asymptotischen Losung.
Die Betrachtung der analytischen Losung zeigt auflerdem fiir den Parameter p zwei Grenzfille
auf:

pu=—7.9, p,=1025

mit Abweichung der Losung vom physikalisch plausiblen Verhalten fiir p ¢ [p., po] aus den
folgenden Griinden:

e Durchstoflung der RiBllinie (auch als Ligament bezeichnet, = x5 = 0) aufgrund theo-
retisch negativer Werte von us im Bereich (0, a) fiir Werte von p < p,. Dies wiirde zur
Durchdringung mit dem symmetrisch liegenden und dann in positiver xs-Richtung
verschobenen Riffirand von der Seite x5 < 0 her fithren und damit geht die Aufgabe in
ein Kontaktproblem iiber. Die unzuléssige Deformation ist sichtbar in einer Beispiel-
rechnung mit dem Wert p = —100, siche dazu Abbildung 5.9 (die Netzdeformation
wird zwecks besserer Sichtbarkeit von der Programmgrafik iiberhoht dargestellt).

e Selbstdurchdringungseffekte in der Umgebung der Riflspitze fiir Werte von p > p,.
Verursacht werden diese durch eine Aufdehnung der Rififlanken in x;-Richtung, ge-
kennzeichnet durch £1; > 0 fiir 25 = 0 im Bereich z; € (0,a) einerseits und eine
starke Kontraktion des verbleibenden Teils der z1-Achse resultierend in gegenlaufi-
gen x1-Verschiebungen andererseits.

Um zu sehen wie nahe die adaptive FEM die asymptotische Losung approximiert, kann
man die analytischen und numerisch berechneten Werte entlang ausgewéhlter Linien ver-
gleichen. Das wire z.B. auf dem Ligament (entlang Rifilinie 5 = 0), oder senkrecht zum
Ligament wie x1 = a, x1 = 2a.

Abbildung 5.10 zeigt die berechnete FEM-Approximation von g9s entlang des Ligaments im
Vergleich zur asymptotisch exakten Losung fiir die Werte p = 10p, (unzuléssig), p = p, (an
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Abbildung 5.9: Verformtes Netz und y-Verschiebung im Teilgebiet [0,2]? beim Griffith-
Riflbeispiel mit p = —100 ohne Kontaktbeachtung.

der Grenze des zuldssigen Bereichs) sowie p = %pa (im Inneren des zuldssigen Bereichs).
Die analytische Losung des asymptotischen Problems ist in allen 3 Féllen gleich, allerdings
ist erkennbar dafl die FEM-Losung im unzuléssigen Fall Oszillationen und einen erheblichen
Fehler aufweist, wihrend an der Grenze des zulédssigen Bereichs schon eine brauchbare
Approximation vorliegt und im 3.Fall im Inneren des zuldssigen Bereichs die analytische
Losung nahezu exakt approximiert wird.

Weiterhin zeigt Abbildung 5.11 FEM-Losung und analytische Losung 099 auf der Geraden
von der Spitze ausgehend senkrecht zum Ligament. Hier sind ebenfalls fiir das unzuléssige
p = 10p, Ungenauigkeiten zu erkennen (allerdings geringer und weniger oszillierend als auf
dem Ligament), welche mit Verkleinerung von p wieder verschwinden. Hier ist allerdings
auch die analytische Losung von p abhéngig.

Da aufgrund des linearen Modells die FEM-Losung auch fiir physikalisch unmogliche De-
formationen eine Niherung der analytischen Berechnung herstellen miifite, stellt sich die
Frage, durch welche numerischen Effekte die beschriebenen Instabilitdten und fehlerhaf-
te Approximation bei iiberh6hten Werten von p zustande kommen. Diese Effekte wurden
sowohl bei der Verwendung quadratischer als auch linearer Elemente in dhnlicher Weise
beobachtet. Um Ursachen zu finden, wird zunéchst die numerische Berechnung der frag-
lichen Groflen aufgeschliisselt. Die Losung des FEM-Gleichungssystems fiithrt zunéchst zu
den Unbekanntenvektoren von uy sowie . Aus diesen werden dann durch Differentiation
der Ansatzfunktionen die abgeleiteten Groflen e, und Vi, in den Elementen berechnet,
diese Ableitungen sind allerdings nicht iiber die Elementgrenzen stetig und damit an den
Eckknoten nicht wohlbestimmt. Um trotzdem verwendbare Knotenwerte und damit stetige
Funktionen ¢; sowie V;, zu bekommen, werden die Werte aus allen im entsprechenden
Knoten zusammenstoflenden Elementen T; gemittelt, wobei die Werte aus den einzelnen
angrenzenden Elementen mit der Elementflache gewichtet werden. In Formeln ausgedriickt
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mech el 022
mech

(z,9) ‘ 022 ‘ 022 ‘ o
(1.0703,0) 3.97589 E+8 | -3.91575 E4+8 | 0.015
(1.0703,0.25) 1.82728 E+8 | -1.77676 E+8 | 0.027
(0.9375, 0.0625) | 1.42623 E+8 | -1.44335 E4+8 | 0.016

Tabelle 5.1: Aufspaltung der Spannungskomponente g, in einigen Punkten

1.0703 1.0703 0.9375
A Pl( 0 ) P2<o.25) & (0.0625)

1025 0.015 0.027 0.016
102.5 .07 A1 .025
10.25 44 b7 37
4.25 .69 .88 .66

Tabelle 5.2: Verhiiltnis o35°" /oy, fiir verschiedene Werte von p

berechnet sich fiir einen Knoten P also

meas(T;)

PET; ZPETi meas (,I‘Z)

en(P) = “en(P)lr,

P

Analog berechnet man Vg, (P).

Zu beachten ist, dal die abhéngigen Groflen o;; und D; in der FEM-Berechnung erst im
Nachgang aus den approximierten Verzerrungen und elektrischen Feldvektoren ermittelt
werden. Genauer aufgeschliisselt berechnet man Spannung und dielektrische Verschiebung

als Summen:
0 = Omech+0a = C:e—B-F,

D = Dyen+Da = B':e+K-FE, (5.5)

mit der Aufspaltung in durch mechanische Verzerrungen und durch elektrisches Feld her-
vorgerufenen Spannungs- bzw. Dielektrische Verschiebungsanteile. Schaut man sich die bei
der FEM-Approximation ermittelten mechanisch und elektrisch induzierten Anteile der
Spannungskomponente o5, in einigen Punkten nahe der Rifispitze an, so erhélt man fiir
den zu hoch gewihlten Wert p = 1025 die in Tabelle 5.1 dargestellten Ergebnisse. Auffallig
ist dabei, dafl die elektrisch induzierten Anteile ndherungsweise das negative der mecha-
nisch induzierten sind, es demzufolge zu einer Stellenausloschung kommt (klassische nume-
rische Instabilitét). Die rechte Spalte von Tabelle 5.1 gibt die GroBlenverhéltnisse zwischen
der Gesamtspannung und dem mechanisch induzierten Anteil wieder, an den untersuchten
Punkten liegt das Verhéltnis zwischen 1 und 3 Prozent. In Tabelle 5.2 werden die Verhalt-
nisse zwischen mechanisch induziertem Anteil und Gesamtspannung an den gleichen 3
Punkten fiir verschiedene Werte von p dargestellt. Zu erkennen ist, daf} die numerische
Instabilitdt mit kleiner werdendem p zunehmend verschwindet, was erklart daf§ die FEM
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wo) o | oy ||
(1.0703,0) | 0.1334 | 0.1548 | 2.16
(1.0703,0.25) | 0.0597 | 0.0702 | 2.17

(0.9375, 0.0625) | 0.0469 | 0.057 2.21

Tabelle 5.3: Aufspaltung von D, in einigen Punkten bei p = 1025

unterhalb des fett gedruckten Grenzfalles p = 102.5 wieder brauchbare Ergebnisse liefert.
Anders ist die Situation bei der dielektrischen Verschiebung D. Hier haben die mechanisch
und elektrisch induzierten Anteile gleiches Vorzeichen, weswegen auch fiir unzuléssig hohe
Werte von p keine Instabilitdatseffekte zu beobachten sind, siehe dazu Tabelle 5.3.

Die unterschiedlich stabile Berechnung von ¢ und D sieht man auch gut bei einer Betrach-
tung der numerischen Losung in einer Umgebung der Rifispitze, siehe Abbildung 5.12 oben.
Ebenfalls erkennt man eine stabilere Berechnung von sowohl ¢ als auch D bei p = 102.5 und
eine noch stabilere Berechnung bei p = 10.25. Es wurde dabei ausgehend vom Grobnetz
jeweils bis zum Erreichen von ca. 3500 Knoten adaptiv verfeinert.

5.3.3 Numerische Beispielrechnung zum Griffith-Rif

Fiir den im vorangegangenen Abschnitt 5.3.2 betrachteten Griffith-Rifl wurde eine Bei-
spielrechnung mit der Parameterwahl p = 4.25 (also im Inneren des zuldssigen Bereichs)
durchgefiihrt. Es wurde dabei mit quadratischen Viereckselementen eine adaptive Verfei-
nerung ausgehend vom Startnetz mit etwa 100 Knoten bis zu einem verfeinerten Netz mit
etwa 5000 Knoten durchgefiihrt. Durch die starke Verfeinerung an der Rispitzensingula-
ritdt entstehen mit einer rund 20-maligen Halbierung der Elementgrofie nahe der Rifspitze
schon sehr winzige Elemente, so dafl bei naiver Betrachtung von Knotenkoordinaten nu-
merische Rundungsfehler eine Rolle zu spielen beginnen. Die bei der adaptiven Rechnung
auftretenden Iterationszahlen zeigt Abbildung 5.13. Es ist zu erkennen daf die Iterations-
zahlen mit zunehmender Verfeinerung nicht wesentlich anwachsen, was auf eine sehr gute
Arbeit des Vorkonditionierers hindeutet.

Ebenso wurde der mittels Fehlerschitzer geschéitzte Fehlerverlauf aufgespalten in beide
Anteile J? und J? und diese in Abbildung 5.14 dargestellt. Hier ist zu erkennen, daf
nach einem Anwachsen des geschitzten Fehlers im ersten Verfeinerungsschritt (welches
dem besseren Erlernen des wahren Fehlers gegeniiber dem Grobnetz geschuldet ist) eine
signifikante Reduktion des Fehlerquadrates in beiden Komponenten mit fortschreitender
Netzverfeinerung erfolgt.

Um an einigen abgeleiteten Losungskomponenten die Konvergenz der adaptiven Rechnung
zu demonstrieren, wurde in dieser Beispielrechnung auflerdem in jedem Verfeinerungsschritt
die FEM-Naherung fiir oy, 0, sowie o,, am schon im Startnetz vorhandenen Punkt (1, 0.5)
berechnet und zusammen mit der analytischen Losung im asymptotischen Fall (welche wie
weiter oben erwéhnt als Naherung fiir die korrekte Losung angesehen werden darf) in Abbil-
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Abbildung 5.12: Isolinienverlauf von o9, und D, aus FEM-Berechnung im Teilgebiet
[0,1.5] x [0,1] bei p = 1025 (oben), p = 102.5 (Mitte) und p = 10.25 (unten).
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Abbildung 5.13: Iterationszahlen im Griffith-Ri3-Beispiel mit p = 4.25 bei adaptiver Ver-
feinerung.
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Abbildung 5.14: Geschitzter Fehlerverlauf aufgespalten in J? (links) und J3 (rechts) im
Griffith-RiB-Beispiel mit p = 4.25 bei adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 5.15: FEM-Losungsentwicklung mit adaptiver Verfeinerung und asymptotische
Losung im Punkt (1,0.5) im Griffith-RiB-Beispiel mit p = 4.25.

dung 5.15 dargestellt. Hierbei ist eine relativ ziigige Konvergenz in die Nahe der asympto-
tischen Werte zu erkennen. Die verbleibenden Abweichungen sind unter anderem damit zu
erkldaren, dafl die asymptotische Losung fiir das unendliche Gebiet zur korrekten Losung im
Rechengebiet mit Unendlichkeitsrandbedingungen an den im Endlichen liegenden Réandern
(Verhéltnis RiBlange zu Gebietsdurchmesser 1:10) nur eine Ndherung darstellt. Auch ein
Einsetzen der asymptotischen Losung in die FEM-Randbedingungen (Dirichlet- oder Neu-
mann) an den endlichen Gebietsriandern liefert nur eine Ndherung aufgrund der relativ
groben Approximation der Randbedingungen im groben Startnetz.

97



Kapitel 6

RiBwachstum

Einen speziellen Fall bei Elastizitéits- sowie piezoelektrischen Problemstellungen stellen Ris-
se im Material dar. Ursache fiir die Riflentstehung sind mechanische Spannungsiiberh6hun-
gen im Material, fiir die Auslosung von bruchmechanischen Vorgéngen sind allerdings nicht
die Spannungen ¢ an konkreten Punkten entscheidend (welche ja beispielsweise an ei-
ner Eckensingularitéit schon jede Schranke iiberschreiten kénnen). Um Riflwachstum und
eventuell auch noch die Richtung des Wachstums vorauszusagen, miissen komplizierter
zu berechnende Groéflen herangezogen werden. Man kennt zum Beispiel Spannungsinten-
sitatsfaktoren, auch als K-Faktoren bezeichnet, welche die Stédrke der Singularitdt an der
RiBspitze kennzeichnen, vergleiche Abschnitt 5.3.1. Das Uberschreiten kritischer Werte der
Spannungsintensitiatsfaktoren gilt als ein Kriterium fiir das Fortschreiten eines Risses im
linear-elastischen Fall.

Hervorgerufen werden Spannungsiiberhchungen in erster Linie durch mechanische Bean-
spruchung (Einwirkung duflerer Krifte) sowie Materialermiidung und damit einhergehende
Zunahme der Sprodigkeit. Im piezoelektrischen Material kommen aufgrund der Piezokopp-
lung auBlerdem elektrische Einwirkungen in Frage. Begiinstigend wirken sich Materialfehler
und kleinere Defekte aus, von denen ein Rifl seinen Ausgang nehmen kann.

Risse konnen sich entscheidend auf die Eigenschaften von Bauteilen auswirken. So wird
einerseits die Belastbarkeit und damit die Lebensdauer von mechanischen wie piezoelektri-
schen Komponenten herabgesetzt, bei zyklisch belasteten Bauteilen z.B. in Motoren folgt
auf einen Materialrif} je nach RiBausrichtung oft schon im n#chsten Belastungsschritt der
Bruch des Bauteils. Weiterhin storen Risse die elektromechanische Kopplung in piezoelek-
trischen Komponenten, so daf§ unter Umsténden ein Bauteil trotz mechanischer Stabilitat
unbrauchbar werden kann.

Interessant ist die Untersuchung der Ausbreitung eines Risses. Gelingt es das Rilwachstum
mittels numerischer Simulation vorherzuberechnen, kann dies ein wichtiges Werkzeug bei
der Vorhersage der Wirkung sowie zur Entwicklung von Mechanismen zur Vermeidung
schédlicher Auswirkungen von Rissen darstellen. Ziel ist dafiir, das Wachstum eines Risses
zuverlassig zu simulieren.

Die weiteren Betrachtungen beschrianken sich auf zweidimensionale Probleme, im allgemei-
nen dreidimensionalen Fall bringt ein nichtstationérer Rif eine erhebliche Verkomplizierung
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Abbildung 6.1: Schematische Problemdarstellung Riflwachstum

der Aufgabenstellung (vor allem geometrisch) mit sich, so dafl eine numerische Untersu-
chung im Rahmen dieser Arbeit nicht umfassend erfolgen konnte.

6.1 Erweiterung des linear elastischer Falls

6.1.1 Existierende Arbeiten

Die Entwicklung der linear-elastischen Bruchmechanik findet seit Anfang des 20. Jahrhun-
derts statt. Ein historischer Uberblick findet sich in der Literatur, z.B. [2],[52].

Unter Einbeziehung moderner Methoden der adaptiven FEM 6ffnen sich neue Méglichkei-
ten, RiBfortschrittsprobleme numerisch zu simulieren. Im Rahmen des Sonderforschungs-
bereichs 393 entstand in Zusammenarbeit der TU Chemnitz mit der TU BA Freiberg ein
Finite-Element-Werkzeug zur zweidimensionalen Simulation von Ermiidungsriwachstum
in linear-elastischem Material, siehe [40]. Mit dieser Finite-Element-Simulation gelang es
unter anderem, das Rifwachstum in einem Benchmarkproblem [67] eines Werkstiicks mit
Lochern und gegebenem Anrifl in guter Naherung nachzubilden.

6.1.2 Netzanpassung

Das Fortschreiten eines Risses erfolgt in die bestehende Vernetzung hinein und erfordert
somit die Anpassung des FE-Netzes auf die neue Geometriesituation. Es erfolgt von vorn-
herein eine Beschriankung auf Dreieckselemente, damit vermeidet man eine unnotige Ver-
komplizierung da bei ,;schriager® Teilung eines Vierecks durch einen Riff wieder Dreiecke
entstehen konnen. Auflerdem ist mit Vorausschau auf die Riflwachstumsprozeduren die
Berechnung von Interaction-Integralen giinstiger bei Dreieckselementen moglich.
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Abbildung 6.2: Bezeichnungen zum ins Gebiet hineinwachsenden Rif3

Die Algorithmen zur Netzanpassung aus [40] sollen hier zunichst beschrieben werden,
gleichzeitig wird die eingefiihrte Notation in spéteren Teilkapiteln verwendet. Die Netzan-
passung kann vom linear-elastischen Rifliwachstumsproblem direkt fiir den piezoelektrischen
Fall iibernommen werden. Als Ausgangszustand betrachten wir ein vernetztes Gebiet €2 in
welchem ein Rif§ ag existiert. Es kann auch der Fall ag = () auftreten, wenn zu Beginn des
Riflwachstums lediglich ein Punkt existiert, von dem aus der Rif} seinen Ausgang nimmt.
Der Einfachheit halber soll im Folgenden nur an einem Riflende ein Wachstum des Risses
moglich sein, ndmlich der Rispitze Fy. Die entsprechenden Methoden lassen sich aber auch
auf einen beidseitig wachstumsfahigen Rifl im Gebietsinneren erweitern.

Die RiBufer von ag, welcher im deformierten Zustand eine Offnung aufweisen kann, bezeich-
nen wir mit aj und a;. Vom Ausgangsriff kénnen nun Riwachstumsschritte stattfinden,
welche die Numerierung 1,2, ... € N erhalten. Dabei wird im i-ten Wachstumsschritt zum
Rif a;_; eine Verlangerung Aa; hinzugefiigt, welche von der bisherigen Rifispitze P;,_; zur
neuen RiBspitze P; reicht. Siehe dazu die schematische Darstellung in Abbildung 6.2.

Die RiBufer entsprechen im FE-Netz Polygonziigen und sind aus Elementkanten zusam-
mengesetzt. Mit Erkennen der Singularitdt durch den Fehlerschitzer ist es moglich, auto-
matisch mit einigen Schritten adaptiver Rechnung eine lokale Verfeinerung des Netzes in
der Umgebung von P,_; zu erzeugen. Sei eine vorldufige Riffverlangerung um Aa!, vorge-
geben, welche als Geradenverbindung von P, ; zu einer neuen vorldufigen Rifspitze P
fiithrt:

L:=Ad, =P, |P".

Die Strecke L schneidet dabei Elementkanten oder verlduft genau auf solchen, falls L ganz
innerhalb eines Elementes verlauft sollte zuvor weiter adaptiv verfeinert werden. Algorith-
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mus 6.1 realisiert die Netzanpassung an die verldngerte Rif3linie:

Algorithmus 6.1 Fiir jede Kante s; tue:
1. Bestimme den Schnittpunkt Q von L mit s;, wenn dieser existiert.
2. Falls kein Schnittpunkt, fahre mit néichster Kante fort.

3. Untersuche ob Q nah an einem der Endpunkte der Kante liegt:
Sei E = [a,b] mit a,b € R? als Endknoten, dann gilt @ = aa + (1 — a)b mit
a € [0,1]. Seie mit 0 < e < 0.5 eine definierte Toleranz.

e Wenn « nahe an 1 liegt (d.h. o > 1 —¢), korrigiere a zu Q und fahre mit der
nédchsten Kante s;jqq fort.

o Wenn a nahe an 0 liegt (o < €), korrigiere b zu Q und fahre mit sy fort.

e Sonst: Unterteile die Kante s; in Tochterkanten s; = [a, Q] und s;, = [Q,b],
wobei Q als neuer Knoten aufgenommen wird.

Bemerkung 6.1 Die optionale Knotenverschiebung in Schritt 3 verhindert die Entstehung
stark entarteter bzw. anisotroper Elemente.

Zur Vereinfachung wird der Riizuwachs Aal, auf Aa, verkiirzt, indem die neue Rif3spitze
P, auf den P} am nahesten liegenden Schnittpunkt von L mit einer Elementkante zuriick-
gesetzt wird.

Eine zuldssige Vernetzung erhilt man wieder durch

e . Rote® Teilung jedes Elementes, von welchem 2 Kanten durch L geschnitten werden.
e Griine“ Teilung jedes Elementes, von dem eine Kante durch L geschnitten wird.

Durch die roten Teilungen entstehen {iiblicherweise noch , héingende Knoten“ auf von der
RiBlinie entfernten Kanten, welche im n&chsten Schritt mit der gewdhnlichen Verfeine-
rungsprozedur durch einen rot-griinen Abschluss beseitigt werden. Zur Veranschaulichung
siche Abbildung 6.3 (der AbschluB findet dort in den blafigriin dargestellten Elementen

statt).
Die Riverlingerung aus allen Wachstumsschritten ¢ = 1,...,n ist damit zerlegt in eine
Menge von Kanten
n
ACL:UACLZ': U Sj,
i=1 jelr,

wobei I die zu den Riflkanten gehorige Indexmenge darstellt. Jede dieser Kanten ordnet
sich in die Netzhierarchie ein, kommt allerdings im aufgerissenen Netz eigentlich zweimal
vor, ndmlich an jedem Riffufer. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, wird von jedem
Riflknoten eine Kopie angefertigt, welche unabhéngig vom Originalknoten mit Freiheits-
graden ausgestattet ist.
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Aus Sicht den Ri entlang in Richtung Rifispitze, bezeichnet man das linke Riffufer mit
»,+", das rechte Ufer mit ,—*, die entsprechenden Knotenkopien aus allen Rifiverldnge-
rungen ausgehend vom Ursprungsnetz entsprechend als ,,+“-Knoten and ,,—“-Knoten. Die
Rispitze P, selbst ist kein Riflknoten, sondern gewohnlicher Knoten. Allerdings zéhlt die
urspriingliche Riflspitze F, sowie die zwischenzeitlichen Rifispitzen Pi,..., P, ; als Rif3-
knoten, sobald der Rifl im n-ten Wachstumsschritt weitergewachsen ist.

Insgesamt besitzt das Netz nun N, gewohnliche Knoten und N, Rilknoten mit Kopie, wo-
bei iiblicherweise N, << N, aufgrund der eindimensionalen Rifllinie. Insgesamt existieren
damit (Ng+2Nc)~NDOF Freiheitsgrade abziiglich der Einschrankungen durch Dirichletrand-
bedingungen, die wir uns der einfacheren Bezeichnung halber schon eingearbeitet denken.
(Npor...Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten).

Rifirandbedingungen

An den neu entstandenen Riflkanten miissen jetzt Randbedingungen gesetzt werden, als
mechanische Randbedingungen wéhlt man hier den bei Rifloffnung kanonischen spannungs-
freien Zustand (homogene Neumannbedingung o - n = 0), wiahrend als elektrische Rand-
bedingung abhéngig von der Rifimodellierung mehrere Moglichkeiten in Frage kommen.
Nimmt man an, dal eine Rifl6ffnung stattfindet und sich in dem Rispalt ein impermea-
bles (d.h. elektrisch nicht durchlissiges) Medium befindet, fiihrt dies ebenfalls zu einer
homogenen Neumannbedingung D - n = 0. Der andere Extremfall ist die Annahme eines
elektrisch durchldassigen Mediums, was einen ideal permeablen Rifl mit einer elektrischen
Ubergangsbedingung am RiBrand der Form

p(2) = ¢ () (6.1)

fiir Punkte x auf der Rifflinie. Aufgrund der Tatsache, dafi die iiblicherweise im Rif} befind-
lichen Medien Luft oder Vakuum eine um mindestens 3 GroBenordnungen kleinere Permit-
tivitdt s als die Piezokeramik besitzen, erscheint der impermeable Rif} als gute Nédherung.
Allerdings kann ein Rif3 auch so schmal sein, dafl die elektrische Durchdringung an Gewicht
gewinnt oder sogar dominiert (ndherungsweise permeabler Rif}). Betrachtungen zu dieser
Problematik sowie Diskussion einer Zwischenstufe (semipermeable Rifirandbedingungen)
findet man in [38] und [51]. Ein Grenzfall ist der Kontakt der beiden Rifiufer, welcher
durch die elektromechanische Kopplung auch in Teilbereichen eines wachsenden Risses gut
vorstellbar ist. In dem Falle wire (6.1) fiir das Potential sowie eine Mehrkorperkontaktbe-
dingung der Verschiebungskomponenten anzusetzen (vgl. [68] — Sonderfall Kontakt eines
Korpers mit sich selbst).

6.1.3 Verschiedene Basisfunktionen fiir Strukturen mit wachsen-
dem Rif3

Ein Problem bei in das Gebiet hineinwachsenden Rissen besteht darin, daff durch die Geo-
metriednderung nebst Knotenverdopplung die Netzhierarchie gestort wird. Somit funktio-
niert die hierarchische Vorkonditionierung der Matrizen C und K nicht mehr wie im Fall
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ohne Riflwachstum, da die RiBknoten aufgrund der Kopien nun die doppelte Anzahl an
Freiheitsgraden aufweisen. Als Ansatz um diesen Mangel auszugleichen, benutzten MEY-
ER, RABOLD und SCHERZER in [40] eine Art Mittelung, wobei zwischen der hierarchischen
Vorkonditionierung unter Betrachtung nur der gewohnlichen und der ,,+“-Riflknoten sowie
einer weiteren unter Betrachtung nur der gewthnlichen und der ,,—“-Riflknoten mithilfe
eines geeigneten Restriktionsoperators aus einem vergroferten Raum (ficticious space) der
Dimension 2- (N, + N.) - Npor in den Raum mit tatséchlich vorhandenen (N, +2N,) - Npop
Freiheitsgraden durchgefiihrt wurde.

Eine Moglichkeit die Vorkonditionierung nochmals deutlich zu verbessern, welche hier auf
die piezoelektrische Aufgabenstellung erweitert werden soll, wurde von MEYER in [39]
beschrieben. Zentrale Idee ist dabei die Einfithrung von zwei verschiedenen Typen Basis-
funktionen am Riss. Um die Beschreibung moglichst einfach zu halten, werden im Folgen-
den lineare Ansatzfunktionen betrachtet, eine Erweiterung auf hchere Polynomgrade ist
allerdings moglich. Sei

_ - — + +
\I[ - (wla e 71/}Ng7,l/}Ng+17 e 7ng+Nc7ng+17 e 7ng+Nc)

eine Basis skalarer Funktionen, wobei 91,...,%y, gewthnlichen Hiitchenfunktionen ent-
sprechen, wiahrend @Z)X,g 4 sowie @Z)]\L,g o, fiir alle 7 = 1... N, halbe Hutfunktionen darstellen
welche an der Rifllinie abgeschnitten sind (analog einer Hiitchenfunktion zu einem gewohn-
lichen Knoten am Gebietsrand).
Eine weitere Basis ermoglicht ein Springen der approximierten Funktion an der Rifllinie
auf alternative Weise: Definiere

U= (,lvz)lv s 7ng7ng+17 s 7ng+NC7,l7Z)Ng+17 s 7,l7Z)Ng+NC)

wobei 1)y, 4; die gewohnlichen Hutfunktionen darstellen (stetig iiber die RiBlinie!), sowie

Q;Ngﬂ- als Produkt von 9y, 1; mit einer Heavyside-Funktion beziiglich der Rifllinie definiert
sind. Das bedeutet:

%Nﬁi = d’]?/ﬁi + w;\r/gﬂ' ) (6.2)
ngJrz‘ = w&gﬂ' - Q/JJJ\r/gH' :

Eine Veranschaulichung der verschiedenen Basisfunktionen im 1D-Schnitt liefert Abbildung
6.4. Dabei ist zur besseren Unterscheidbarkeit die Rillinie etwas auseinandergezogen dar-
gestellt, im undeformierten Netz stoflen ,,+“- und ,,—“-Ufer direkt zusammen und ergeben
stetige ¥y, sowie Sprungfunktionen QZNHH-.

Fiir das elektrische Potential ¢ wird die Basis ¥ oder U verwendet, wihrend das zweidimen-
sionale Verschiebungsfeld u eine Vektorbasis benttigt. Hier werden analog 2 verschiedene
Basen eingefiihrt:

_ — — + +
¢ = <¢17 R ¢2Ng7 ¢2Ng+17 SRR ¢2N9+2ch ¢2Ng+17 te ¢2Ng+2Nc) )

o = (¢1> ey ¢2Ng7 ¢2Ng+17 teey ¢2Ng+2NC7 ¢2Ng+17 ey ¢2Ng+2Nc) .

Dabei definiert man fiir jedes k =1,..., Ny + N,
1 0
(¢2k—17¢2k) - (@Z)k (O) 7wk (1)) = wkla

104



Basis 1 (V)

— +
¢n+i wﬂri»i

+

A 4 ®-@ 4
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Ri
Abbildung 6.4: Zwei Typen von Basisfunktionen an der Riflinie (hier mit n = Ny)

analog fir k = Ny +1,..., Ny + N,

(Pop—1: Do) =2 i 1, ,(¢§ka1, ng) = @/)1—:] sowie (Q;Zk—la ngk) = @/N)k]-

Die Transformationen zwischen den verschiedenen Basen sind unter Beachtung von (6.2)
recht einfach darzustellen: ¥ = WD, sowie & = ® D, mit den Blockdiagonalmatrizen

Ly, 0 0
D; = 0 Iin. Ijn, (1=12),
0 ILin. —Ijn,

wobei I die Einheitsmatrix in R*** ist. Die Inversen von D; besitzen ebenfalls eine einfache

c c ) .

1
L oL
D;' = blockdiag(;n,, ( Iin. —Ijn.

2

Die Anwendung dieser Basistransformation ermoglicht es, eine Vorkonditionierung fiir die
Matrizen beziiglich der speziellen Basen ® und ¥ zu konstruieren, wihrend fiir den Rest der
Rechnung wie FEM-Elementroutinen, Postprozessing sowie Fehlerschétzung unter Nutzung
der Basen ® und V¥ die gewohnlichen Methoden genutzt werden kénnen.

Wir bezeichnen der Notation in (4.11) folgend mit C, B und K die Matrizen beziiglich der
Basen ® und W, ferner mit C, B und K die Matrizen beziiglich der Basen ® und V. Die
Basistransformation liefert

C=D,CD,, K=D/KD,, B=D,BD;. (6.3)
Ist also Cy ein Vorkonditionierer fiir C, dann gilt mit Cy := D5 ICODQ’ L.
C;'C = D,C;'CD;?
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spektraldquivalent zu C 'C und folglich ist Cy ein Vorkonditionierer gleicher Giite fiir C.
Analog liefert ein guter Vorkondltlonlerer K, fiir K sofort einen guten Vorkonditionierer
By := D7'KoD7* fiir K.

Ideen zu Anderungen bei Annahme permeabler Risse

Unter der vereinfachenden Modellannahme daf§ sich die Riffufer nicht wesentlich gegen-
einander verschieben, ist die Einarbeitung der Bedingung (6.1) sehr effektiv moglich, in-
dem einfach aus der Basis ¥ die Funktionen w N,+i der entsprechenden Riknoten entfernt
werden. Damit erzwingt man automatisch gleiches Potential auf beiden Riflufern. Etwas
diffiziler stellt sich das Problem dar wenn eine Verschiebung der Riflufer gegeneinander
stattfindet, d.h. ein Knoten N;" an einem Punkt irgendwo auf einer Kante s; gegeniiber
zum liegen kommen kann. In diesem Falle miissen auf jeden Fall auch die Verschiebun-
gen beriicksichtigt werden, es konnen &hnlich zur Bearbeitung von Kontaktproblemen
Unterraum-Projektionstechniken zum Einsatz kommen, welche wiederum leichter in der
Basis U betrachtet werden konnen. Im Falle eines Riflkontaktes miissen zusétzlich auch
noch an den Riffirandern Kontaktbedingungen fiir die Verschiebungen angesetzt werden,
wobei die kontaktverdédchtige Zone im Normalfall auf den Rif§ eingeschrinkt werden kann.

6.1.4 Effiziente DD-Vorkonditionierer fiir die Steifigkeitsmatri-
zen in der alternativen Basis

Einen Vorkonditionierer fiir C kann man wie in [39] beschrieben mit Hilfe einer Gebiets-
zerlegungsmethode (Domain Decomposition approach) gewinnen. Diese Methode eignet
sich auch in Modifikation zur Anwendung bei der Vorkonditionierung der Matrix K, dieser
Fall soll hier zuerst beschrieben werden weil aufgrund der skalaren Ansatzfunktionen fiir
das Potential die Darstellung etwas einfacher ist.

Betrachte die Struktur der Matrizen K und K:

K, J7 0N\ K, J +Jt J —J*
K=|) 7 o & K=|sym 7-+7" T--T+]|,
(JHT o T sym. T-—T% T-+T%

wobel

o K, € RYo*No mit den Eintréigen kf; = k(1 1;),
o 77, 7% € R¥*Ne mit den Eintrégen ¢, Al (IPNgHﬂ/JN 1) sowie
o J7,J" € RNo*Ne mit den Eintréigen ¢ (@Z)Z,@Z)Ngﬂ)

Der fithrende (N, + N.) x (N, + N,)-Block von K wird hier mit

& K, Jm+Jt
S\ +INHT T4+ T
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bezeichnet, dieser beinhaltet gerade alle Funktionswerte der Bilinearform k(1;, ¢;) mit den
Funktionen

wl7’l/}j€¢17 iujzlu"'7Ng+Nc

aus der alternativen Basis untereinander! und entspricht somit der dielektrischen Steifig-
keitsmatrix fiir das Netz ohne Beachtung des Risses. Es ergibt sich die vereinfachte Struktur

- > - _ 7+
K:(ﬁ i{) mitJ:<;__%+) sowie T =T +T".

Fiir den Hauptblock K ist jetzt ein Standard-Multilevel Vorkonditionierer anwendbar, be-
zeichnet mit K,. Insbesondere eignet sich im betrachteten 2D-Fall der Hierarchische-Basen
Vorkonditionierer [74]. Der kleinere Diagonalblock 7" (symmetrisch mit Dimension N,) ldsst
sich bei geschickter Anordnung der Rissknoten sogar exakt invertieren. Numeriert man die
Rilknoten Ny +1,... N, + N, in einer eindimensionalen Kette entlang der Rifllinie, besitzt
T im Fall linearer Elemente eine tridiagonale Struktur, im Fall quadratischer Elemente pen-
tadiagonale Struktur. Eine Cholesky-Faktorisierung liefert damit eine direkte Anwendung
von 7' mit dem Aufwand O(N,).

Um fiir die gesamte Matrix K einen DD-artigen Vorkonditionierer zu konstruieren, be-
trachten wir folgende Blockfaktorisierung;:

K:((j) JJ}I)(% 3)(T{JT ?) (6-4)

mit der (inneren) Schurkomplementmatrix
Sp=K—JTr'J",

welche einer Rang-N.-Storung von K entspricht. Approximiert man die Inverse von Sy
durch den Vorkonditionierer K;', erhilt man als niherungsweise Inverse von K den Vor-

konditionierer
K-l I 0 K;' 0 I —JTr!
0 ~T'J I 0o T 0 I '

Zu bemerken ist dabei, daf3 alle weiteren Inversen exakt sind und inklusive der Multi-
plikationen mit 7! direkt durchgefiihrt werden konnen. Eine geeignete Skalierung des
Vorkonditionierers K, vorausgesetzt, ergibt sich fiir K; 'K eine ebensogute Kondition wie
fiir K5 Sy.

Vorkonditionierung fiir linear-elastischen Block

Fiir die Vorkonditionierung der Matrix C erweitert man die eben beschriebene Methode
auf Vektoransatzfunktionen mit 2 Freiheitsgraden pro Knoten. Es gilt analog zum dielek-

!Diese entsprechen gerade den gewthnlichen Hutfunktionen.
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trischen Block

C, Jy Jf Co Jy +J5 Jy —Jf
_ —\T  — 63 = - fI l
C=|()" T, o0 = C=|sym. Ty, +T T, - T, |,
(JHT o0 T sym. Ty, — Ty Ty + Ty
wobei der fiihrende 2(N, 4+ N,) x 2(N, + N.)-Block von C

G C., Jy 4+ J5

(Jy + )" Ty +T5
der elastischen Steifigkeitsmatrix ohne Beachtung des Risses entspricht. Fiir diese sind
ebenfalls gute Multilevelvorkonditionierer bekannt. Ubrig bleiben in C die Blocke

Jy —J5 . R
Jy = T, — Ty sowie Th =T, + 1T, .

~

Aufgrund der oben beschriebenen Riflknotenanordnung sowie der parchenweisen Aneinan-
derreihung der Verschiebungsfreiheitsgrade pro Knoten besitzt T, im Fall linearer Elemente
blocktridiagonale Struktur, im Fall quadratischer Elemente blockpentadiagonale Struktur
(jeweils mit 2 x 2-Blocken). Es ist also ebenfalls eine Cholesky-Faktorisierung moglich, wel-
che eine direkte Anwendung von 75 ' mit dem Aufwand O(N,) liefert. Blockfaktorisierung
wie in (6.4) und die Verwendung eines Vorkonditionierers ég ! fiir das innere Schurkom-
plement

S, =C— JTy, ' Jr

(S. entspricht einer Rang-2N,-Stérung von C) fiithrt zu dem Vorkonditionierer
a1 I 0 C;' o I — Tt
0 Ty 'y 1 0 Ty' 0 I
fiir C.

Nutzt man den fiir K resultierenden Vorkonditionierer fiir das gesamte duflere Schurkom-
plement S, so ergeben sich als Vorkonditionierer fiir die Blocke C und S unter Beachtung
von (6.3):
C,' = D,C;'Dy, B;'=DK;'D,.

Aufgrund der mehrmaligen Approximation mit Schurkomplementbildung (wobei in S auch
nochmals C,' und somit das Schurkomplement aus dem Rissvorkonditionierer fiir den
mechanischen Teil versteckt ist) ist ein gewisser Verlust an Effektivitiat der Gesamtvorkon-
ditionierung durch Aufschaukelungseffekte zu erwarten.

6.2 Numerische Beispiele zum piezoelektrischen Rif}

6.2.1 Beispiel: Kiinstlich wachsender gerader Rif

Um die Netzanpassungsalgorithmen und die Vorkonditionierung im Fall eines wachsenden
Risses zu testen, wurde zunéchst ein Beispiel mit einem geraden, in ein Rechteckgebiet hin-
einwachsenden Rif} konstruiert. Wegen dem noch fehlenden Bruchkriterium wurde dabei
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Abbildung 6.5: Verformte Netze bei kiinstlich gerade wachsendem Rif}

zunéchst ein kiinstliches Rilwachstum implementiert, wobei in jedem Wachstumsschritt
einfach der Rif} entlang einer vorher definierten Richtung um eine vorgegebene Léinge (In-
krement Aa) weiterwichst. Zwischen den Wachstumsschritten schlieflen sich eine Anzahl
von adaptiven Verfeinerungsschritten an, welche das Netz immer hauptséchlich um die neue
Rif3spitze verfeinern. Der Einfachheit halber wurden hier immer 3 Verfeinerungsschritte und
anschliefend ein Wachstumsschritt simuliert. Abbildung 6.5 zeigt die deformierten Netze
nach den ersten 3 Riflwachstumsschritten sowie 3 Verfeinerungsschritte nach jedem der
Wachstumsschritte. In Abbildung 6.6 wird der Verlauf der Iterationszahlen im betrachte-
ten Beispiel dargestellt. Zu beobachten ist, dafl in jedem Wachstumsschritt beim ersten
Losen mit dem aufgerissenen Netz zunéchst eine drastisch hohe Zahl an Iterationen not-
wendig ist, um eine ausreichende Genauigkeitsverbesserung zu erzielen. In den folgenden
Verfeinerungsschritten fallen die Iterationszahlen aber im wesentlichen wieder auf das Le-
vel von vor dem Wachstumsschritt zuriick. Somit bleibt die Anzahl an Iterationen, die fiir
die Berechnung jedes weiteren Riflinkrementes benétigt wird, in der Tendenz beschrénkt.
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Abbildung 6.6: Iterationszahlen bei kiinstlich gerade wachsendem Rif3

6.2.2 Beispiel: Kiinstlich abknickender Rif3

Als weiteres Beispiel wurde ein Rif§ betrachtet, der zunéchst gerade in ein Rechteckgebiet
hineinwéachst und dann abknickt um in verdndertem Winkel weiterzuwachsen. Am Beginn
der Rechnung sowie immer zwischen 2 Wachstumsschritten wurden wieder jeweils 3 adap-
tive Verfeinerungsschritte durchgefiihrt. Abbildung 6.7 zeigt die resultierenden Netze nach
dem abknickenden Wachstumsschritt, einem folgenden geraden Weiterwachsen sowie einem
nochmaligen abknickenden Wachstum. Zusétzlich jeweils die Netze nach dreimaliger ad-
aptiver Verfeinerung. Das kiinstlich krumme Wachstum des Risses erzeugt im Unterschied
zum geraden Rifl eine Rifllinie die nicht wie im vorigen Beispiel entlang Elementkanten
wéchst, so dafl die volle Rifwachstumsalgorithmik getestet wird. Der Einfachheit halber
wurde sich hier auf quadratische Dreieckselemente beschriankt. Die resultierenden Iterati-
onszahlen zeigt Abbildung 6.8.

6.3 Nutzung zur Bestimmung bruchmechanischer Kenn-
groflen

6.3.1 Vergleich mittels FEM erhaltener Kenngréflen mit Refe-
renzbeispielen

Das erstellte FEM-Experimentalprogramm SPC-Pm2AdPiez wurde im Rahmen einer Ko-

operation mit der TU BA Freiberg vom Kooperationspartner um die Berechnung bruchme-

chanische Kenngroflen aus der FEM-Losung zum Programm ITezoCrack bzw. kurz ITCrack
erweitert. Die Zielstellung ist dabei, dhnlich wie im linear-elastischen Fall [40] zu einer Si-
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Abbildung 6.7: Verformte Netze bei kiinstlich krumm wachsendem Rif3
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Abbildung 6.9: Riflanordnung mit Knick, Quelle: [30]

mulation des zweidimensionalen Ermiidungsriwachstums in Piezomaterialien zu gelangen.
Die nachfolgend aufgefiihrten Ergebnisse befinden sich in der Publikation [30] von JAN-
SKI et.al. Zundchst wurden fiir das Beispiel elektromechanischer Griffith-Rif§ wie in [29]
dargestellt die Intensitédtsfaktoren K, K;; sowie Ky der Rifisingularitdt mithilfe der
Interaction-Integral-Technik [19] berechnet und mit den aus der analytischen Losung [64],[47]
fiir das asymptotische Problem bekannten Werten verglichen. Hierbei zeigte sich eine
schnelle Annédherung der numerisch bestimmten an die analytischen Werte mit der adapti-
ven Netzverfeinerung, ab dem vierten Verfeinerungsschritt betréagt die Abweichung weniger
als 0.5%. Ebenso wurde eine Unabhéngigkeit der numerisch berechneten Intensitéitsfakto-
ren vom Radius der Integrationskontur beobachtet.

Als weiteres Beispiel wurde in [30] eine als Modifikation des Griffith-Risses betrachtbare
RiBlkonfiguration mit einem Knick untersucht, dargestellt in Abbildung 6.9.

Die FEM-Losungen fiir verschiedene Abknickwinkel w wurden mit den von XU und RA-
JAPAKSE [73] ermittelten Losungen fiir einen abgeknickten Rif in der unendlichen Ebene
verglichen. Dabei zeigte sich ebenfalls eine befriedigende Ubereinstimmung der GroBen

Kb Kb, sowie K,

sowohl im rein elektrischen Belastungsfall (Mode IV, im Bild 1. Belastungsfall) als auch
im rein mechanischen Belastungsfall (Mode I, im Bild 2. Belastungsfall). Eine Darstellung
der Resultate bezogen auf die Intensitétsfaktoren im Griffith-Rif3 ist in Abbildung 6.10
gegeben. Die Punkte entsprechen dabei den numerisch ermittelten Ergebnissen fiir die 7
Werte von w = —90°, —60°, —30°, 0°, 30°, 60°,90° des Abknickwinkels. Die durchgezogenen
Linien stellen die analytischen Lésungen aus [73] dar.
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Abbildung 6.10: FEM-Losung und analytische Losung fiir relative Intensitétsfaktoren bei
Rifl mit Knick im rein elektrischen (links) und rein mechanischen (rechts) Belastungsfall.

Quelle: [30]

Anhand der Bilder ist zu erkennen, daf§ K¢, in diesem Beispiel weniger genau approximiert
wird als K% und K?Y,.

6.3.2 RifBlwachstumskriterien

Die Diskussion um geeignete Bruchkriterien ist aktuell noch nicht abgeschlossen, vergleiche
dazu beispielsweise [11]. In der Literatur werden verschiedene Bruchkriterien fiir lineares
piezoelektrisches Materialverhalten diskutiert, genannt seien hier:

e Totale Energiefreisetzungsrate (PAK [45])
e Mechanische Verzerrungsenergiefreisetzungsrate (PARK/SUN [47])
e Stressintensitétsfaktoren (SUO et al. [64])
e Lokale Energiefreisetzungsrate (GAO et al.)
In linear-elastischen Materialien sind noch weitere bewéhrte Bruchkriterien bekannt, wie

zum Beispiel die maximale Umfangsspannung [20]. Die Anwendbarkeit einiger Kriterien
(eventuell mit Modifikationen) auf piezoelektrisches Materialverhalten ist momentan noch

ungeklart.

113



Bis jetzt hat sich noch kein international anerkannter Zugang herauskristallisiert, der in
allen moglichen Belastungsfillen eine korrekte Bruchvorhersage liefert. Eine grofie Schwie-
rigkeit besteht darin, dafl im Vergleich zum gut erforschten linear-elastischen Fall der Ein-
flufl des elektrischen Feldes als zusétzliche zu beachtende Komponente mit nicht allgemein
geklarter Wirkung eine Erweiterung der Methoden erfordert. Fiir Erweiterungen gibt es
allerdings eine Vielzahl von denkbaren Varianten. Das erstellte Simulationswerkzeug bie-
tet eine Moglichkeit Bruchkriterien zu testen, indem unter Anwendung eines zu testenden
Bruchkriteriums Rifipfade von Benchmark-Beispielen mit vordefinierten Materialparame-
tern sowie Randbedingungen berechnet werden und mit vorhandenen Daten aus Bruch-
versuchen verglichen werden. In dieser Hinsicht kann giinstigenfalls ein Beitrag geleistet
werden, ein realitdtsnahes Bruchkriterium zu finden.

Eine generelle Ungenauigkeitsquelle bei der numerischen Simulation von Rifiverldufen be-
steht darin, dafl durch die starken Felder nahe der Rifispitzensingularitéit lokal nichtli-
neares Materialverhalten mit Hysteresen durch Domé&nenumklappen usw. zu erwarten ist.
Auflerdem kann auch die mikromechanische Struktur das konkrete Bruchverhalten beein-
flussen, so konnte etwa ein Rifl bevorzugt entlang von Korngrenzen weiterwachsen. Diese
Effekte lassen sich im verwendeten linearen Materialmodell und selbst in der allgemeineren
makroskopisch-phdnomenologischen Herangehensweise nicht vollsténdig erfassen, an dieser
Stelle wére moglicherweise eine Hinzunahme stochastischer Betrachtungen sinnvoll.
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Anhang A

Umrechnungsformeln zum inversen
Materialgesetz im 2D-Fall

Ausgehend vom Materialgesetz (Matrizen und Vektoren hier ohne Unterstriche)
o ¢ -B €
()= (o ) (5) )

e = C'o+C'BE
— F = KYD-B")=K'D-K'B'"C'c - K 'B'"C'BE
— F = (I+K'B'C'B)'K'D—-(I+ K 'B'C'B)'K'BT'C s
= (K+B'C'B)"'D— (K +B'Cc'B)"'BTC s,

erhalt man:

E = K'D-K'B'¢
— ¢ = C'o+C'BE=C'o+C'BK'D-C'BK 'B'e
— ¢ = (I+C'BK'BHY'C'o+(I+C'BK'B")'C'BK™'D
= (C+BK'B")Y o+ (C+BK'B"Y'BK™'D.

Folglich gilt also
€ A B o
()= (= 5)(5) 2

A = (C+BK'B"),
D = (K+BfCc'B)™!,
B = (C+BK'BN'BK!'=C"'B(K+B'C'B)™".

mit

Mit der Definition von C, B und K gemiB Gleichung (2.44) erhélt man leicht die Inversen

1 1 - i
C~!' = blockdiag(Cy*, —) mitC5' = ————— ( €22 012) , K ' = (5(1)1 ) .
c

— 2\ 1
33 C11C22 Cio C12 Ci1 P
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Ausrechnen ergibt schliellich

aip Q2 0 0 b12 5 0
A= |ap ap 0 , B = 0 by 7@:<61 5)
0 0 ass bgl 0 22
mit
1 5 1 5 1
ajp = 5(022/‘622 +e5), G = 5(011/‘622 +ely), ap = —5(012/‘622 + e12€92) , azz =
1 €31

1
bio = 5(022612 - 012622) , by = (011622 - 012612) , b3 = ﬁ )

a
C33 1 2
01 = — , 000 = 5(011022 - 012) .

&
Dabei sind

2 2 2
a = c11(Cookan + €59) — C12(C12kon + 2€19€99) + Con€ly, [ = c3zki1 + €35 .
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Thesen zur Dissertation

1. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich ausfiihrlich mit der Simulation linearer pie-
zoelektrischer Probleme mithilfe der Finite-Element-Methode. In Teilen wird dabei
gleichzeitig auch auf spezielle mechanische Probleme mit inkompressiblen Material-
verhalten eingegangen, da die Struktur der entstehenden Gleichungssysteme

(5 20)-(

und somit auch die moglichen Losungsmethoden Gemeinsamkeiten zum Piezopro-
blem aufweisen.

2. Fiir die behandelten Problemklassen , Lineare Piezoelektrizitit® sowie , Lineare in-
kompressible Elastizitdt“ wurden im Zuge dieser Arbeit auf der Basis einer adaptiven
FEM-Simulation die Experimentalprogrammvarianten SPC-Pm2AdPiez sowie
SPC-Pm2AdMix implementiert. Diese bilden eine Grundlage fiir Beispielrechnungen
und Erweiterungen unter anderem in Richtung Rifwachstum.

3. Der vorgeschlagene und verwendete Loser (ein modifizierter Bramble-Pasciak-CG)
wurde untersucht und die Anwendung einer speziellen Vorkonditionierung fiir den
piezoelektrischen Fall theoretisch unterfiittert. Fernerhin wurde eine Strategie zur
Wahl eines loserspezifischen Parameters vorgeschlagen, theoretisch untersucht und
an ausgewihlten Beispielen erfolgreich auf ihre Wirksamkeit getestet.

4. Die effektive Behandlung rotationssymmetrischer Probleme im Rahmen einer zweidi-
mensionalen FEM mit geringen Erweiterungen konnte fiir das lineare Piezoproblem
theoretisch hergeleitet und zunéchst fiir den Fall axialer Polung als Zusatzvariante
implementiert werden. Eine Erweiterung auf radiale Polung, welche beipielsweise in
Hohlzylinderanwendungen vorkommt, wurde ebenfalls theoretisch untersucht und ist
bei Bedarf mit iiberschaubarem Zeitaufwand implementierbar.

5. Zum Zwecke einer adaptiven Netzverfeinerungsstrategie wurde ein fiir linear-elastische
Probleme vielfach bewéahrter Fehlerschétzer auf piezoelektrisches Materialverhalten
erweitert und die Zuverlassigkeit theoretisch nachgewiesen.

6. Besondere Randbedingungen wie leitfahige Rénder oder Kontakt mit festen Hinder-
nissen wurden in die Theorie eingebettet und konnten als Varianten in die Implemen-
tierung mit aufgenommen werden. Desweiteren wurde ein ausfiihrlicher Vergleich der
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mit adaptiver FEM erzeugten Néherungslosung eines ebenen geraden Rifiproblems
mit der analytischen Losung fiir das zugehorige asymptotische Problem in der un-
endlichen Ebene (elektromechanischer Griffithrifi) angestellt. Hier zeigt sich, dafl aus-
gehend von einem Startnetz mit etwa 100 Knoten dank der Adaptivitédt schon bei
einem Netz mit etwa 1000 Knoten die asymptotische Losung vergleichsweise sehr gut
angendhert wird.

. Eine interessante und sehr aktuelle Thematik ist das Wachstum von Ermiidungsris-
sen. Der Einbau von wachsenden Rifistrukturen sowie die Anpassung einer geeigneten
Vorkonditionierung auf aufreilende Netze im zweidimensionalen Fall fiir das lineare
Piezoproblem konnte im Rahmen dieser Arbeit erfolgen.

. Das in Kooperation mit der TU BA Freiberg erstellte Simulationswerkzeug ITCrack
nutzt wesentliche Ergebnisse dieser Arbeit und kann als Grundlage dienen, mogliche
Bruchkriterien fiir zweidimensionale Rifiwachstumsprobleme in Piezomaterialien zu
testen. Im Hinblick auf eine realitdtsnahe Simulation sind dabei noch Moglichkeiten
zur Erweiterung zu beachten. Zum Beispiel sei hier die Einbeziehung des Zusammen-
spiels von Rifiwachstum und Kontakt zwischen den Rififlanken bei moglicher (teil-
weiser) RiBschlieBung genannt, im Hinblick auf Modellierung und Implementierung
der dabei auftretenden elektrischen und mechanischen Wirkungen.
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