i Kinematik zwangliufiger Mechanismen

1.1.  Aufgabenstellung

Die kinematische Analyse ist die Grundlage fiir die kinetostatische und die dynami-
sche Analyse eines Mechanismus beliebiger Struktur. Die Struktur eines Mechanismus
wird bestimmt durch die Anzahl und die Art der Kopplung seiner Glieder. Die
Kopplungsstellen sind z. B. Drehgelenke, Schubgelenke, Rédergelenke oder Kurven-
gelenke. Bei der kinematischen Analyse besteht die Aufgabe, fiir gegebene geometri-
sche Abmessungen und gegebene zeitliche Bewegungsabldufe der Antriebsglieder
fiir Punkte der Abtriebsglieder den Weg, die Geschwindigkeit und die Beschleuni-
gung (oder beziiglich der Drehachsen Winkel, Winkelgeschwindigkeit und Winkel-
beschleunigung) zu berechnen. Manchmal interessieren auch die hoheren Zeitablei-
tungen der Wege und Winkel.

Alle diese kinematischen GréBen, und dariiber hinaus Toleranzeinfliisse und sta-
tische Kraftrelationen, stehen in Zusammenhang mit der kinematischen Ubertra-
gungsfunktion (Lagefunktion). Die Berechnung einer kinematischen Ubertragungs-
funktion, kurz ,,U-Funktion‘‘ genannt, ist die Grundlage fiir alle kinematischen und
dynamischen Untersuchungen. Eine U-Funktion beschreibt den funktionalen Zu-
sammenhang zwischen einer Antriebskoordinate ¢, die ein Weg oder ein Winkel sein
kann, und einer Abtriebskoordinate U, die entweder ein Amtriebsweg s oder ein
Ahtriebswinkel ¢ ist: U = U(q). Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des
Abtriebsgliedes ergeben sich durch Differentiation der Lagefunktion nach der Zeit:

U=U0q¢, U=U4q4+ U"¢. (1)

Die dabei vorkommenden Funktionen U’ und U” stellen die erste bzw. zweite Ab-
leitung der Lagefunktion nach der Antriebskoordinate dar und heiBlen U-Funktionen
erster bzw. zweiter Ordnung. Sie sind unabhéngig von der Zeit und dem Bewegungs-
zustand, da sie nur von der Stellung des Mechanismus abhédngen. -

Bei gleichmiBig iibersetzenden Getrieben ist das Ubersetzungsverhiltnis (das
Verhiltnis zweier Drehzahlen) ein Sonderfall von U’. Das Verhéltnis der Abtriebs-
geschwindigkeit zur Antriebsdrehgeschwindigkeit, fiir das auch der Ausdruck
Drehschubstrecke [1] bekannt ist, stellt ebenfalls eine U-Funktion erster Ordnung dar.
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U-Funktionen erster Ordnung sind dimensionslos oder haben die Dimension einer
Linge oder einer reziproken Linge.

Die Zwangsbedingungen (Bindungsgleichungen), welche die Tatsache ausdriicken,
daB ein Mechanismus zusammenhingt und zwangldufig ist, bilden den Ausgangs-
punkt zur Berechnung der U-Funktionen nullter und hoherer Ordnung. Als analy-
tische Beziehungen zwischen den geometrischen GroéfBen, liefern die Zwangsbe-
dingungen zunéchst die U-Funktionen nullter Ordnung.

Es kann zweckmiBig sein, die U-Funktionen erster und héherer Ordnung mit
numerischen Methoden aus der punktweise bekannten U-Funktion nullter Ordnung
zu bestimmen. Die Funktionen U’ und U’’ ergeben sich z. B. niherungsweise aus dem
Differenzenquotienten :

24q )

_ Ulg + 49) — 2U(g) + Ulg — 49)
(4g)* '

Dabei ist Aq eine kleine GroBe, z. B. ein Winkel von Aq = Ap = 104 rad. Zur Be-
rechnung der U-Funktionen erster und zweiter Ordnung bei irgendeinem Wert der
Antriebskoordinate mufl man U dann nicht nur fiir den gegebenen Wert ¢, sondern
auch bei den Werten g + Aq und ¢ — Aq ermitteln, also pro interessierender Stellung
dreifach. Angesichts der Kleinheit von 4q garantieren die Formeln (2) und (3) eine
praktisch meist ausreichende Rechengenauigkeit.

Im allgemeinen ist es jedoch zweckmiBig, die U-Funktionen erster und zweiter
Ordnung aus den differenzierten Zwangsbedingungen direkt zu berechnen und um-
gekehrt die U-Funktionen nullter Ordnung aus ihnen zu bestimmen. Ist fiir eine
Anfangsstellung ¢, die U-Funktion gegeben, so folgt U fiir eine Nachbarstellung
(90 + Aq) aus der Beziehung

@)

U/I

3)

1
U(qo + 4q) = Ul(gy) + U’(q0) 4q + -y U’ (q0) (49)* + ... 4)

In den folgenden Abschnitten werden zwei Methoden zur Ermittlung der U-Funktio-
nen beschrieben. Die erste Methode, die vom Konzept der Gliedergruppe ausgeht,
zeichnet sich durch geringen Rechenaufwand aus. Mit ihr lassen sich etwa 909, der
im Maschinenbau benutzten Mechanismen behandeln [1.15], [1.20], [1.24]. Die zweite
Methode, die das Konzept der unabhédngigen Maschen benutzt, ist fiir Mechanismen
beliebiger Struktur anwendbar, jedoch bedingt sie infolge des dabei benutzten
iterativen Herangehens einen gréBeren Rechenaufwand.

Beide Methoden sind dazu geeignet, Programmsysteme fiir ebene Mechanismen zu
konzipieren. Solche Rechenprogramme wurden seit Ende der sechziger und zu Beginn
der siebziger Jahre unabhéngig voneinander in mehreren Léndern entwickelt. Einige
Programme ([1.9],[1.15], [1.18], [1.20], [3.41]) benutzen das Gliedergruppen-Konzept,
wihrend andere ([1.1], [1.2], [1.3], [1.7], [1.10], [1.14], [1.16], [1.21], [1.22], [2.6],
[2.10], [5.23]) auf dem Maschenkonzept beruhen.

Gegenwirtig existieren viele solcher Programme, vorwiegend in gréferen techni-
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schen Bildungseinrichtungen und in Forschungszentren der Industrie. Da aber die
Algorithmen fiir jede Rechnergeneration von Interesse bleiben, sollen die Grund-
gedanken hier beschrieben werden.

1.2.  Gliedergruppen-Konzept

1.2.1. Kinematik einer Dyade

Die Ordnung der Getriebe beruht auf den grundsétzlichen kinematischen Merkmalen
bei der Ubertragung der Bewegung. Assur empfahl eine Einteilung der Mechanismen
nach ihrer Entwicklung aus den einfachsten kinematischen Ketten durch Hinzu-
fiigung neuer Glieder und kinematischer Paare [1], [15], [18], [19], [21].

Die U-Funktion eines Mechanismus ergibt sich aus den kinematischen GroBen
einzelner Gliedergruppen, welche sich relativ einfach bestimmen lassen. Die Analyse
des Gesamtmechanismus wird auf die Analyse der Gliedergruppen zuriickgefiihrt, aus
denen er besteht, vgl. Abschnitt 1.2.2.

Zunichst wird ein ebener Zweischlag (Dyade) betrachtet, bei welchem alle Gelenke
der miteinander verbundenen starren Koérper Drehgelenke mit parallelen Achsen sind
(ebene Bewegung). Die Indizes zweier gekoppelter Korper seien 5 und k. Gegeben sind
die Bewegungen der ,,Eingangspunkte O;(x;, i;) und Oy(w, y;) durch ihre Wege
und deren Zeitableitungen. Gesucht sind die Winkel (¢,, ¢;) und die Wege des ,,Glied-
punktes (Zjm, ¥jm) und deren Zeitableitungen. Durch Vertauschung der Indizes
folgen analoge Formeln fiir den Gliedpunkt (k, n); vgl. Bild 1.1 (auf der z-Achse lies
x; statt x;,).

Glied 7 ist am Drehgelenk (¢, §) mit einem nicht dargestellten Glied i verbunden,
wihrend Glied k& auBer mit Glied 7 noch mit einem Nachbarglied mit dem Index 7 am
Gelenkpunkt (k, ) verbunden ist.

Yim
Yik
Yj

Ykn

Ykt

. KX Km o Xin Xk YK X
Bild 1.1 Bezeichnungen an einer Dyade mit Drehgelenken

2 Dresig, Dynamik
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Die Lage der Bezugspunkte 0; A ij = (i,) und Oy A kl = (k, 1) ist durch die
Koordinaten x;;, yij, o, und y;, bestimmt, die wiederum entsprechend des Laufgrads
F von der Stellung einer oder mehrerer Antriebskoordinaten abhingen. Die Lage
beider Glieder ist gekennzeichnet durch die Winkel ¢;, ¢, und die Koordinaten des
Gelenks (7, k). Die ,,Ausgangspunkte‘ (j, m) und (k, ») konnen wieder als ,,Eingangs-
punkte fiir die folgenden Gliedergruppen benutzt werden. Mit jedem Glied j ist
ein korperfestes &;n;-Koordinatensystem verbunden. Die &;-Achse verliuft von
dem Gelenkpunkt (4, §) zum Verbindungsgelenk (4, k), wihrend die n;-Achse darauf
senkrecht steht. Analog beginnt &, beim Gelenk (k, 7). Der Winkel ¢; wird von der
positiven z-Achse in mathematisch positivem Sinn bis zur &;-Achse positiv gezéhlt.

Die Gleichungen zur Berechnung der Koordinaten von jm, ¥jm, ®gn, Yin und der
Winkel ¢; und ¢, folgen aus den Zwangsbedingungen, d. h. aus der Bedingung, da8
die Projektionen der Koordinaten der Gelenkpunkte auf die beiden Koordinaten-
achsen in der Summe einen geschlossenen Linienzug bilden, vgl. Bild 1.1:

xij + I cos g — Iy cos g — y =0, (1)

Yij + lising; — L singp — y = 0. (2)
Mit den Abkiirzungen

—By; = Bj = xij — au, —Chi = Cjp = Yij — Y (3)
fiir die Wegdifferenzen der Bezugspunkte haben (1) und (2) die Form

l; cos p; = I cos ¢ — By, (4)

ljsin @; = I sin ¢ — Cy. (5)
Quadrieren und Summieren von (4) und (5) ergibt

—12 + 4® — 2By cos ¢ — 20l sin ¢ + B + C3, = 0. (6)
Daraus folgt eine Gleichung zur Berechnung des Winkels ¢,

aj co8 g = 1 — by sin ¢, (7)

wobei folgende Abkiirzungen benutzt werden:

" 2Byl ik 20, 8
@ik B 2 2 2’ ik = 'pa 2 2 2° (8)
i+ Cie + U2 — U Bj + Ci + U —
Aus (7) folgt zunidchst durch Quadrieren
a,’?k(l — sin? (Pk) =1— 2b]k sin Pk + b,zk Sin2 Pk (9)
und daraus
: — a2
Bt — B i e g (10)

2 2 2 2
@ + bji aj + bji
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Diese quadratische Gleichung hat zwei Wurzeln:

; bie & anlaj + bj — 1

sin = . 11

(sin @)y,2 a]gk + b]2'k (11)
Mit Hilfe von (7) und (11) ergibt sich der Kosinus:

(con i = T eV ek TP =1 (12)

i ayz'k + b]gk
Falls der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist, existieren zwei reelle Winkel (¢,),
und (g), unterschiedlicher GroBe, weil mit denselben Léngen I; und [, bei gleichen
Lagen der Gelenkpunkte (¢, j) und (%, l) zwei verschiedene Lagen der Dyade moglich
sind, vgl. Bild 1.1. Sie entsprechen den sogenannten Montagevarianten der Dyade.
Wird die Wurzel gleich 0, so entsteht eine Strecklage oder Decklage. Die Winkel
(px); und (@), konnen ermittelt werden, wenn sowohl der Sinus (11) als auch der
Kosinus (12) bekannt sind, weil sonst die Zuordnung zu den Quadranten (spitzer oder
stumpfer Winkel) nicht eindeutig ist.
Die Sinus und Kosinus der Winkel (¢;), und (g;), folgen aus (4) und (5) oder wenn

in (11) und (12) der Index j mit dem Index k vertauscht wird, vgl. (8):

b bkj :F a,,ﬂaij + bz] — 1

sin @; = X 13

(si Pi1.e a§j+ bij (13)
a’ki :{: b[‘,' Vai, —|— bi’ —1 1

; — x 4

(cos @j)1,2 o+ 0 (14)

Die Koordinaten der gesuchten Gliedpunkte (7, m) und (k, =) ergeben sich mit Hilfe
einfacher geometrischer Betrachtungen aus Bild 1.1. Sie lassen sich mit den GréB8en
nach (11) bis (14) berechnen, d. h. ohne Bildung der Arcusfunktionen:

Xjm = Xij + &Ejm COS @j — My SIN @y, (15)
Yim = Yij + Ejm SIN @; + 7 COS @;, (16)
Tgn = Tpy + Ekn COS P — Mgy SIN @y, (17)
Yin = Yo + Ein SIN @ + 7y COS @« (18)

Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten wird von den Zwangsbedingungen (1) und
(2) ausgegangen. Die einmalige Differentiation nach der Zeit ergibt

Zi; — Lig; sin @; + L@y sin @ — &y = 0, : (19)
Yij + Lip; cos @j — Ly cos g — Gy = 0. (20)

Dies sind zwei Gleichungen fiir die beiden unbekannten Winkelgeschwindigkeiten
¢; und ¢.. Die Losung lautet

P Bk’ COS @y + Ok] sin P s pis _B.]” COS8 @; R ij sin ['Z]

@ : : : (21)
§ lj sin (¢, — @;) b sin (@ — @;)

2%
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Dabei gilt wegen (3) fiir die Relativgeschwindigkeit der Bezugspunkte:

By = —dy + &, Cy = —8ij + Ju- (22)
Die Geschwindigkeiten beliebiger Gliedpunkte, die im korperfesten Bezugssystem die
Koordinaten (&, 1jm) bzZw. (&¢n, 7ka) haben, ergeben sich durch eine Differentiation
der Gleichungen (15) bis (18), die die Lage dieser Gliedpunkte ausdriicken:

C.C’-m = @,’i = (Pf(fi"l sin Pi —+ ")jm COS Q,') ’ (23)

Yim = Yi + Pi(Ejm COS @j — njm SiN @;). (24)
Durch Vertauschung der Indizes ¢ mit /,  mit £ und m mit n ergeben sich aus (23)
und (24) analoge Formeln fiir &, und 7,.

Diese Beziehungen beriicksichtigen die aus (21) bekannten Winkelgeschwindig-
keiten und die aus (11) bis (14) bekannten Winkelfunktionen. Die Berechnung der
Beschleunigungen geht von (19) und (20) aus. Ihre Differentiation nach der Zeit
ergibt nach Umordnung der Terme

—1py sin @; + by sin @ = By + % cos g — Lipy® €08 g, (25)
li¢f COS @; — lk¢k COS @ = ('jki + li(?fz sin ®i — lk¢k2 sin [ (26)
Daraus folgen die Winkelbeschleunigungen
b Bki CcOoSs Pr + éki sin P — lk(i’kz + liq.J,'z CcOS ((Pk = (P,)
l’ sin ((pk == (p’)
. Byjcos g; + Cyjsin g; + g2 — Liy? cos (g — ;)
Pe = : . (28)
b sin (g — ;)
Sie sind also berechenbar aus den Relativbeschleunigungen der beiden Bezugspunkte
(4, 7) und (k, 1),
By = —&j + &, Cyy = —i + G, (29)
in denen nur bekannte Beschleunigungskomponenten vorkommen, sowie aus den

bekannten Winkelgeschwindigkeiten, vgl. (21). Die Beschleunigung eines beliebigen
Gliedpunktes folgt dann durch Differentiation von (23) und (24):

, (27)

Pi

Bjm = &ij — §i(Em SIN @j + Njm €08 @;) — §*(§jm COS @ — Mjm SN @;),  (30)

Jim = Ji + Pi(Eim €08 @j — Mjm 81N @;) — ¢;*(Ejm SIN @5 + Njm cOS @5). (31)

Tabelle 1.1 enthilt eine Zusammenstellung der Formeln fiir zwei wichtige Dyaden-

arten, die auf dem dargelegten Weg ermittelt wurden [1.24]. Die Programmierung

dieser Formeln kann in Unterprogrammen erfolgen. Die Struktur des konkret interes-

sierenden Dyadenmechanismus 148t sich dann durch eine Indexfolge verschliisseln,

mit welcher rechnerintern der Aufruf der Unterprogramme und die Analyse erfolgt.

Bei Benutzung der Dyaden wird im Gegensatz zum Maschenkonzept (Abschnitt

1.3.), wo die kérperfesten Bezugssysteme beliebig wéhlbar sind, die Orientierung der
&;,m-Systeme durch folgende Vereinbarungen festgelegt:

— Der Ursprung O; des Koordinatensystems eines Gliedes j, das zwei Drehgelenke
besitzt, wird in das AnschluBgelenk (i, j) gelegt. Die &;-Achse verlauft positiv



Tabelle 1.1.

Grundformeln zur Kinematik von Dyaden
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zum Verbindungsgelenk (7, k), und die Gliedlinge ist I; = &; > 0. Daraus folgt,
daB analog O, im AnschluBgelenk (&, 7) liegt und I, = &; > 0 gilt, weil die &-
Achse auch zum Verbindungsgelenk (7, k) gerichtet ist, vgl. Fall 1 und 2 in
Tabelle 1.1 sowie Bild 1.1.

— Bei einem Glied 7, das ein Dreh- und ein Schubgelenk besitzt, wird die 7;-Achse
in die Schubgerade gelegt. Die &;-Achse, die senkrecht darauf steht, verliuft
durch das Drehgelenk. Die positive &;-Richtung ist dadurch bestimmt, daB der
Abstand des Drehgelenkes vom Ursprung positiv ist (&; =1; = 0 oder & = ;
= 0). Die Koordinatenwerte des Schubgelenkes (7;; oder 7;.) konnen positiv oder
negativ sein.

Im Sonderfall /; =, =0 werden innerhalb der Dyade die beiden Koordinaten-
systeme gleichsinnig ausgerichtet, so daB ¢; = ¢, wird.

Die Getriebeglieder, deren Langen 7; > 0 und [, > 0 bekannt sind, kénnen auf
verschiedene Weise miteinander verbunden werden. PErsacu [1.15] wies darauthin,
daB bei den Dyaden zwei bis vier Montagevarianten unterscheidbar sind. Wahrend
der Bewegung eines Mechanismus bleibt normalerweise, falls indifferente Streck-
oder Decklagen vermieden werden, die Montagevariante M erhalten, die mit der
Anfangsstellung bestimmt wurde. Die Montagevarianten werden mit den Ziffern
M =1, ..., 4 charakterisiert.

In Tabelle 1.1 ist jeweils eine Montagevariante durch eine Vollinie hervorgehoben,
wihrend die anderen gestrichelt dargestellt sind.

Die Montagevariante M ergibt sich aus den Kennzahlen K und L. Fiir die Dyaden-
art 1 mit drei Drehgelenken (Fall 1 in Tabelle 1.1) gilt

M = (K + 3)/2. (32)

Fiir die Dyadenart 2 mit zwei Drehgelenken und einem Schubgelenk (Fall 2 in Ta-
belle 1.1) gilt

M = (K +5))2 + L. (33)

Umgekehrt sind auch aus der Montagevariante M die Kennzahlen K und L bestimm-
bar, welche die Werte -1 annehmen.

Setzt man die Werte K und L in die Gleichungen der Tabelle 1.1 ein, so erhilt
man die betreffenden kinematischen Groflen, die der festgelegten Montagevariante
entsprechen, beginnend mit ¢;* und ¢, (*. Réumliche Dyaden lassen sich analog
behandeln, und das Gliedergruppenkonzept ist sinngeméa8 auf raumliche Mechanis-
men iibertragbar.

1.2.2. Kinematik von Dyadenmechanismen

Die Mehrzahl der Getriebe, die in Maschinen und Geréten angewendet werden, lassen
sich aus Assur-Gruppen 1. Klasse und 2. Ordnung zusammensetzen. Zur Familie
dieser Dyadenmechanismen gehéren die in Bild 1.2 dargestellten Mechanismen. Sie
sind dadurch gekennzeichnet, dafl sie auler dem Antriebsglied und dem Gestell nur
aus Dyaden zusammengesetzt sind und ihre Gelenke nur Dreh- oder Schubgelenke
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sind. Zur eindeutigen Kennzeichnung werden die Glieder eines Mechanismus fort-

laufend mit ¢ = 1, 2, ..., I numeriert. Das Gestell erhilt die Nummer 1 und das
Antriebsglied die Nummer 2.

Die Analyse eines Mechanismus, der aus Dyaden besteht, erfolgt schrittweise ent-
sprechend seiner speziellen Struktur. Aus bekannten Werten der Lingen (I;, /;) und

1

a)

C)
1333
5168
Stufe | i j [k L ]m
1 1 44131215
€) 2 [1[9]w]21]8
3 17 E8 946
v 4 | 57106517 )= W
4
100+ 15 56
mm
Antrieb 3 34
23,12 . Koppelkurve
2 1 (Abtrieb)
210 ]
50 1
i 9
8
1 1 1 35 /ﬂ
] 50 100 mm 150 X 67 7 7 1 78

Bild 1.2 Beispiele von Mechanismen, die aus Dyaden zusammengesetzt sind
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Koordinaten (zjj, ¥ij, 21, yw) der ,,Eingangspunkte® (4, j) und (k, ) werden die
Koordinaten des ,,Ausgangspunktes (j, m) berechnet. Dazu muBl zu Beginn die
Reihenfolge entsprechend des Strukturaufbaus gewihlt werden.

Bei Mechanismen, deren Struktur aus kettenférmig angeordneten Dyaden besteht,
ist die Reihenfolge eindeutig, bei vermaschten Strukturen kann sie ausgewahlt wer-
den. Die Koordinaten der Gelenke werden somit schrittweise auf Grund der kodierten
Indizes in Abhéngigkeit von den geometrischen Parametern der angeschlossenen
Dyaden berechnet.

y

Bild 1.3 Geometrische Parameter des sechsgliedrigen Koppelgetriebes

Die Indexfolge i, 7, k, I, m, bei der die Reihenfolge der Indizes wesentlich ist, muf3
fiir jeden Schritt der Berechnung festgelegt werden und kodiert den Algorithmus.
Sie besagt, daB aus den Zustdnden der Punkte (¢, ) und (k, I) der Zustand am Punkt
(7, m) berechnet wird, vgl. (1.2.1/15, 16, 23, 24, 30, 31). Durch die Kombination weni-
ger Formeln fiir die im Mechanismus vorkommenden Dyadenarten (vgl. Tabelle 1.1)
lassen sich also die kinematischen GréBen von Dyadenmechanismen berechnen. In
Bild 1.2 ist fiir die einzelnen Schritte des Berechnungsganges zeilenweise in der
Indextabelle die benutzte Indexfolge i, 7, k, I, m angegeben (im Bild 1.2 a—d sind die
Buchstaben k und 7 zu vertauschen). Die automatische Strukturerfassung auf Grund
der Gelenkindizes erfolgte durch Prisacu [1.15] und THUMMEL [3.41].

Es soll gezeigt werden, wie die geometrischen und kinematischen Gréfien eines
sechsgliedrigen Koppelgetriebes der in Bild 1.3 dargestellten Struktur mit der ange-
gebenen Methode berechenbar sind. Fiir einen gegebenen Antriebswinkel g = ¢, (¢) wer-
den bei bekannten Abmessungen l,, I3, Iy, Is, ls, %41, Ya1> Te1> Yo15 E355 M35 die GroBen g, g
und ¢; gesucht. Aus der Bewegung des ,,Eingangspunktes (2, 3), die in der Form
Xy3 = Iy cOs @, und y,3 = I, sin @, gegeben ist, und mit dem festen Gestellpunkt (1, 4)
= (4, 1) ergeben sich gemaB (1.2.1./3) die Koordinatendifferenzen

—By3 = By = %p3 — @y, —Cy3 = O34 = Yo3 — Ya1- (1)

Dabeigilt ¢ = 2,7 =3,k = 4,1 = 1, m = b entsprechend der in Bild 1.1 definierten
Bezeichnungen der Dyade, also die Indexfolge 234 1 5. Aus (1.2.1./8) ergeben sich
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damit die dimensionslosen GréBen ag, und by, woraus sin ¢, und cos ¢, aus (1.2.1./11
und 12) berechnet werden. Zur Berechnung von sin ¢; und cos ¢; werden noch a,; und
bys aus (1.2.1./8) bestimmt, wobei die Indizes j und k vertauscht werden. Mit diesen
Winkelfunktionen ergeben sich ¢; und ¢, aus (1.2.1./21), da die Komponenten der
Relativgeschwindigkeiten der Bezugspunkte aus (1.2.1./22) bekannt sind, vgl. (1):

Bts = —&y3 = Ly, Sin @y, 043 = —o3 = —Lyp COS @, . (2)

Die Lage von (3, 5) folgt aus (1.2.1./15 und 16).
Die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes (3, 5) folgen aus (1.2.1./23 und 24)
mit (j = 3, m = 5) und die Winkelbeschleunigungen ¢; und ¢, aus (1.2.1./27 und 28).

3)
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Bild 1.4 Maogliche Montagevarianten eines sechsgliedrigen Koppelgetriebes

Die Relativbeschleunigungen erhélt man durch Differentiation von (2) entspre-
chend (1.2.1./29), weil &, = ;4 = 0 (Festpunkt) ist:

343 = —&y3 = Ly(P, sin @y - @,% cOS @,), (3)
é43 = —fja3 = ly(—P, cos @, + @, sin @,). (4)

Die Beschleunigungen des Koppelpunktes (3, 5) ergeben sich mit &3, a3, ¢3, Sin @,
cos @3 und ¢z aus (1.2.1./30 und 31) fiir ¢ = 2,5 = 3, m = 5.

Geometrische und kinematische Grofien der Punkte (3, 5) und (6, 1) sind die Ein-
gangsgroBen fiir die Berechnung der Bewegung der Dyade (5—6) und speziell des hier
interessierenden Winkels ¢ mit seinen Zeitableitungen. Die GroBlen fiir x5, und ys;,
(vgl. Bild 1.3) kénnen auf demselben Weg berechnet werden, wenn noch &;, und 7,
gegeben sind. Fiir diese neue Dyade, die sich auf die ,,Eingangspunkte* (3, 5) und
(6, 1) stiitzt, miissen die Indizes gemaB Bild 1.1 bezeichnet werden, d. h., es gilt fir
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diesen zweiten Schritt mit denselben Formeln ¢ =3, j =5,k =6,1 =1, m =17,
d. h., die Indexfolge 3 5 6 1 7 bestimmt die zweite Stufe. Die weiteren Rechenschritte
erfolgen mit den Formeln, die in Tabelle 1.1 zusammengestellt sind. Das sechsgliedrige
Koppelgetriebe besitzt vier Montagevarianten, vgl. Bild 1.4. Diein Tabelle 1.1 ange-
gebenen Formeln ergeben entsprechend der vier moglichen Vorzeichenkombinationen
diese vier Varianten. Der Konstrukteur mufl dabei entscheiden, welche konkrete
Montagevariante gg*) zutrifft.

Die Reihenfolge der berechneten Werte ist dann also folgende, vgl. Bild 1.3:
sin @g, COS g, Sin @5, COS @5, Ps, s Pg, Wobei die nicht unterstrichenen GroBen als
Zwischenwerte benétigt werden. Aus sin g und cos ¢, folgen ¢ und die Lage des
Quadranten dieses Winkels.

1.2.3. Partielle Ableitungen und U-Funktionen

Die U-Funktion wurde in 1.2.1. als Oberbegriff fiir kinematische Ubertragungs-
funktionen der Winkel und Wege eingefiihrt, die von der Antriebskoordinate
abhiéingen. Je nachdem, welche der Funktionen ¢;(p), (p), Zim(p) oder y;n(p) als
Abtriebskoordinate interessiert, wird diese als die U-Funktion nullter Ordnung
bezeichnet. Die U-Funktionen erster Ordnung sind dann deren partielle Ableitungen
nach dem Antriebswinkel . Mit anderen Worten : Die U-Funktionen erster Ordnung
sind analog zur Geschwindigkeit und die U-Funktionen zweiter Ordnung analog zur
Beschleunigung berechenbar und aus Abschnitt 1.2.1. indirekt schon bekannt. Es
gilt ndmlich fir (1.2.1./21) auch ¢; = ¢;’¢ und ¢, = ¢,'¢, d. h., die betreffende
U-Funktion erster Ordnung ist z. B.

B;; cos g + O sin g

U’ é (Pj’ == -
l]- sin (¢ — ;)

= 9il®> 1

und aus (1.2.1./27 und 28) folgt durch einen Koeffizientenvergleich mit (1.2.1./1)
die U-Funktion zweiter Ordnung:

w __ Bijcos g + Cjjsin g — by + by cos (g — )

U”é ®; :
lj sin (g — @;)

7

. (2)

Die Berechnung der U-Funktionen erster und héherer Ordnung kann als Spezialfall
der Berechnung partieller Ableitungen der U-Funktionen nullter Ordnung nach
beliebigen geometrischen Parametern eines Mechanismus betrachtet werden.

Vielfach will man wissen, wie sich U-Funktionen nullter und héherer Ordnung
andern, wenn geometrische Parameter des Mechanismus (I;, &;,, 77;,) variiert wer-
den. Es interessieren dabei oft kleine Parameterinderungen, z. B. fiir die Unter-
suchung des Einflusses von Spiel, Toleranzen und Deformationen (vgl. Abschnitt
4.2.1.), und auch bei der Berechnung der Gelenkkrifte und der verallgemeinerten
Massen braucht man die ersten Ableitungen, vgl. Abschnitt 2.2.1. und 2.2.2.

Die geometrischen Parameter werden einheitlich mit w, (p =1,2,..., P) be-
zeichnet und im Parametervektor W = (wy, ws, ..., wp) zusammengefaft. Der Ein-
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fluB der Parameterinderungen Aw, auf die U-Funktion 1Bt sich durch eine Taylor-
reihe nidherungsweise ausdriicken :

1
UW, + AW) = UWy) + X U hwy+ - 5 Z U pwpdug + ... (3)
» P q

Es sind dabei partielle Ableitungen der U-Funktion nach den geometrischen Para-
metern w, zu bilden, die zur Abkiirzung durch ein Komma und den Index der Para-
meter bezeichnet werden, so dal

oU *U
Lol R . L. W PR )

owp| , Owp0wy | vy,

gilt. Wenn man die Zwangsbedingungen einer Dyade implizit nach dem Parameter
w, differenziert, erhdlt man zwei lineare Gleichungen fiir die partiellen Ableitungen,
wobei fiir jeden Parameter w, nur eine andere ,,rechte Seite entsteht. Fiir die Dyade
mit Drehgelenken (Bild 1.1) folgt aus (1.2.1./1 und 2)

—1; sin @9, + b Sin @@y, = —Xij p — Uj,p €08 @5+ U p COSQL +Tpy > (5)

lj co8 @jjp — U COS PuPrp = —Yij,p — lip SIN @5 + LepSin @ + Ypyp.  (6)

Daraus konnen die ¢; , und ¢, , leicht berechnet werden. Mit ihnen lassen sich dann
auch die partiellen Ableitungen der Wege berechnen. Sie folgen aus (1.2.1./15 und 16):

Tjm,p = Tij,p + Ejm,p COS @j — Njm,p SIN @ — (§jm SIN @j + Njm COS @5) Pjps  (7)
Yim,p = Yij.p T+ Ejm,p SINQj + Njm,p €08 @; + (§jm COS @; — Njm SIN @) @ 5. (8)

In (5) bis (8) wurden alle moglichen Fille fiir die ersten Ableitungen erfaBt. Die
Formeln sind fiir jeden konkreten geometrischen Parameter w, bedeutend kiirzer,
da viele der Ableitungen dann identisch O sind. Tabelle 1.2 stellt die partiellen Ab-
leitungen, die auf den rechten Seiten von (5) bis (8) erscheinen kénnen, iibersichtlich
dar. Der Antriebswinkel ¢, als ein Spezialfall eines der Parameter w,, ordnet sich
hier natiirlich mit ein.

Tabelle 1.2 Partielle Ableitungen U ,, fiir die Gleichungen (5) bis (8)
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Die zweiten und hoheren Ableitungen sind ebenso aus den implizit differenzierten
Zwangsbedingungen (jeweils zwei linearen Gleichungen) berechenbar. Aus (5) und (6)
folgt z. B. durch Differentiation nach w, (der Index ¢ muB vom Index p unterschie-
den werden)

—lf Sin (P]' . ¢j,pq + lk Sin P * (pk,pq =1, (9)
l" cos U7 ¢f.m — lk COS @y - q)k,pq =T3. (10)

Weil die zweiten Ableitungen von /; und 7, immer gleich 0 sind, gilt

1y = (,oPip + b.p®ig) S0 @5 — (b, Pr,p + lepPr ) SID @i

+ ¥ €08 9;®;, 050 — U COS PuP,pPrqa — Tij,pe T+ Tit,pa> (11)
Ty = —(li.q?’i,p + lj,p¢j,q) cos @; + (lk.q'Pk,p + lk.p‘Pk,q) COS @
+ 1 sin @;9; ,®j.¢ — U SID QuPe 2 Ph.q — Yijpa + Yrtpg- (12)

Aus (9) und (10) folgen @;, ,, und g ,,. Mit ihnen ergeben sich die zweiten Ableitungen
der Koordinaten, die man aus (7) und (8) durch Differentiation gewinnt:

Tim,pg = Zij,pg — (Ejm SIN @j + Njm COS @;) Pj,pg — (§jm COS Pj — Njm SIN @;) @; 1 Pj q
— Ejm,pPig T Eim.aPi,p) S0 @j — Mjm pPj.q + Njm,ePi,p) CO8 @j, (13)

“Yim.pg = Yijpg T (Ejm COS @5 — Njm SIN @) @j,pg — (§jm SIN Pj + Njm COS @;) Q; ,Pj g
+ EjmpPig + Eim.aPi.p) CO8 @; — (Mjm,pPi.q + Nim,ePi,p) SIN @;. (14)

Die hoheren Ableitungen lassen sich analog herleiten. Sie sind bestimmbar, wenn
die niedrigeren Ableitungen bekannt sind, da diese in den ,,rechten Seiten* auftreten.

Als Beispiel sollen fiir das in Bild 1.3 dargestellte Getriebe die Formeln fiir die
partiellen Ableitungen von ¢g und y;, nach der Lagerkoordinate x4 bzw. der Lange I,
angegeben werden. Fiir die zweite Dyade gilt die Indexfolge i = 3,7 =5,k =6,
!l =1, m = T7. Die Gleichungen (5) und (6) nehmen mit diesen Indizes fiir w, A 2,4
= x4, weil gemi Tabelle 1.2 (zweite Zeile) alle partiellen Ableitungen (auBler g, ,
= 1) gleich 0 sind, folgende Form an:

—15 sin @505, + g sin @gpg,, = 1, (15)
l5 cos @595, — ls €OS @@, = 0. (16)

Mit Benutzung des Additionstheorems sin (p; — @5) = sin @ €O8 @5 — cOs @, sin ;5
folgt daraus

Ps.p L 0ps _ : COS @g
014 I5 sin (s — @)

o

Ops COS @5
0%y lg sin (5 — @) j

Die Sinus und Kosinus von ¢; und ¢ sind aus (1.2.1./11 bis 14) bekannt. Aus (8)
ergibt sich, da &, = 757, = 0 ist (Tabelle 1.2),

» Yol (17

Ys7,p = Yas,p + (£57 COS @5 — 157 8N @5) @5 - (18)
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Da y35 nicht von ;5 abhingt, ist auch y;5 , = 0, und es gilt mit (17)

A ) . (&57 cOS @5 — 757 SIn @) COS @

Ysr.p LD . (19)
g 0yg Iy sin (ps — @s)

Ist der Parameter (wie hier I;) in einer vorhergehenden Dyade enthalten, so ist ein
Rechenschritt mehr erforderlich. Aus (5) und (6) folgt analog zu (15) und (16) zu-
nichst fiir w, A I, vgl. Tabelle 1.2,

—15 sin @55 5 + I 8in @, = —Z35,p, (20)
l5 cos @505, — ls COS Ps@6.p = —Ys5,p> (21)

weil sich die Koordinaten des Punktes (3, 5) mit /; andern, aber x;; und ¥4, unabhingig
davon sind. Die partiellen Ableitungen folgen wiederum aus (7) und (8) mit i = 2,
j=3k=4,1=1,m =05, weil @33 , = Yas , = &35,p = N35,, = 0 ist:

Z35,p = — (&35 8In @3 + 735 COS ®3) P3,p (22)

Yas5,p = (&35 COS @3 — 735 SIN @3) @35 (23)

Nun werden noch ¢, und ¢, , benétigt, welche aus (5) und (6) folgen, wobei 2, ,,
= Yasp = li,p = Ta1p = Y1, =0 und ; , = 1 ist:

—13 sin @, , + 1y 8in @49, , = —cos @3, (24)

I3 cOS @33, — 1y COS Qypy,, = —SiN 3. (25)

Die Sinus und Kosinus von ¢; und ¢, sind aus (1.2.1./11 bis 14) fiir diese erste Dyade
bekannt.

Aus dieser Beschreibung wird das schrittweise Herangehen ersichtlich. Es werden
abwechselnd nur die Gleichungen (1.2.1./11 bis 14) und (5) bis (8) bendtigt. Der
Rechenablauf kann algorithmiert und in einem Rechenprogramm realisiert werden.
Im vorliegenden Beispiel 148t sich durch Kombination der Gleichungen (20) bis (25)
auch eine relativ kurze analytische Abhéingigkeit finden:

0 &, sin — -+ 735 COS -
Pop 2 A% _ 535 (-‘P3 ®s) 73.5 (@3 ) c0S (s — @3)- (26)
ol lyls sin (py — @3) sin (@ — @s)

SchlieBlich ergibt sich mit (18) auch

| 0Ysz €35 COS @3 — 735 SIN @y
57 p= s s
oy oly Iy sin (@4 — @3)

+ (&57 €08 @5 — 757 8in @) (&35 sin (p3 — @) + 135 €08 (g5 — ‘Ps)}
byl sin (@, — @3) sin (ps — @5)

X cos (pg — @3)- (27)
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Solche Formeln wie (26) und (27) lassen eine anschauliche geometrische Interpretation
des Ergebnisses zu, und sie konnen auch zur Auswertung auf Tischrechnern von Vor-
teil sein. Auf die Angabe der zweiten partiellen Ableitungen, die durch wiederholte
Anwendung von (9) bis (14) folgen, wird verzichtet.

1.3.  Maschenkonzept

1.3.1. Methode zur Aufstellung der Zwangshedingungen

Die Aufstellung der Zwangsbedingungen eines beliebigen Mechanismus kann formali-
siert werden. Den modernen Rechenprogrammen liegen Algorithmen zu Grunde,
welche aus Informationen iiber die Struktur und die geometrischen Abmessungen
eines Mechanismus die Zwangsbedingungen automatisch aufstellen und lésen. Die
Grundgedanken eines solchen Algorithmus, der in [1.22], [1.23] beschrieben und von
Pauscr [1.16] modifiziert und ausgearbeitet wurde, sollen hier dargelegt werden.
Das Maschenkonzept wurde nahezu gleichzeitig unabhéngig voneinander durch
Pavr/Krascmvovic [1.14], [21] und DrEsic/Pausce/TauBALD/ROSSLER [1.7], [1.8],
[1.16], [1.21] entwickelt. Ausgangspunkt der Beschreibung der Struktur und der
geometrischen Abmessungen ist das Getriebeschema.

Das Getriebeschema enthilt in einer zeichnerischen Darstellung neben der Anzahl
und Anordnung der Glieder auch die Art der Gelenke (topologische Struktur) sowie
die geometrischen Abmessungen, die die Lage der Gelenke innerhalb der Glieder ein-
deutig festlegen.

Ein ebener Mechanismus bestehe aus I Gliedern. Jedem Getriebeglied wird ein
Index j zugeordnet (j =1,2,...,I). Das Gestell erhdlt die Nummer 1, und die
Reihenfolge der Numerierung aller weiteren Getriebeglieder ist beliebig. Jedes Ge-
lenk erhilt einen Doppelindex, der sich aus den Ziffern der verbundenen Getriebe-
glieder zusammensetzt und in der Form (7, k) oder einfach jk geschrieben wird.

In jedem Glied j wird ein gliedfestes (mitbewegtes) &;,7;-Koordinatensystem fest-
gelegt. Im Gegensatz zum Dyadenkonzept kann es beliebig orientiert sein, vgl. 1.2.1.
Alle Koordinatensysteme werden als komplexe Zahlenebenen aufgefafit. Dadurch
kénnen beliebige Punkte eines Gliedes durch komplexe Zahlen dargestellt und die
Vorteile des Rechnens mit komplexen Zahlen genutzt werden. Jedes &;,,;-Koor-
dinatensystem ist durch die Lage seines Bezugspunkts O;(x,;, %o;) und den Winkel ¢;,
der von der z-Achse zur &;-Achse mathematisch positiv gezihlt wird, eindeutig de-
finiert.

Das raumfeste z,y-Koordinatensystem ist mit dem &,,7,-System identisch, so daB
also ¢, =0 ist. Die gliedfesten komplexen Koordinaten ¢;, und ;; aller Gelenkpunkte
(7, k) miissen sowohl beziiglich des Koordinatensystems j({;;) als auch im Koordina-
tensystem des Nachbargliedes £(;;) angegeben werden. Im allgemeinen ist (. =+ ;.
Diese Koordinaten aller Gelenkpunkte reichen aus, um die geometrischen Parameter
(Abmessungen) einer Struktur zu erfassen. Der erste Index der Koordinaten gibt die
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Nummer des Gliedes an, in dem der Gelenkpunkt gelegen ist. Der zweite Index ent-
spricht der Nummer des Nachbargliedes.
Die Lage eines beliebigen Punktes (7, k) im Glied j, dessen gliedfeste Koordination
in komplexer Form durch
L = Ejp + inje = 7y €% = 1j, (cos Bj + 1sin By) (1)
gegeben seien, kann in der raumfesten z,y-Ebene durch die komplexe Zahl
Zie = Zjx + 1Yk = 20j + Cje €% (2)

dargestellt werden, vgl. Bild 1.5. Der Bezugspunkt O; hat die Koordinaten zy; = ;

+ iyg;. Die imaginire Einheit i = | —1 darf nicht mit einem Gliedindex, fiir den im
weiteren manchmal auch der Buchstabe i verwendet wird, verwechselt werden.

y 4 ,
)
(Z4i—zy)
(zj-2;4) 03) (2323 kJ. _l
Yik : (jk) Glied j
Y 0 —F v b
0j N
Z

Bild 1.5 Gliedfeste Koordinatensysteme und Polygon einer Masche

Die gliedfesten Koordinaten eines Gelenkpunktes (4, k) beziiglich desSystems j haben
allgemein die Form

Ciu(t) = [Ea(t) + inju(®)] PO 4 E% 4 ind,. 3)

Mit (3) ist die Bewegung eines Gelenkpunktes relativ zu jedem gliedfesten Koordi-
natensystem angebbar. Die Darstellung vereinfacht sich fiir spezielle Gelenkarten.

In Bild 1.6a, b und c ist jeweils der allgemeine Fall, den die Lage eines gliedfesten
Bezugssystems annehmen kann, gezeichnet worden. Meist ist es jedoch zweckméBig,
den jeweiligen Ursprung O; in ein Gelenk zu legen, so daB £, = 7}, = 0 ist und die
&;-Achse von einem Gelenk zu einem anderen laufen zu lassen, vgl. Bilder 1.3, 1.7
und 1.9 sowie Tabellen 1.3 und 1.4.

Ein Drehgelenk im Gelenkpunkt (j, k) ist sowohl aus der Sicht des Gliedes j als
auch von Glied k aus gesehen unbeweglich. Die gliedfesten Koordinaten des Gelenk-
punktes P = P;; sind

Cie = & + mje, Loy = Exj + iy 4)
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Bild 1.6 Geometrische Parameter der Gelenke
a) Drehgelenk, b) Schubgelenk, ¢) Zahnstangengelenk, d) Riadergelenk

d.h., in (3) ist & = 7% =0, Bj = 0 und analog auch &; = »}; =0, fi; =0, vgl.
Bild 1.6a.

Ein Schubgelenk (j, k) bewegt sich in einem der beiden Glieder, z. B. im Glied £,
auf einer Geraden. Die Bewegung auf dieser gliedfesten Schubgeraden wird durch

Ci(l) = si;(t) P + & + inf; (5)

mit f,; = konst erfaBt. Gleichung (5) kann gedeutet werden als Darstellung der
Drehung einer parallel zur &,.-Achse verlaufenden Geraden um den Winkel g; (Bild
1.6b). Durch Angabe der wihrend der Bewegung des Mechanismus unverénderlichen
GroBen fy; (Steigungswinkel der Geraden) und des Bezugspunktes (521, 7%) ist jede
Schubgerade eindeutig bestimmt.

SinngeméB konnen auch Raderkoppelgetriebe und Zahnradgetriebe erfafit werden.
Ein Riidergelenk, das im System j einen Kreis beschreibt, wird in diesem System durch

Ciu(t) = rjp ¥n® (6)
erfaBt, wobei in (3) & = r; = konst und #; = 0 ist, vgl. Bild 1.6 ¢ und d. Hier ist
jedoch die einschrinkende Forderung zu erfiillen, da der Mittelpunkt des Zahn-
rades mit dem Ursprung des gliedfesten Koordinatensystems zusammenfillt (&7,
= 7} = 0). Die Beschreibung eines beliebigen Kurvengelenks mit (, = 0 durch

Ci(t) = rp(t) €259 baw.  Cp(t) = Ept) + inp(t) (7)

erfordert die Angabe des Kurvenprofils in dem gliedfesten System, vgl. [1.14], [1.16].
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Bei ebenen Koppelgetrieben, Riaderkoppelgetrieben und Zahnradgetrieben treten
Drehgelenke, Schubgelenke, Ridergelenke und Rad-Zahnstangengelenke auf. Dreh-
gelenke besitzen nur einen Freiheitsgrad, den Relativwinkel zwischen beiden glied-
festen Systemen. Die anderen Gelenkarten besitzen einen weiteren Freiheitsgrad in
dem gliedfesten System. Deshalb sind zusdtzliche Zwangsbedingungen fiir Schub-
gelenke, Ridergelenke und Rad-Zahnstangengelenke charakteristisch, die aus den
Bewegungsmaglichkeiten der Gelenke folgen.

Fiir ein Sehubgelenk (Bild 1.6b) bleibt bei beliebigen Bewegungen der Relativ-
winkel zwischen Nachbargliedern unverinderlich. Deshalb gilt ¢; = ¢, oder

;i = ¢ + Pk, @i = Konst. (8)

Bei einem Ridergelenk rollen die Teilkreise der Zahnriader aufeinander ab, ohne zu
gleiten. Deshalb gilt r,,,-B,,,- = +7;fj, und daraus folgt die Beziehung (Bild 1.6d)

Bri = :I:':i Bix + Bij» B = konst. 9)
kj
Die Radien entsprechen dem Verhiltnis der Zahnezahlen (Ubersetzungsverhiltnis).
Der Winkel }; ist der Montagewinkel, welcher die Anfangsstellung bestimmt. Das
negative Vorzeichen gilt fiir AuBlenverzahnung, da¢ positive fiir den Fall eines
innerhalb eines Rades abrollenden Rades (Innenverzahnung).
Bei einem Rad-Zahnstangengelenk (Bild 1.6¢) gilt wegen s, = +7,;f; die Be-
ziehung

8.
B = _rL" + 8%, PBi; = konst. (10)

ki

Das Rad ist das Glied k. Das Vorzeichen folgt aus der Orientierung der Schubgeraden :
,»plus® gilt, wenn die positive Richtung der Schubgeraden vom Rad aus gesehen
nach links gerichtet ist. Dies entspricht einem innenverzahnten Zahnrad mit un-
endlich grofem Radius, vgl. (9).

Auf Kurvengelenke, die ebenfalls in [21], [1.14], [1.16] behandelt wurden, wird aus
Platzgriinden nicht naher eingegangen.

Die Struktur eines beliebigen Mechanismus kann in Maschen aufgeteilt werden.
Eine Masche ist eine Folge von miteinander verbundenen Gliedern, wobei jeweils
benachbarte Glieder sowie das erste mit dem letzten Glied durch Gelenke ver-
bunden sind. Ein Glied darf in einer Masche nur einmal vorkommen, mu8 jedoch
in mindestens einer Masche enthalten sein. Die Verbindung der Gelenkpunkte der
Glieder, die zu einer Masche gehéren, stellt ein geschlossenes Polygon dar.

Die Maschen werden fortlaufend mit dem Index éM numeriert M = 1, 2, ..., IM),
wobei dafiir zwei Buchstaben benutzt werden, weil die Einzelbuchstaben des Alpha-
bets nicht mehr ausreichen. Ein Mechanismus mit 7 Gliedern und 7, Gelenken kann in

T =0, =41 (11)

unabhingige Maschen zerlegt werden [1.14], [1.22], [1.16], [21]. Mehrfachgelenke
sind als zusammenfallende Einzelgelenke zu interpretieren.

3 Dresig, Dynamik
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Mechanismen mit I Gliedern, die nur einfache Drehgelenke besitzen, bestehen aus
I, = (31 — 4)/2 Drehgelenken und gemiB (11) also aus (I — 2)/2 Maschen. Zu einer
Masche gehéren KM Glieder (kM = 3, 4, ..., KM). Die Hochstzahl betrigt KM = 1.

Analog zur Indexfolge bei der Zerlegung eines Mechanismus in Dyaden wird im
Falle der Maschenaufteilung eine Mechanismenstruktur durch eine Maschenmatrix
P = (piaiy) charakterisiert. P ist eine Rechteckmatrix mit /M Zeilen und I Spalten.
In der iM-ten Zeile dieser Matrix (¢M = 1, 2, ..., IM) sind die Ziffern der zur iM-ten
Masche gehorenden KM Getriebeglieder in der Reihenfolge angegeben, wie das
Polygon innerhalb des Mechanismus durchlaufen wird. Falls KM < I ist, sind die
letzten I — KM Elemente der iM-ten Zeile Nullen.

Die topologische Struktur eines ebenen Mechanismus 148t sich mit der Gelenk-
matrix G = ((gik)) beschreiben, welche der aus der Topologie bekannten Adjazenz-
matrix entspricht. Die Gelenkmatrix ist eine (I x I)-Matrix, deren Elemente durch

1, falls Gelenk (j, k) existiert,
ik =
¢ 0, falls Gelenk (4, k) nicht existiert,

definiert sind. Beispiele fiir Gelenkmatrizen enthalten die Tabellen 1.3 und 1.4.

Eine Maschenmatrix kann auf Grund der geschlossenen Polygone, die aus einer
Getriebeskizze ersichtlich sind, aufgestellt werden. Einen Algorithmus, der zum
formalen Aufstellen der Maschenmatrix P aus der Gelenkmatrix G geeignet ist,
wurde z. B. von PauscH [1.16] entwickelt und innerhalb der Programme KOGEOP
[1.16] und DAM [2.6] benutzt. Fiir die damit erhaltenen Maschenmatrizen zeigen
die Tabellen 1.3 und 1.4 Beispiele.

Die Aufteilung eines Mechanismus in unabhéngige Maschen und damit auch die
Maschenmatrix ist allerdings im Gegensatz zur Gelenkmatrix mehrdeutig. Fiir den
Fall 1 in Tabelle 1.4 wire z. B. auch die Maschenmatrix

P (1 2356 0)
143560
benutzbar. Von der Maschenmatrix ist die Form der Jacobi-Matrix A (Bandstruktur
oder stark besetzt) abhingig, die bei der iterativen Losung der Zwangsbedingungen
von Bedeutung ist, vgl. (1.3.3./4).

Mit der Maschenmatrix ist die Voraussetzung zur formalen Aufstellung der Zwangs-
bedingungen gegeben. Die Zwangsbedingungen driicken analytisch aus, daB und
mit welchen Bewegungsmaoglichkeiten die Glieder eines Mechanismus miteinander
verbunden sind. A

Ein Getriebeglied mit der Nummer ; sei durch das Gelenk (j, ¢) mit dem Glied ¢
und durch das Gelenk (j, k) mit dem Glied k verbunden. Dann betrégt der vektorielle

Abstand zwischen den Gelenken (7, ) und (7, k) in komplexer Schreibweise im raum-
festen Bezugssystem

2z — 2ji = (e — Ci) €19, (12)

vgl. Bild 1.5 und (2). Eine Masche bildet ein geschlossenes Polygon. Die Summe aller
Vektoren dieses Polygons ist gleich 0. Somit ergibt sich pro Masche eine komplexe
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Tabelle 1.3. Getriebeschema, Maschenmatrix und Maschengleichung
von einmaschigen Mechanismen

Fall Getriebeschema Gelenkmatrix Maschenmatrix und Ma leichu
ng
1
: \) (1234)=P
0 s A :
10 ) Qfﬁu"ﬁgewzm" 5349"’(”'5453"*«) =0
034 = T43=0
.2 (1234) =P
{ (1)\ é(gk.kd_Sk,k-‘l)em =0, ¢=94=0
[1) [Tt YT PP P PP
bt by g =5y PHab sl b 6% 0
3
{(123)=P
é]z— 913"'23 eibza (l)ei‘h“)_ 2 eib3?mei’3m- 0
3 o
ﬁaz(n "_g; Bn(n + 632
: (123) =P
it T ™2 Ve syt 0)e®s - 0
1 o
Bys(t) == Ta S5 (t)+B5s
¢,=9,=0
Zwangsbedingung :

KM

Fir = X Zearorsr — Zargm—) =0, M =1,2,...,IM,

kM =1

oder wegen (12)

KM

fir = 2 Crar earrr — Cin em—1) €954 = Q: iM=1,2,...,IM.

kM =1

(13)

(14)

Weil das erste Glied der Masche mit dem letzten verbunden ist, gilt fiir die Indizes
0A KM und KM + 1 A 1. In (14) sind die gliedfesten Koordinaten s jary; und
Cinr ir—; entsprechend der Art des Gelenkes durch eine der aus (3) abgeleiteten Be-
ziehungen (4) bis (7) zu ersetzen, wobei die Indizes sich aus der iM-ten Zeile der

Maschenmatrix P ergeben.

3%
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Fiir jede der insgesamt IM unabhingigen Maschen wird somit eine komplexe
Zwangsbedingung erhalten. Nach deren Aufspaltung in Real- und Imaginérteil
ergeben sich 2 - IM im allgemeinen transzendente Gleichungen fiir die Berechnung
der 2 - IM Unbekannten. Hinzu kommen gegebenenfalls, wenn Schubgelenke, Réder-
gelenke oder Rad-Zahnstangengelenke im Mechanismus vorkommen, weitere
Zwangsbedingungen der Form (8), (9) oder (10). Die Unbekannten sind Winkel ¢;(?),
Schubwege s;;(f) oder Winkel ;,(¢) von Réadern, vgl. (1.3.2./15 bis 21).

Dyadenmechanismen kénnen auch in Maschen aufgeteilt werden. Bei geschickter
Aufteilung entsteht dann ein gestaffeltes System von 2 . IM paarweise gekoppelten
Gleichungen, so dafl nur IM quadratische Gleichungen zu l6sen sind. Die Maschen-
konzeption gilt fiir beliebige Mechanismenstrukturen, also auch fiir solche, die aus
Assurgruppen hoéherer Ordnung bestehen. Im allgemeinen entstehen dann Glei-
chungen hoherer als zweiter Ordnung, wenn man versucht, das System transzendenter
Gleichungen, das aus (14) folgt, analytisch zu 16sen.

Bevor auf die Losung der Zwangsbedingungen (14) eingegangen wird, soll noch
die dargelegte Methode auf Beispiele angewendet werden.

1.3.2. Beispiele zur Aufstellung von Zwangsbedingungen

In Tabelle 1.3 sind vier Beispiele (mit allen Gelenkarten) einmaschiger Mechanismen
zusammengestellt. Die Maschenmatrix entartet dabei zu einer Zeile. Aus der Lage der
Koordinatensysteme im Getriebeschema sieht man, welche gliedfesten Gelenkkoor-
dinaten (&j;, n;) gleich O sind. In den Zwangsbedingungen, die formal aus (1.3.1./14)
folgen, tauchen nur die Koordinatenwerte auf, die ungleich 0 sind. Die Winkel ¢;
sind laut Definition durch die Lage der &;-Achsen eindeutig bestimmt.

Beispiele fiir mehrmaschige Mechanismen enthélt Tabelle 1.4. Die Lage der glied-
festen Koordinatensysteme, die vom Problembearbeiter unabhingig von der Ma-
schenmatrix frei wihlbar ist, wurde vorgegeben. Fiir die Fille 2 und 3 soll der in
1.3.1. beschriebene Weg bis zu den reellen Zwangsbedingungen gezeigt werden.

Aus der Maschenmatrix (Fall 2) und aus (1.3.1./14) ergeben sich die beiden kom-
plexen Zwangsbedingungen (gem#8 (1.3.1./11) ist IM = 2) formal zu

fl = (L12 — C16) € + (Coz — Ca1) €% + (Cag — C32) €'

4 (Ca6 — Caa) €7 + (Lo1 — Coa) €% =0, (1)
f2 = (G2 — C16) €% + (Las — Ca1) €2 + (L35 — L32) €17
+ (Cs6 — Cs3) €% + (Lo1 — Ces) €'% = 0. (2)

Beim ersten und letzten Term wurde die zyklische Vertauschung der Indizes benutzt,
weil das Polygon sich schlieBen mu8, vgl. Fall 2 in Tabelle 1.4.

Wie aus dem Getriebeschema ersichtlich, sind bei dieser speziellen Wahl der Be-
zugssysteme mehrere Koordinaten identisch 0:

{12 = fo1 = {32 = Cd3 =53 = o1 = 0,

N1 = No3 = M35 = Nag = 756 = Nea = 0.

3)
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Tabelle 1.4. Getriebeschema und Maschenmatrix mehrmaschiger Mechanismen
Fall Getriebeschema Gelenkmatrix Maschenmatrix | @ | q
1 T ke
6= headdl  piiskal |
00100 1 Wtk I 1Y
100010 %
9 = 45°
- P 010001 o\ |o,
e 101000 123460) <
4o = _101 1 - %
~u0e | 6loo1001 123560)41 o
(i 001001 ’
~ 100
100110 B
31 4 ¢
b
By
7“/)(/ 4 95 ‘Pz
wnlyl 0110111 "
i 1010000 1230000 A
2 1101000| |pa|!543000 (ps
S }\U,/ ; G=oo10100 et |
(17 4 (k5,5 5>i_ 1001010 1760000 N
Lk s 1000101 g
Ty 1000010 13
¥7 B,
4 Masche 2 y} Maschet 96(1)81082) 9\ (%2
3 0101000 _(1234500 o |llo
6=0C10110 P 1764500 51"
1001000 S
0001001 2
1000010 Sy
5
Y ¢,
53
[123400) || ¢
P (145600) t
%
565
A AN
412 ém
P3= 0,43 ) P~ P5* Pes
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Zur Verminderung des Schreibaufwandes werden Abkiirzungen fiir die trigonome-
trischen Funktionen eingefiihrt:

¢; = cos @;, 8; = sin g;. (4)

Auf Grund der Eulerschen Relation (el”” = c¢; + is;) kénnen mit den genannten
Vereinfachungen die Gleichungen (1) und (2) so geschrieben werden:

fr = —&ley + i8y) + Exglca + i8) + (E34 + naa) (3 + isy)

+Ess(cy + i84) — &ga(cs + isg) =0, (5)
fa = —&(Cr + i8y) + Eaglcs + i8y) + &gs(cs + isg)
+&s6(cs + i85) — (&65 + ings) (cg + isg) = 0. (6)

Nach Trennung der komplexen Zahlen in ihre Real- und Imaginérteile entstehen
vier reelle Gleichungen. Sie werden so geordnet, da auf der linken Seite die unbe-
kannten Winkel (¢35, @4, @5, @s) und auf der rechten Seite der bekannte Antriebs-
winkel ¢, vorkommen. Infolge der Ubereinstimmung der z-Achse mit der & -Achse
ist ¢, = 0 und somit ¢, = 1 und s, = 0, vgl. (4).

&34C3 — 73483 + &45C4 — &54Cs = +&15 — £2309, (7)
£3483 + 713403 + £aeS4 — o485 = — as®s, (8)
&gs5C3 + &5605 — &65C6 1+ 16586 = E16 — £23C2 5 9)
£3583 + 5685 — 659 — 765C5 = — &938,. (10)

Mit (7) bis (10) liegen vier transzendente Gleichungen vor, die nach umfangreichen
Umformungen auf eine Gleichung vierten Grades fiir ¢; oder s; zuriickgefiihrt werden
kénnten. Thre simultane iterative Losung ist jedoch zweckmaBiger, vgl. 1.3.3.

. Als zweites Beispiel wird das Réaderkoppelgetriebe aus Tabelle 1.4, Fall 3, be-
trachtet. Aus (1.3.1./14) und der Maschenmatrix folgen /M = 4 komplexe Zwangs-
bedingungen :

fr = (G2 — C1s) €% + (Las — Lar) €% + (Ca1 — Lm) €1 =0, (11)
fo = (C1s — C1s) €% + (L50 — L51) €% + (Caz — Lu5) €19 + (831 — L3a) €17 =0,

(12)
fs = (L1s — C15) @ + (Cos — La1) €% + (C51 — Lse) €7 =0, (13)
Fo = (C1z — C16) €9 + (Lo — {m) €9 + (Lo — Gor) €17 = 0. (14)

Sie vereinfachen sich, weil die Koordinatensysteme so gewihlt wurden, daB £, = &5,
=51 = lo1 = Lo = La3 = 0, 7123 = 13q = 45 = 0, f1 = Bz = O gilt, vgl. Getriebe-
schema in Tabelle 1.4.

Fiir die Schubgelenke ist (1.3.1./5) und fiir die Rédergelenke (1.3.1./6) zu beachten.
Somit nehmen (11) bis (14) folgende Form an:

fl p— /1 + lfz p— Szaei%(l) + rsle”’““’ei"’*“’ = rmeiﬂu(l) p— 0’ (15)
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Fo=fs - ifs = 5@ 70 — 01?00 _ [£,, — ryeifn®] el®® L £ i

— 7'136”’““) — 0, (16)

fs =fs + ifs = regetPullelod® — poelbulbelndl 4 & 4 jng — &5 — ins =0,
(17)

Fo = fr + ifs = [871(8) — 854(£)] €197 + g etfetdeivetd 4 &0 4 ipyg — &Y,
— inf, = 0. (18)
Sie kénnen nach der Trennung in Real- und Imaginirteil als acht reelle Gleichungen
geschrieben werden. Unbekannte GréBen sind die zehn Winkel B3, 31, Bses Bess Bors
@35 Pas Ps» o> P; und die zwei Schubwege s;; und 8,. Die fehlenden vier Gleichungen

folgen aus den Zwangsbedingungen, die fiir die vier Gelenke mit je zwei Freiheits-

graden gelten, vgl. (1.3.1./8 bis 10): Fiir das Schubgelenk folgt aus (1.3.1./8) mit
#n = 7/2 und ¢, = 0:

fo=91— o1 — ¢n =9 — w2 =0. (19)
Fiir die Réadergelenke (1, 3) bzw. (5, 6) gilt wegen (1.3.1./9):

f10=ﬂ31“'r'13 13“1331:0, f11=I365'|"ri 56—ﬂgs=0 (20)

T31 Tes

und fiir das Rad-Zahnstangengelenk (1.3.1./10):

fr2 = Bs7 + - 37 = 0. (21)
67
Da der Antriebswinkel g,(¢) verdnderlich ist, miissen die zwolf reellen Gleichungen,
die aus (15) bis (21) folgen, fiir jede interessierende Stellung ¢, gelost werden, um die
GrofBe aller Winkel und Wege zu bestimmen. Es verbleiben acht reelle transzendente
Gleichungen, vgl. @ in Tabelle 1.4.

1.3.3. Losung der Zwangsbedingungen

Die Zwangsbedingungen beliebiger Mechanismen, die vom Standpunkt der Theore-
tischen Mechanik holonome Systeme darstellen, haben die allgemeine Form

Ti@is 08y 300 1) =0, =1, 2575, M= (1)

Sie sind bei ungleichmiBig iibersetzenden Mechanismen transzendente Gleichungen,
und die Variablen y; kénnen Drehwinkel ¢;, ; oder Schubwege s;; sein. Beispiele
fiir solche Gleichungen sind (1.3.2./5, 6) und (1.3.2./15—21).

Die Variablen p; miissen unterschieden werden in die generalisierten unabhiingigen
Lagrangeschen Koordinaten (g,, ¢, ..., ¢r) = qT, die man auch als Antriebskoor-
dinaten bezeichnen kann, und die Lagekoordinaten (®@,, ®,, ..., ®y) = PT. Die
Anzahl F der Lagrangeschen Koordinaten ist so gro wie der Getriebefreiheitsgrad
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(Laufgrad) des Mechanismus, d.h., sie entspricht der Anzahl der unabhingigen
Antriebe. Die Lagrangeschen Koordinaten bestimmen eindeutig die Lagekoordina-
ten @,, welche die Winkel und Schubwege der Glieder innerhalb des Mechanismus
beschreiben. Fiir jede Getriebestellung, die durch den Vektor der Antriebskoordi-
naten ¢ definiert ist, sind die N unbekannten Lagekoordinaten @ aus den N reellen
transzendenten Gleichungen (¢ =1, 2, ..., N)

[i( @y, Doy .o, Dy @1, Gos -5 qr) =0 (2)

zu bestimmen.
Die Funktionen f; werden an einem Startpunkt &, (Anfangsstellung) in eine Tay-
lorreihe entwickelt:

N N 3f
226 : AP ND,, + ..

N x
O Z¢’ t A¢n
fi=f OQ)+4_\? @, 00, |,

1

= <D,, % 2

)

Falls nur die linearen Terme beriicksichtigt werden, erhélt man nach dem Einsetzen
von (3) in (2) ein lineares Gleichungssystem:

A NP = —f 4)
mit der (N X N)-Jacobimatrix
A = ((2f:o®,)), ()

dem Vektor ADPT = (AD,, AD,, ..., ADy) der Koordinateninderungen und dem Vektor
T = (fu, fs5 -+ - [x) der Restwerte.

Falls der Startvektor @, die Zwangsbedingungen (2) nicht exakt erfiillt, kénnen
aus (4) Korrekturwerte 49 berechnet werden, welche (wenn die Methode konvergiert)
zu einer genaueren Erfiilllung von (2) fiihren. Dazu eignet sich das Newtonsche
Iterationsverfahren.

Gleichung (4) kann nach den Unbekannten A® aufgelost werden, falls det A4 == 0
ist. Im Fall det A = 0 ist die Matrix A singulidr und keine Losung moglich. Solche
Fille konnen auftreten, sie entsprechen singuliren Mechanismenstellungen, d. h.
indifferenten Stellungen (z. B. Parallelkurbelgetriebe in Strecklage) oder iiberge-
schlossenen Mechanismen (z. B. Parallelkurbelgetriebe mit drei Kurbeln). Bei der
numerischen Analyse mufl man indifferente Stellungen vermeiden, z. B. durch pas-
sende Schrittweitenwahl von A4q.

Die Voraussetzung zur Lésung von (4) ist, daB die Matrix A fiir die interessierende
Getriebestellung bekannt ist. Dazu ist mit g, eine Anfangsstellung des Mechanismus
maBstiblich zu zeichnen, um Niherungswerte der Wege und Winkel fiir den Start-
vektor @, abmessen zu kénnen. Diese Anfangsstellung charakterisiert gleichzeitig die
betrachtete Montagevariante, vgl. z. B. Bild 1.4. Die meisten Mechanismen besitzen
mehrere (M geradzahlig) Montagevarianten. Das Iterationsverfahren konvergiert
gegen diejenige, die sich nahe am Startvektor @, befindet.

Mit den Werten g, und @, werden berechnet:

APy, q0) = Ay = ((3/5/3¢n))0, T (o, qo) = foT = (f15 f2s «+es f)o- (6)
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Der nullte Korrekturvektor der Lagekoordinaten A®T = (4D, AD,, ..., ADy),
folgt aus dem linearen Gleichungssystem fiir die Anfangsstellung:

AADy = —f,. (7
Genauere Lagekoordinaten ergeben sich zu

D, = D, + AD,. (8)
Damit wird gepriift, ob die zuldssigen Restwerte hinreichend klein sind:

Ifi(P, @) = &i. 9)

Die Werte ¢;, welche ein MaB fiir die Erfiilllung der Zwangsbedingungen darstellen,
sind vorzugeben. Sie sollten eine Zehnerpotenz kleiner als die Fertigungsgenauigkeit
des kleinsten Getriebegliedes sein. Die allgemeine Iterationsvorschrift lautet also

A DPy) AP, = —fi;, Ppiy =Py + AP, (K =0,1,...). (10)

Die Iterationsschritte sind solange zu wiederholen, bis (9) erfiillt ist oder die Korrek-
turwerte AP ein MindestmafBl unterschreiten. Falls zu viele Iterationsschritte ver-
langt werden, ist dies ein Anzeichen fiir die Divergenz des Verfahrens und ein Grund
zum Abbruch.

Bei der Analyse von Mechanismen, die sowohl Dreh- als auch Schubgelenke be-
sitzen, kénnen numerische Schwierigkeiten dadurch entstehen, daB die Zahlenwerte
der Anderungen der Komponenten des Vektors A® sich um mehrere Zehnerpotenzen
unterscheiden. Durch die Wahl der MaBeinheit (Meter oder Millimeter) fiir die
Schubwege wird der Zahlenwert von 4s;. schon um den Faktor 1000 beeinfluBt. Es
kann passieren, dafl das Verhiltnis von 4s;, zu Ag; so viele Zehnerpotenzen betrigt,
daf Rundungsfehler ins Gewicht fallen. Es empfiehlt sich deshalb, mit dimensions-
gleichen geometrischen GrofBen zu operieren, also z. B. die Schubwege durch eine
Linge zu dividieren, um annahernd gleichgroBe Zahlenwerte innerhalb von A® zu
erhalten wie fiir die Winkel.

Normalerweise sind die Lagekoordinaten fiir mehrere Getriebestellungen q; zu
berechnen, die sich durch eine konstante Schrittweite Aq unterscheiden. Es ist dann
zweckmiBig, eine so kleine Schrittweite Aq zu wihlen, dal die Lagekoordinaten
®(q;) der vorherigen Stellung als Startvektor fiir die nichste Stellung q;,; = q; + 4q
geeignet sind. ErfahrungsgemifB reicht es bei den iiblichen Koppelgetrieben mit
umlaufendem Antriebsglied aus, den Antriebswinkel ¢, mit einer Schrittweite von
Ap, = 20° zu verdndern, ohne dafl mehr als etwa k = 4 Iterationsschritte pro Stellung
benétigt werden. Meist wird man wegen der besseren Ubersicht iiber die Funktions-
verldufe ohnehin eine kleinere Schrittweite benutzen.

AbschlieBend wird noch das konkrete Getriebe in Tabelle 1.4, Fall 2 betrachtet.
Fiir dieses schon in 1.3.2. behandelte Beispiel des sechsgliedrigen Koppelgetriebes
sind vier reelle Zwangsbedingungen durch (1.3.2./7 bis 10) gegeben. Die Antriebs-
koordinate ist ¢; = ¢,, die Lagekoordinaten sind @; = @3, @, = @, P3 = @5, Py = @;.
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Aus der gezeichneten Anfangsstellung konnte man dem Getriebeschema fiir den
Antriebswinkel ¢y = ¢, = n/4 den Startvektor

D, = (0,35; 0,26; 5,93; 1,75) A (®30> Pa0> P50> Pe0) (11)

entnehmen, wobei alle Winkel in Bogenmaf umzurechnen sind, vgl. Tabelle 1.4,
Fall 2. Aus dem Restvektor

f £34C3 — 73483 1 $46Cs — &5aCs — 16 1 £23Cs

= fa & 3483 + 1134C3 + &a6Ss — a6 + 2382 (12)
fs &35C3 + &56C5 — &asCs 1 7esSs — &1 + £23Ce
f1 | &3583 + &5685 — &6586 — 165Ce 1 &2382

findet man gemaB (5) die Jacobimatrix allgemein zu

—&3483 — 734C3  —&4e8y 0 6455
£24Ca — May8 &46C 0 —&4C
A4 = 34C3 713483 46C4 64Cs : (13)
—&358; 0 —&5685 6586 + 755Cs
&35C3 0 E56¢5  —&65Cs 1 7655 _|

Einsetzen von ¢, und @, aus (11) liefert f, aus (12) und 4, aus (13), womit die Itera-
tion gemdB (7) beginnen kann, vgl. (6) und (10).

1.3.4. Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, partielle Ableitungen
und U-Funktionen

In Abschnitt 1.2.3. ist fiir die Dyadenmechanismen gezeigt worden, wie die partiellen
Ableitungen der Lagekoordinaten (einschlieBlich der U-Funktionen) nach den geo-
metrischen Parametern berechnet werden kénnen. Die Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen stellen dabei einen Sonderfall dar. Fiir den Fall beliebiger Mechanis-
men, der hier interessiert, wird analog vorgegangen.

Die geometrischen Parameter des Mechanismus, zu denen die Abmessungen
Eiks Nk :S;-’,,, ’7?1:, Bir> Tir gehoren, sind Elemente des Parametervektors W. Fiir die
Lagekoordinaten wurde in 1.3.3. schon die Bezeichnung ®T = (@,, @,, ..., Dy)
eingefiithrt. Die Zwangsbedingungen (1.3.3./2) sind Funktionen des Koordinaten-
vektors @ und des Parametervektors W und lauten

fi@,W)=0, i=12,...,,N. (1)
Hier wurden im Vektor
WT = (wy, Wy, .., Wy Wrygy ooey Wpep)
= (q1 +++» qF> Wri1; +-+s Wrsp) (2)

sowohl die Antriebskoordinaten ¢, (f =1,2,..., F) als auch die geometrischen
Parameter, die den Indizes (F + 1) bis (¥ + P) zugeordnet sind, zusammengefat,
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vgl. auch (23) und (24). Nachdem (1) nach der in Abschnitt 1.3.3. beschriebenen
Methode gelost wurde, ist fiir einen gegebenen Parametervektor W der Koordinaten-
vektor @ bekannt. Gesucht sind die partiellen Ableitungen

oD; 0*D;

=@, ——— = Di g
? ow,, ow, e 3)

pg=12..,P,P+1,P+2,..,P+N.

ow,

Im einfachsten (und h#ufigsten) Fall eines Mechanismus mit einem (¥ = 1) An-
triebswinkel w; A ¢, A ¢ gilt mit dieser Symbolik also
: : 2.

U'é¢i'=%=-@(—pi=¢i,1, Ur/:aQi

28 4
o9 o o> M &

Die U-Funktion ist der Oberbegriff, der sowohl die Lagekoordinaten @; als auch die
Koordinaten beliebiger Gliedpunkte (jn,%;») umfaBt, so daB im allgemeinen
U = U(g;, D;) gilt. Geschwindigkeit und Beschleunigung einer beliebigen Lage-
koordinate ergeben sich bei einem Antrieb zu

dji == ¢i,141a Q‘si == jS,lﬁl + ¢i,11Q12- (5)

Manchmal spielt bei der Schwingungsberechnung von Mechanismen auch die Ande-
rung der Beschleunigung eine Rolle. Sie erfordert die Berechnung der dritten Ab-
leitung

D; = dji,l.qul + 3@,1141@'1 + qs'.'luq-ls, (6)

vgl. Abschnitt 4.3.2. Hat ein Mechanismus zwei Antriebe (Getriebefreiheitsgrad
F = 2), so folgt aus der Funktion ®;(¢,, ¢,) durch Differentiation nach der Zeit

b; = @; 14, + Diodos (7)
é; = D; 11 + Dipds + DPi11G:® + 2Di 12G142 + Di 224> (8)
Bei F' Antrieben gilt
. F . F F F
¢i = Z Qi.pd}n D; = Z' dsimép <+ Z Z dji-pqq.Pq.(I' (9)
=1 p=1 =1 ¢=1

Es werden also die ersten und zweiten partiellen Ableitungen (3) bendétigt, wenn
man die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Lagekoordinaten berechnen
will.

Die Koordinaten beliebiger Gliedpunkte (Lagefunktionen U) sind von den An-
triebs- und Lagekoordinaten abhingig. Bei Entwicklung der entsprechenden U-
Funktionen (die aus (1.3.1./2) folgen) in eine Taylorreihe (1.2.3./3) treten bekanntlich
(1.2.3./4) auch deren partielle Ableitungen auf. Geschwindigkeit und Beschleunigung
ergeben sich analog (9) zu

_ F F F F
U= Z U,pQP’ U= 2 U.pép =t Z 2 U,pqq.pq.q' (10)
p=1

p=1 p=1 ¢q=1
Die partiellen Ableitungen von U sind aus denen der Funktionen @; berechenbar.
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Bei der Berechnung der verallgemeinerten Massen my; und deren partiellen Ab-
leitungen (vgl. die Abschnitte 2.2.2. und 5.2.2.) werden nicht nur die ersten und
zweiten, sondern auch dritte und vierte Ableitungen benétigt. Die Berechnung der
héheren partiellen Ableitungen der @; ist schrittweise moglich, wobei beim néchst-
folgenden Schritt immer die Ergebnisse aller vorhergehenden Schritte gebraucht
werden.

Man erhilt ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der ersten partiellen
Ableitungen @; ,, wenn man die f; einmal total nach dem Parameter w, differenziert.
Es ergibt sich aus (1) mit der verallgemeinerten Kettenregel:

of; 0P, n Of; 0Dy of; 0Dy of;

4o — =" 7=1,2,..,N. (11)

oD, ow, = oB, ow, = oDy ow, ow,

Mit der bereits in (1.3.3./5) eingefiihrten Jacobimatrix 4 des Mechanisnaus kann man
(11) auch so schreiben:

A-d,=—f,. (12)

Es erscheinen jeweils fiir andere w, nur neue rechte Seiten mit dem Vektor der
partiellen Ableitungen, der aus (1) folgt:

1Y = (@h/6wy, ofsfCwp, ..., Ofn[ow,). (13)

Die zweiten partiellen Ableitungen @ ,, ergeben sich aus folgendem linearen Glei-
chungssystem, welches durch totale Differentiation von (11) nach w, entsteht:

¥ of ¥i2h, of;,
,'21 Y Djpg = —fi,ng —“]_Z; (aT: D, + aT)-Z ‘pi.p)
= 7 s 7 7
N N 32 f
o (14)

— D Dy
j 1 k=1 6¢]6¢k Tp=h

Die Losungen von (11) gehen in die rechte Seite von (14) ein. Man kann (14) analog
zu (12) in Matrizenform schreiben :

AP,y = —fpq — A, Py — A D, — fDI,B(I),q. (15)

Die Matrix B enthilt die zweiten partiellen Ableitungen von f; nach @; und @,.

Die dritten partiellen Ableitungen ergeben sich analog aus einem linearen Glei-
chungssystem, das durch totale Differentiation aus (14) folgt, mit derselben Koeffi-
zientenmatrix A auf der linken Seite.

Es ist rechentechnisch vorteilhaft, dal bei verschiedenen Parametern und allen
partiellen Ableitungen héherer Ordnung die Jacobimatrix A des Gleichungssystems,
die schon bei der Losung der Zwangsbedingungen in Abschnitt 1.3.3. auftauchte,
benutzt werden kann.

Die dargelegten allgemeinen Zusammenhéinge sollen am Beispiel eines Mechanis-
mus (Bild 1.7) erldutert werden, der zwei Antriebe und zwei Schubgelenke hat und
somit eine Erginzung zu dem in Abschnitt 1.3.2. behandelten Koppelgetriebe dar-
stellt, welches ausschlieBlich Drehgelenke besafl. Gegeben seien alle Abmessungen
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dieser Struktur beziiglich der in Bild 1.7 bereits eingezeichneten gliedfesten Bezugs-
systeme. Ungleich 0 sind demzufolge die geometrischen Parameter von 7y,, &%, 7,
Brzs E125 Mz> 235 Esas Eazs Mass Eaes Eore

Mit der dargelegten systematischen Methode sollen die komplexen und die reellen
Maschengleichungen aufgestellt und die Jacobimatrix 4 angegeben werden. Der
weitere Weg zur Berechnung der Anderung des Schubweges s;; bei Variation des
Parameters &, und zur Berechnung der Geschwindigkeit $,, und Beschleuniéung 817
als Funktion der Antriebshewegung ¢,(¢) und der Zusatzbewegung s;5(¢) soll be-
schrieben werden.

Bild 1.7. Koppelgetriebe mit zwei Antrieben. Maschenmatrix: P = (1 2348 O)

154670

Den Ausgangspunkt bilden die komplexen Zwangsbedingungen, die formal aus
der in Bild 1.7 angegebenen Maschenmatrix P folgen:

fo = (G2 — 1s) € + (Cos — $o1) e'% + (Caa — 30 e'”

+ (us — L) & + (Gs1 — Loa) €% =0, (16)
f4 = (C1s — C17) €% + (L5a — L51) 1 + (Cag — Cus) €17

+ (Gor — Loa) & + (L — Lus) €% = 0. (17)

Die in den unterstrichenen GroBen enthaltenen Parameter sind identisch 0. Weiterhin
ist @; = @5 = 0 und &, = 15 = 15 = 723 = 34 = 7as = 77 = 0. Da beide Schub-
geraden im Gestell liegen, gilt fiir j = 5 und j = 7 gemadB (1.3.1./5)

iy = & + inY; + s15(cos By; + isin By;). (18)
Somit entstehen aus (16) und (17) vier reelle Bedingungen, vgl. (1.3.2./4):

h= _‘5?5 — 815 + Ea3Cy + £34C3 — E43Cy + Mas8y = 0, (19)
fo =12 + &338p + 3485 — £4384 — Mases =0, (20)
fs = 5?5 + 815 — £97 — 817 08 Py + EggCq + Egcs =0, (21)

fo = = ’7?7 — 817 8in f1; + &84 + &6:8; = 0. (22)
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Die beiden Antriebskoordinaten (g,, $;5) und die Strecke &,; gehéren zum Parameter-
vektor W gemiB (2):

Wy =@ = @3, Wy =¢p = 815, Wg = &y. (23)

Lagekoordinaten sind laut Definition in Abschnitt 1.3.3.

Dy =@z, Pp=¢q4 P3=¢qz, D= 8;. (24)
Die Jacobimatrix (1.3.3./5) findet man damit aus (19) bis (22) zu
—&348;3 £4381 + 743Cs 0 0
Egqcy  —E&gsc S 0 0
e 34C3 43Cs 1 74384 . 25)
0 —&4684 —&g28 —COS fy;
0 $46Ca §62C6  —sin B,

Die Geschwindigkeit des Abtriebsgliedes folgt gemaB (7) mit (23) und (24) fiir 7 = 4,
d. h., es sind @, ; und @, , aus (12) zu berechnen. Der EinfluB der Parameterdnde-
rung von &, kann durch ‘

A8y, = sy A&y oder ADy = D, sAws,, (26)
270
also aus @, ; ermittelt werden.

Die partiellen Ableitungen, die den rechten Seiten von (12) entsprechen, ergeben
sich aus (19) bis (22) zu

— &3 Sin @, —1 0
£yg cOS @ 0 0
=] 27 fa= o fa= : (27)
0 1 COS @y
0 0 sin ¢,

Damit folgen die @ , (fiir p = 1, 2 und 3) aus (12), das in diesem Fall nicht zufillig
ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem bildet. Ein Blick auf (25) lehrt, daB sich
zunichst aus den oberen zwei Gleichungen die beiden Unbekannten @, , und @, ,
berechnen lassen. Sie kénnen dann in die unteren beiden Gleichungen eingesetzt
werden, so daB auch wieder nur zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte (®;, und
@, ,) zu losen sind.

Diese Aufteilbarkeit hingt damit zusammen, daB sich dieser Mechanismus (Bild
1.7) aus zwei Dyaden zusammensetzt. Die Glieder 3-4 bilden im Sinne von Tabelle 1.1
eine Dyade 1. Art, die von den Eingangspunkten (2, 3) und (1, 5) angetrieben wird.
Diese ist mit einer Dyade 2. Art (Tabelle 1.1 Nr. 2) gekoppelt, deren Eingabegrsfen
der bewegte Punkt (4, 6) und der feste Punkt (1, 7) sind. Die Geschwindigkeit des
Abtriebsgliedes ist nun mit den bekannten Lagefunktionen erster Ordnung be-
rechenbar (U A s;,):

s 0817 .
+ @2 + — 4. (28)

Dy = Dy 14y + Dyoge oder &, = —— ¢,
0P, 0815
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Wie man aus 4 (25) und f 3 (27) erkennen kann, ergibt sich @, 3 = @, ; =0, d. h.,
@, = ¢; und @, = ¢, behalten ihre Werte, obwohl sich der Parameter w,; = &,
andert. Diese Tatsache 148t sich an Hand des Getriebeschemas in Bild 1.7 anschaulich
geometrisch deuten: Wenn die Strecke &, variiert wird, éndern sich @3 und ¢, nicht,
da diese Winkel innerhalb der niher am Antrieb befindlichen Gliedergruppe liegen.
Es verbleiben die beiden Gleichungen

— &gz 8in @Dy 3 — €08 P1;Py,3 = —COS @y, (29)
&7 €08 gDy 3 — sin f1;Py 3 = —sin @y, (30)
deren Losung nach kurzer Umformung die Gestalt

Ops _ sin (By; — @) _ 08y, cos (P4 — @s)

> - ’ 403 = = (31)
0&4q &g7 €08 (B17 — @) 0&44 cos (B17 — @s)

d§3.3

annimmt. Auch hier ist eine Plausibilitdtskontrolle méglich. Im Fall ¢, = s = B4,
liegen die Gelenkpunkte (4, 5), (4, 6) und (6, 7) auf einer Geraden, und ¢, #indert sich
nicht (@, ; = 0), wihrend s;, sich um denselben Wert wie £, verlingert (&, = 1).

Auf die explizite Angabe der Losungen @; ; und &; , wird verzichtet. Sie werden
nicht nur fiir (28), sondern auch zur Berechnung der zweiten Ableitungen @ ,,,
@, und D ,, fiir (8) benstigt. Aus (27) folgt wegen w;, = ¢,

— &3 CO8 @, 0
—&yg 8in @ 0
f,u 5 023 : s f.12 =f,22 = 0 (32)
0 0
Die abgeleiteten Matrizen
[ —&4c; O O O [0 &wes —nusse O O]
—&48 0 0 O 0 S cgc 0 O
B 3453 N £438s + 743C4 (33)
0 0 0 O 0 —&46Cq 0 0
0 0 0 0 | 0 — &84 0 0
sind in (15) einzusetzen. Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen ist
[ —&sscs  Eaacs — Ma384 0 0
—&3485  &4s8 c 0 0
N 3453 4384 1 743C4 ) (34)
0 —&46Ca —&c O
0 _54654 _56786 0

Die rechten Seiten des Gleichungssystems (15) sind damit bestimmbar.
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1.4.  Beispiele

1.4.1. Ergebnisdarstellung

Bei der kinematischen Analyse fillt eine groBe Datenmenge der Ergebnisse an, so
daB der Konstrukteur Miihe hat, einen Uberblick iiber die Bewegungsabliufe zu
gewinnen. Der Tabellendruck ist nur bei einfachen Problemen die geeignete Ausgabe-
form. Fiir manche Zwecke ist eine Pseudografik (Zeichenzahl pro Druckzeile pro-
portional dem Zahlenwert) ausreichend. Im allgemeinen ist es ratsam, Software zur
grafischen Ausgabe auf Bildschirm oder Mehrfarbenplotter zu benutzen.

Bild 1.8 Beispiel fiir die Darstellung
der Analyseergebnisse von KOGEBILD [1.26]

Als Beispiel wird in Bild 1.8 ein mit KOGEBILD [1.26], [2.2], [3.44] erhaltenes
Ergebnis gezeigt. Ahnliche Moglichkeiten sind in [1.19] gegeben. Derartige Dar-
stellungen gestatten es, den Platzbedarf eines Mechanismus zu iibersehen. Bei
konstanter Zeit-Schrittweite der Bewegung des Antriebsgliedes kann man aus so
einem Bild auch etwas iiber die Geschwindigkeitsverhéltnisse erfahren. Ebenso
lassen sich im gliedfesten oder raumfesten Bezugssystem die Verliufe von Koppel-
kurven, Hodografen der Geschwindigkeit, Beschleunigungen u. a. darstellen.

1.4.2. EinfluB der Anderung von Gliedliingen

Die Berechnung des Einflusses, den die Anderung eines geometrischen Parameters
(Gliedlidnge) (&j, n;) auf die Lagefunktionen nullter und héherer Ordnung hat, ist
von grofier praktischer Bedeutung. Es kann damit der EinfluB von Spiel, Ferti-
gungsgenauigkeiten (Abweichungen von idealen Gliedlingen) und elastischen De-
formationen auf die Abtriebsbewegung beurteilt werden, vgl. Abschnitt 4.2.1.,
Bild 4.1 bis Bild 4.3.

.Mit der Festlegung von Toleranzen fiir Bolzen- und Lagerdurchmesser bei Dreh-
gelenken wird iiber das Lagerspiel entschieden, welches nicht nur fiir die kinemati-
sche Genauigkeit, sondern auch fiir die StoBkrifte in den Gelenken von Mechanismen
von Bedeutung ist, vgl. die Abschnitte 4.3.3. und 4.3.6.2. Beim Einsatz von mathe-
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matischen Optimierungsmethoden zur Synthese von Mechanismen empfiehlt sich die
vorherige Analyse von geometrischen Parameterinderungen [1.8], [1.13].

GemiB (1.2.3./3) gilt fiir kleine Anderungen Aw, eines Parameters w, in erster
Niéherung

U
AU = UW, + AW) — U(W,) = 28—

4 wp

Aw, = 3 U Aw,. (1)
»

Die kinematischen EinfluBfunktionen U , sind die ersten Ableitungen der U-Funk-
tion nach den Parametern w,, vgl. (1.3.4./2). Sie erlauben Aussagen in der Niihe des
Parametervektors W,, d.h. nur fiir kleine Anderungen der urspriinglichen Ab-
messungen der Getriebeglieder. IThre Berechnung ist mit den in den Abschnitten 1.2.3.
und 1.3.4. beschriebenen Methoden méglich und Bestandteil der Rechenprogramme
KOGEOP [1.8], KOGEBILD [1.26] und DAM [2.6]. Im Maschinenbau wurden diese
kinematischen EinfluBfunktionen, z. B. bei der Korrektur der Abmessungen eines
Wippkranes [1.6], bei der Analyse einer Verpackungsmaschine [1.13], einer Web-
maschine [1.8], der Toleranzanalyse einer Presse [4.43] u. a. angewendet.

Mw I3

1

Bild 1.9 Getriebeschema eines achtgliedrigen Koppelrastgetriebes

Bei der Konstruktion des in Bild 1.9 dargestellten achtgliedrigen Koppelrast-
getriebes kam es darauf an, mit moglichst wenig Anderungen der Gliedlingen an
einer schon vorhandenen Maschine den Bewegungsablauf zu verbessern, d. h. die
Rastabweichung und die Maximalbeschleunigung zu vermindern. Aus konstruktiven
Griinden durfte das vorgeschaltete viergliedrige Getriebe nicht verindert werden.
Als Variable wurden die & und %-Koordinaten der Gelenkpunkte in Betracht ge-
zogen.

Mit dem Rechenprogramm KOGEOP wurden die kinematischen EinfluBfunktio-

4 Dresig, Dynamik
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nen der beeinfluBbaren geometrischen Abmessungen berechnet [1.13]. Thr Verlauf
ist in Bild 1.10b dargestellt. Gleichung (1) nimmt folgende konkrete Form an:

O b7 0 0 0
Ay = 8 A b TE i e O AR e P AR, o T e

(73 On1g 0&5, 0&g7 0644
Ops O Opg Ops
A — A — A — A&q,. 2
+ e N6 + Okm & + Fo Mg + Oty Y (2)

Wie man sieht, haben die Anderungen der Parameter &g, &7, &7, &7 und &, den
groBten EinfluB auf die U-Funktion ¢g. Da die ,,Koordinatenpaare* &;; und &,
&1 und &, sowie &g;, 735 und 7,3 annidhernd den gleichen qualitativen Verlauf haben,
geniigt es, je eine Koordinate dieser ,,Paare‘ zu beriicksichtigen. Die Koordinaten
&5 und %, bewirken praktisch nur eine Parallelverschiebung der Lagefunktion
U = g,.

Auf Grund dieser Analyse wurden zur Optimierung der U-Funktion die Parameter
&18s &g, Mgy £26 und &5, in den Parametervektor einbezogen. Die Optimierungsrech-
nung ergab verbesserte Getriebeabmessungen durch kleine Parameterdnderungen,
so dafl die Beschleunigungsspitzen wesentlich herabgesetzt, die Rastabweichung
vermindert, allerdings die Rastdauer etwas verkiirzt wurde. In Bild 1.10a kann
man beide Verldufe vergleichen.

Aus dem Verlauf der kinematischen EinfluBfunktionen iiber dem Antriebswinkel
kann der Konstrukteur auch Informationen dariiber gewinnen, wie die unvermeid-
lichen Gelenkspiele, die durch die Fertigungsgenauigkeit bestimmt werden, die
Lagefunktion am Abtriebsglied beeinflussen. Drehgelenke, deren Lagerspiel sich
wenig auf die Lagefunktion U des Abtriebsgliedes auswirkt, haben kleinere Werte
U, und kénnen mit groberen Toleranzen gefertigt werden als solche, deren Lager-
spiel starken Einfluf hat.

In erster Niherung konnen die Extremwerte des reduzierten Spiels am Abtriebs-
glied, das sich aus dem Spiel aller Lager ergibt, aus

oU oU
Qs A AU = £ 3 |U | dw, = ¥ 2= Ay + —— Ang 3)
P & o

berechnet werden, wenn man Aw, als Abweichungen A¢;, und Az;, auffaBt. Diese
Niherung ist schon vor einer kinetischen Analyse berechenbar, aber sie liefert zu
groBe Werte, wenn man fiir 4&;, und An;, den Betrag des Lagerspiels ansetzt, weil
nicht alle Gelenke in jeder Getriebestellung so anliegen, daf sich ihre Anteile ad-
dieren.

Genauere Werte erhilt man, wenn man nach der kinetostatischen Analyse die
Kraftrichtungen in den Gelenken und damit die Kontaktwinkel §;, zwischen Bolzen
und Lagerschale kennt, vgl. Bild 4.8 und 2.9. Dann sind die Abweichungen im Lager

A&y = Ary cos By,  Any = Arysin By, 4)
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Abtriebswinkel (9g = 9gmin )
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Bild 1.10 Analyseergebnisse fiir das Koppelrastgetriebe von Bild 1.9
a) U-Funktion g, Urzustand, ———- Optimum
b) kinematische EinfluBfunktionen

4%
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Tabelle 1.5. Fourierkoeffizienten einfacher Koppelgetriebe

Fall Getriebeschema Geometrische Funktion
T schubkurbel 2=/l <1
y . ‘ = lpcosy +v/¢ - sy
A oy 7 X X =1 (cosq+1x Y1-Asinfy )

A=l/ls <1, 6=/l <1
X = lpcosy + /1 - (e+l; siny)?
X = lz[cosq+1—XV1-(e+xsinu)2]

3 Zentrische Kurbelschleie 9, = llz <1
LAy %
i 1+12 -2\ COSY
2 =
y 73 (p=1r—urccos——7”L'sg———
3 Y1+ME-20 cosy
4| Gegenlaufiges Zwil ungskurbel- V= —lhl = % = LL <1
=1 =L . (R2-1)sin
A e OO 720y
(1+X) cosy-2%
Y= 0rCC0S 75771, cosy
5 Kurbelschwinge sz = T -arc tan %
| A
— 4 gy1-4tFcos’y 4 cos?y
L £ACED T
N AN l4-13 Zt COSU
e Ny /o Ui }\,=—{:~<1 t=dtl e l <1, v—1/tl(1*)3)7-7@
Sonderfall K +l;% = (3% +12
6 W“=——=' b )\, 4 —lé- <1
AN A
./ Sechsaliedriges _ Lsing
AR Getriebe jm&-n cosy

X
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AN :kz (@ cos k¢ + by sin k@)
=1
Fourierkoeffizienten
Gk bk

+y 0

lp (/4 + X716 +TONY512+.. ) 3 0

0 0 B

-l (/64 +30Y512+...) 0

0 - 0

LOWE0.) 0

l2 - (6+362%/8 +£ Y2+19eN/6% +156°A7/16 + 3678+, .)

lp (A% 787 + 3¢ /B + /T BN S B A/ 32 )

0

0

[ (€X/8+196X7128 +56°A 716 +...]

-l /64 + 3NY/512 + 15e2AY/ 128 +...)

0

0

T ednms

0

o (W/512+..)

1A

Y2

i
3 v= E:{rsmk(p

Yz

Lo R K
W5 L/ EJ’ c0s k@

x/6

-0 %= -(p-zz’fsin kg

1-X

Y3-20/3

= i 61_ 1
V222 § Tl My

2/5-20/5

OO0 oo O O|O|O| O |

4= -1 —Zkgx“ cosk g

e e 3 202y (et el + 3182

1/3-X/3
A

s S

-N/2

R (a2l Rt e e 2+ 2+ 314)

-2¥3

v+ 05+ 34/8

/4

53+ B2)/40 £ (32 + 42201740

XA

(3t +602)/48

-X/6

le % (1-X78 - 2764 -. )

(. X(1/2-R/B-5%/756-..)

1¢A7(3/8-15X/128- )

142 (5/16-7X/6% -...)

1,%-35/128

O OO 0o o

(42 63/256
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mit dem Radius Ar; = A4s;,/2 der sogenannten Wellenverlagerungsbahn. Es gilt
also genauer, vgl. (3) und (4),

o AT o 1y (a—U- cos Bix + 2
&k ik

Die B sind die Kontaktwinkel gem&8 Bild 4.8 und diirfen nicht mit den Winkeln
der Schub- oder Réidergelenke (Bild 1.6 und 1.7) verwechselt werden.

sin B.-k) : 5)

1.4.3. Harmonische Analyse

Im Hinblick auf die dynamische Analyse, insbesondere fiir das Schwingungsver-
halten, ist die harmonische Analyse der Lagefunktionen periodischer Mechanismen
besonders wichtig. Die Fourierkoeffizienten der Wege und Winkel interessieren,
wenn eine Wegerregung eines Schwingers vorliegt, aber oft werden auch die Harmo-
nischen (Fourierkoeffizienten) der Geschwindigkeit und Beschleunigung oder der
Krifte und Momente gebraucht, vgl. (3.4.2./29), (4.2.2./9), (4.3.1./14), (4.4.2./10).

Aus den Ergebnissen einer kinematischen Analyse konnen die Fourierkoeffizienten
mit bekannten Methoden berechnet werden, vgl. [2], [5], [11] und (4.3.1./15). Dazu
kann man auf Unterprogramme zuriickgreifen, die in jedem Rechenzentrum vor-
handen sind. Es sollen deshalb hier nur einige Bemerkungen zu den fiir Mechanismen
typischen Fourierreihen gemacht werden.

Fiir manche Zwecke ist es vorteilhaft, die analytischen Beziehungen zu kennen,
durch welche die Fourierkoeffizienten mit den geometrischen Parametern der Me-
chanismen zusammenhingen. Von MEYER zUR CAPELLEN (z. B. [1.11], [1.12]) und
RANKERS [1.17] wurden viele ein- und zweiparametrische Mechanismen analysiert,
jedoch kostet es bei mehrparametrischen Mechanismen einen hohen Aufwand,
solche analytischen Abhingigkeiten anzugeben [1.5], [1.25]. Eine Moglichkeit zur
Gewinnung analytischer Ausdriicke bestiinde in der Anwendung der Methode der
Beschreibungsfunktionen [5.1]. Dies kénnte bei der Synthese eines Mechanismus auf
Grund vorgegebener Fourierkoeffizienten, so wie es in [1.17] fiir einfache Mecha-
nismen vorgeschlagen wurde, weiterhelfen.

Tabelle 1.5 gibt fiir einfache Koppelgetriebe die ersten sechs Fourierkoeffizienten
an. Sie wurden durch eine Reihenentwicklung der angegebenen analytischen Funktio-
nen nach einem kleinen Parameter gefunden. Als wesentliches Merkmal, das fiir alle
viergliedrigen Koppelgetriebe gilt, die nur Dreh- und Schubgelenke besitzen, ist
festzustellen, daB stets unendlich viele Fourierkoeffizienten auftreten. In manchen
Fillen, wie hier beim gegenldufigen Zwillingskurbelgetriebe, konvergieren die Fourier-
reihen so langsam, daB auch die Ordnungen von k£ > 10 von Bedeutung sind und zu
storenden Resonanzen fithren, vgl. Abschnitt 4.6.

GrofBe praktische Bedeutung haben endliche und schnell konvergierende Fourier-
reihen in der Mechanismendynamik. Sie sind durch Kurvengetriebe (vgl. Abschnitt
4.6.2.) und Réaderkoppelgetriebe realisierbar. Bei mehrgliedrigen (I = 6) Koppelge-
trieben kénnen Abmessungen gefunden werden, bei denen einzelne Harmonische ver-
schwinden.
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