" Kinetik zwangldufiger Mechanismen

2.1.  Aufgabenstellung

Die dynamischen Krifte, die in Mechanismen entstehen, werden in kinetostatische
Krifte und Vibrationskrifte eingeteilt. Als kinetostatische Krifte werden die Massen-
krifte bezeichnet, welche bei idealen kinematischen Bindungen der starren Korper
auftreten. Die Vibrationskréifte haben ihre Ursache in der Elastizitit der Lager und
Getriebeglieder und im Spiel in den Gelenken, d. h., sie resultieren aus mechanischen
Schwingungen.

Aufler diesen dynamischen Kriften treten in Gliedern und Gelenken von Mecha-
nismen noch zeitlich verinderliche Krifte auf, die nicht durch Massenkrifte bedingt
sind, aber infolge der Bewegung eines oder mehrerer Antriebsglieder von der Ge-
triebestellung abhéngig sind. Solche Krifte werden durch das Eigengewicht der
Getriebeglieder, technologische Krifte am Abtrieb, Antriebskrifte oder -momente,
Federkrifte, Dimpferkrifte und Zwangskrifte (infolge nicht paralleler Drehachsen)
hervorgerufen.

Die Aufgabe der kinetischen Analyse besteht darin, die Antriebskrifte und -mo-
mente, die Kraftgrofen in den Gelenken und die Belastungen und Verformungen der
Getriebeglieder zu ermitteln. Auf Grund einer kinetischen Analyse kann der Kon-
strukteur die Parameter der Gleit- oder Wilzlager festlegen und die Dimensionierung
der Getriebeglieder vornehmen, wofiir meist die Balkentheorie ausreicht [2.11].

Die kinetostatischen Krifte kénnen oft durch dynamischen Ausgleich reduziert
werden, vgl. Kapitel 3. Thnen sind meist bedeutende Vibrationskréfte iiberlagert,
die oft gerade bei den statisch gut ausgeglichenen Mechanismen relativ gro und ge-
fahrlich sind. Mit den Vibrationskréiften befassen sich die Kapitel 4 und 5, wobei
vielfach auf die kinetostatischen Krifte zuriickgegriffen wird, da sie die Ursache von
Schwingungserregungen sind. Neben der bekannten Theorie zur Berechnung der
kinetostatischen KraftgroBen innerhalb der Bewegungsebene (Abschnitt 2.2.) wird
im folgenden auch eine Theorie zur Berechnung der Zwangskrifte quer zur Bewe-
gungsebene dargestellt (Abschnitt 2.3.), die infolge der unvermeidlichen Fertigungs-
toleranzen von Gliedern und Gelenken entstehen.

Das Gebiet der kinetischen Analyse ebener und rdumlicher Mechanismen ist vom
Standpunkt der Mechanik weit ausgebaut und hat mit der Entwicklung der Roboter-
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technik weitere Anst6Be erfahren [2.18], [2.19], [2.20], [2.21], [2.23]. Die Bewegungs-
gleichungen von Mehrkorpersystemen sind relativ kompliziert aufgebaut, insbe-
sondere bei rdumlichen Bewegungsmoglichkeiten. Es gibt Methoden, welche die
Aufstellung der Bewegungsgleichungen und die Losung von Anfangswertproblemen
Computern iibertragen [2.8], [2.9], [2.16], [2.18], [2.19]. Fiir die Berechnung kineto-
statischer Kréfte existieren in allen Industrielindern Rechenprogramme, so dafl aus
der DDR nur z. B. KOGEOP [2.5], [1.8], DAM [2.6], SPAMEC [2.15], MANANY
[2.22], RAEKOP [1.1] u. a. [2.12] genannt seien.

Die folgenden Ausfithrungen zur kinetischen Analyse dienen auch der Vorberei-
tung der in den Kapiteln 3 bis 5 behandelten dynamischen Probleme an ebenen
Mechanismen in Maschinen. Kinematische Bindungen nennt man ideal, wenn die
Summe der Arbeiten der Reaktionskrifte dieser Bindungen bei beliebigen virtuellen
Verriickungen gleich 0 ist. Da in realen Mechanismen stets eine tangentiale Kom-
ponente der Zwangskraft vorhanden ist, die gleich der Reibkraft ist, so ist praktisch
keine Bindung ideal. Nichtsdestoweniger kann man in der Praxis die Vorstellung von
idealen Bindungen beibehalten, wenn man die Reibkrifte in den entsprechenden
Gleichungen als eingeprigte Krifte behandelt. Dabei muB8 man zusitzliche Be-
ziehungen beriicksichtigen, welche durch die Reibungsgesetze bestimmt werden. Bei
derartigem Herangehen kann der Begriff der idealen Bindungen trotzdem ange-
wendet werden [2.14], [2.16].

Es existiert eine groBfe Klasse der sogenannten selbsthemmenden Getriebe, fiir
welche sich das erwihnte Herangehen als fehlerhaft erweisen kann, weil die Be-
wegungsmoglichkeit dieser Getriebe (z. B. Schneckenradgetriebe) wesentlich von
der Richtung der iibertragenen Krifte abhingt. Diese Getriebe verlangen eine
spezifische Behandlung, die ausfiihrlich in [25] erfolgt.

2.2.  Kinetische KraftgroBen innerhalb der Bewegungsebene

2.2.1. Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Aufgabe besteht darin, die Wirkung der Massenkrifte, der eingeprigten Krifte,
der Feder- und Diampferkrifte und -momente auf den Antrieb, das Gestell und die
Gelenke zu berechnen. Die an einem Getriebeglied mit der Nummer ¢ auftretenden
KraftgroBen sind in Bild 2.1 angegeben. Der Begriff ,,KraftgroBe‘ ist der Oberbegriff
fiir ,,Kraft‘* und ,,Moment‘‘.

Auf Grund der zwangldufigen Bewegung wirken am Getriebeglied ¢ die Massen-
krifte (D’ALEMBERT) mit den Komponenten

Fy = —mids;, Fy; = —ms; (1)
als ,,Aktions“‘krifte und das Massenmoment

M* = —Jg5¢;. (2)
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Bild 2.1 Bezeichnung der am
Getriebeglied ¢ wirkenden
» Kraftgrofien

X

Die Masse m; und das Massentragheitsmoment J; beziiglich des Schwerpunktes seien
gegeben. Die Beschleunigungen der Schwerpunkte (&s;, #s;) und Winkel (¢;) sind mit
den in den Abschnitten 1.2. und 1.3. angegebenen Methoden berechenbar.

Im Schwerpunkt greift in der Hohe ys; die Schwerkraft an, wobei y vertikal auf-
wirts gerichtet ist:

Fyy = —mg. (3)

AuBerdem werden auf den Bezugspunkt O; mit den raumfesten Koordinaten x;,
Yoi eine eingeprigte Kraft mit den Komponenten F,; und F,; und auch ein einge-
pragtes Moment M; reduziert. Solche eingeprigten KraftgroBen konnen technolo-
gische Krifte (Umform-, PreB- oder Verarbeitungskrifte), Antriebs- und Bremskrifte
oder -momente oder auch Reibkrifte und Reibmomente der Lager sein.

Als weitere Gruppe sind die Feder- und DampferkraftgroBen zu nennen. Eine
Léngsfeder m mit der Federkonstanten ¢, und der ungespannten Federlinge [,
die zwischen zwei Gliedern angeordnet wird und die momentane Federlidnge /,, hat,
ruft eine Kraft

Fm A cm(lm — l0m) (4)

zwischen diesen Gliedern hervor, vgl. Bild 3.2. In gleicher Weise kann eine Drehfeder
in einem Gelenk (i, k) zwischen den Gliedern i und % befestigt sein. Sie bewirkt ein
Moment auf beide Glieder (actio = reactio):

M = crielpi — o — Piro) = Crm(Pm — Pom) - (5)

Dabei ist ¢p,, die Drehfederkonstante und ¢, der Einbauwinkel der unbelasteten
Drehfeder. Nichtlineare Federn, Dampfer und Aktoren (gesteuerte Zusatzkrifte)
kénnen analog behandelt werden, wenn man die entsprechenden Kennlinien F(I, I, ¢)
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mathematisch formuliert. Als Federparameter werden die GréoBen ¢, ly,, ¢r, und
@om bezeichnet.

Eine zweckméiBige Methode zur Berechnung der gesuchten KraftgroBen ist das
Prinzip der virtuellen Arbeit. Nach diesem Prinzip ist fiir ein mechanisches System,
das sich im Gleichgewicht befindet, die Summe der Arbeiten aller angreifenden
Krifte und Momente bei einer mit den Zwangsbedingungen vertraglichen virtuellen
Verriickung gleich 0 [2.7].

Um dieses Prinzip auf die Berechnung einer beliebigen KraftgréBe @, (z. B. eine
Gelenkkraftkomponente) anwenden zu kénnen, wird an der Stelle, an der die Kraft-
grofe bestimmt werden soll, der Mechanismus geschnitten und eine zusétzliche
Koordinate w, in Richtung der gesuchten Kraftgrofe eingefiihrt. Diese Koordinate
w, ist eine Linge, wenn eine Kraft gesucht ist, und sie ist ein Winkel, wenn ein Moment
gesucht ist. Vorzugsweise werden als solche Koordinaten die bei der kinematischen
Analyse bereits verwendeten &;, Mk, €5, 1%, Bir und s;; benutzt, die in den Abschnit-
ten 1.2.3. und 1.3.4. eingefiithrt wurden.

Die Komponenten von Gelenkkriften in Drehgelenken werden giinstig im glied-
festen Bezugssystem berechnet, indem w, jeweils in die Richtung der gliedfesten
Koordinatenachsen gelegt wird. Bei Schubgelenken wird w, zur Berechnung der
Normalkraft senkrecht zur Schubgeraden und zur Berechnung des Verkantungs-
moments in Drehrichtung des Winkels ¢;, gewihlt. Zur Berechnung raumfester
Kraftkomponenten ist fiir w, die entsprechende Koordinate z;; oder y;; zu nehmen,
zur Berechnung eines Antriebsmomentes der Antriebswinkel ¢ und zur Berechnung
einer Antriebskraft der Antriebsweg I, vgl. Tabelle 1.2.

Unter Beriicksichtigung der oben erwihnten am Glied i angreifenden Kraft-
groBen lautet die Arbeitsgleichung bei einer virtuellen Verriickung:

7 §
OW = Qyow, — 3 (midsidrs; + miFsidysi + Jsifide;)

i=2

I
+ X (Faidwoi + Fyidyo: + Midp; — migdys:)

=2

— 2 lenlm — lom) Oln + Crm(Pm — @om) 0@m] = O. (6)

Die Summation iiber i erfolgt iiber alle bewegten Mechanismenglieder, m summiert
iiber alle Federn (soweit iiberhaupt vorhanden). Der Ubergang zu differentiell
kleinen Verriickungen ist von den Variationen aus moglich, wenn unter diesen Ver-
riickungen die mit den Zwangsbedingungen vertriglichen gemeint sind. Damit liefert
(6) die Beziehung fiir die gesuchte KraftgroBe (,,Reaktions‘kraft):

Y &
Qp = 3 (mifsizsip + MifsiYsip + IsiPi®i,p)

i=2

j 3
= 2 (inxoi,p -+ Fm'yoi,p + Mi(pi,p il migySl',p)

1=2

+ Z [cm(lm = l0m) lm,p + ch(‘pm - (po'n) ‘pm.p]' (7)
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Die partiellen Ableitungen nach der Koordinate w, sind durch Komma und Index p
angegeben. Die in (7) vorkommenden partiellen Ableitungen erster Ordnung sind
nach den in 1.2.3. und 1.3.4. angegebenen Methoden berechenbar. Dies erfordert
bei Dyadenmechanismen die Losung eines gestaffelten Systems von jeweils zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten, wihrend bei beliebigen Mechanismenstrukturen
im allgemeinen 2. 7M simultane Gleichungen zu losen sind. Anschliefend kénnen
aus linearen Beziehungen des Typs (1.2.3./7 und 8) oder (1.3.4./11) die partiellen Ab-
leitungen der anderen Koordinaten berechnet werden.

Zur Berechnung jeder der interessierenden 27, Gelenkkraft- und # Antriebskraft-
groBen ist (7) anwendbar. Ohne Beriicksichtigung des Eigengewichts, der Feder-
krifte und der eingeprigten KraftgroBen soll (7) fiir die am haufigsten vor-
kommenden Mechanismen mit einem Laufgrad # = 1 und dem Antriebswinkel ¢
(an dem das Antriebsmoment M,, angreift) umgeformt werden. Zwischen den kine-
matischen GroBen der Antriebsbewegung und den Schwerpunktbeschleunigungen
bzw. der Winkelbeschleunigung des Gliedes 7 bestehen die Beziehungen, vgl. (1.1./1):

Esi = x5 + Ts9?,  Psi = YsiP + yYsi9®, $i = @i'P + o'¢. (8)

Die partiellen Ableitungen nach der Antriebskoordinate (w, = ¢) sind durch einen

Strich gekennzeichnet. Sie lassen sich ebenso wie die Ableitungen nach anderen

Koordinaten bei der kinematischen Analyse berechnen, vgl. Abschnitt 1.2. und 1.3.
Einsetzen von (8) in die erste Zeile von (7) liefert

1
Q, = ¢ X (mixsxsi p, + Miysi¥si.p + Jsipi’ Pip)
i=s

I
+ ¢ 3 (mixsixsi p + miysysip + Isipi’ ' ®ip)- 9)
=2

Daraus folgt, dal ohne Beriicksichtigung eingeprigter KraftgroBen jede kinetosta-
tische KraftgroBe aus zwei Summanden besteht, von denen einer der Winkelbe-
schleunigung (¢) und der andere dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit des An-
triebsgliedes (¢*) proportional ist. Bei doppelter Antriebswinkelgeschwindigkeit
(¢ = 0) sind z. B. die kinetostatischen KraftgroBen viermal so gro und zeigen den-
selben Verlauf. Dieser elementare Fakt ist im Maschinenbau von groBer prak-
tischer Bedeutung, weil er mit vielen Problemen in Verbindung steht, die bei einer
Drehzahlerh6hung auftreten.

Im allgemeinen sind die dynamischen Gelenkkrifte, im Gegensatz zu kinemati-
schen GroBen (Geschwindigkeit, Beschleunigung, ...), nicht nur vom Bewegungs-
zustand eines Mechanismus abhéngig, sondern auch von der Position der Angriffs-
punkte aller eingeprigten KraftgroBen einschlieBlich der Antriebskrifte oder An-
triebsmomente. Ein und derselbe Bewegungszustand eines Mechanismus kann durch
verschiedenartig rdumlich verteilte eingepréigte Krifte zustande kommen. Bei der
Berechnung einer verallgemeinerten KraftgroBe @, ist also stets auch die Position
der eingeprigten Kraftgrofen zu beriicksichtigen. Die Tatsache, dal man durch eine
andere Anordnung der Antriebsglieder die Gelenkkrifte beeinflussen kann, kann ein
Konstrukteur zum dynamischen Ausgleich ausnutzen, vgl. Abschnitt 3.5.
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Im Mittel treten minimale Gelenk- und Antriebskrifte dann auf, wenn
ein Mechanismus seine Eigenbewegung ausfiihrt. Die Eigenbewegung ist dadurch
charakterisiert, daf} alle eingeprigten KraftgroBen fehlen (F,; = F,; =0, M; = 0)
und sich der Mechanismus mit konstanter Energie, aber verénderlicher Geschwindig-
keit bewegt, vgl. Abschnitt 3.3.1.

Die Ausdriicke in den Summen sind unabhingig vom Bewegungszustand eines
Mechanismus. Sie konnen aus den geometrischen Parametern und Massepara-
metern berechnet werden und stehen im engen Zusammenhang mit dem Begriff
der verallgemeinerten Massen, auf den in Abschnitt 2.2.2. eingegangen wird. Die
zweiten Ableitungen nach der Antriebskoordinate ergeben sich aus Gleichungen der
Form (1.2.3./9, 10, 13, 14) oder (1.3.4./14) fiir w, = w, = ¢.

Das Antriebsmoment ist gewissermaflen die verallgemeinerte Kraft in Richtung
der Koordinate ¢. Aus (9) folgt damit fiir den Sonderfall w, = ¢

Qp & May = ¢ X [mi(xs; + ys) + Jsipi’]
+ ¢ X [mi(@siws; + ysiys) + Isipi'ei”’]- (10)
Fiithrt man das reduzierte Massentriagheitsmoment

J(p) = X [mi(as; + ys) + Tsipi],

’ 1" 7 r (11)
J(p) = 2 X [mi(xsiws; + Ysiysi) + Jsigpi'ei”’]
ein, so kann (10) auch in der Form
Lo, 1
Man=J<P+-2—J'¢2 (12)

geschrieben werden. Falls nur eine einzelne Masse am Abtrieb translatorisch oder
ein Massentrigheitsmoment rotatorisch bewegt wird (bei manchen Maschinen ent-
hilt diese Masse den Hauptanteil der kinetischen Energie), wird xs;, ys; oder ¢
durch die Lagefunktion U und m; oder Jg durch m vertreten, so daB aus (11) der
Sonderfall J = mU'? entsteht.

Auch allgemein kann man die Verédnderlichkeit von J(p) durch eine fiktive U-
Funktion U’(¢) = JJ(¢)/m mit einer konstanten Masse m ausdriicken, und (12)
erhilt die Form

My, = mU2% + mU'U"¢2, (13)

vgl. Abschnitt 4.2.3.

Die Gleichungen der Form (10), (12) oder (13) erlauben, aus dem gegebenen (ein-
geprigten) Antriebsmoment den Antriebswinkel ¢(¢f) unter bekannten Anfangs-
bedingungen durch numerische Integration zu bestimmen. Auf Sonderfille geht
z. B. D1ziogLu [7] ein.
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2.2.2. Lagrangesche Gleichungen 2. Art

Die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art sind eng mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit
verbunden [2.7]. Sie sollen hier ergédnzend benutzt werden, weil sie einen einfachen
Zugang zu dem wichtigen Begriff der verallgemeinerten Massen liefern. Damit werden
die kinetostatischen KraftgroBen fiir Mechanismen mit mehreren Antrieben berech-
net.

Von einem Mechanismus mit mehreren Antrieben seien die Antriebskoordinaten
q1> Qo5 > qr als Wege oder Winkel gegeben. F' ist der Laufgrad (Getriebefreiheits-
grad). Die Schwerpunktkoordinaten der einzelnen starren Koérper und die Winkel
sind bei zwangldufigen Mechanismen eindeutige Funktionen der Antriebskoordinaten :

Tsi = Tsi(qe) > Ysi = Ysi(@w)> @i = @ilq)- (1)
Die Geschwindigkeiten folgen daraus zu, vgl. Abschnitt 1.3.4.,

F F F
&si = X Tsipdes Ysi = X Ysiades @i = X @iides (2)
k=1 k=1 k=1

und die Schwerpunkt-Beschleunigungen sind analog zu (1.3.4./9)

F F F
Bsp = 2 wsipde + X X @sideds 3)

k=1 k=1 I=1
(#si und ¢; analog). Auch hier wurde wieder fiir die partiellen Ableitungen die Kurz-
schreibweise

#i ( ) angewendet, vgl. (1.3.4./3).

gy

Die kinetische Energie des Mechanismus ist die Summe der kinetischen Energie
aller bewegten Getriebeglieder (starre Korper) und betriagt

3 ¥
Wiin = ) X (mig%; + migk; + Jsigi?) . 4)
s

Setzt man die Geschwindigkeiten aus (2) in (4) ein, dann erhélt die kinetische Energie
die Form '

|

| =

F
Win = P2 My G - (5)
k=1 I=1

Il

=N

Dabei ergeben sich die verallgemeinerten Massen zu

I
My = 3 (Mi%s; 1 Tsip + MilYsixYsin + Jsi@ip@in)- (6)
=3

Man kann zeigen, daB die m, Tensoren zweiter Stufe sind, d. h., daB ihre Richtungs-
abhangigkeit sich aus den Gesetzen der Tensorrechnung ergibt. Die verallgemeiner-
ten Massen my, sind bei gleichméBig iibersetzenden Getrieben, wie Zahnradgetrieben,

Planetengetrieben, Riemengetrieben u. a.jkonstant. Bei ungleichméBig iibersetzen-
nitht Tmmer
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den Getrieben sind sie stellungsabhingig, da sie sich im allgemeinen mit den Koor-
dinaten ¢, bis gr verindern. Bei den folgenden Betrachtungen treten auch Ablei-
tungen der verallgemeinerten Massen nach einer verallgemeinerten Koordinate oder
der Zeit auf. Dafiir wird die Kurzschreibweise

a’nkl d’nkl 2 a“”kl . z o
= m, y —m—— = —— — m, 7
3q,, kl,p dt . 9 p§l kl,p9p ( )

=1 8qp
gewdhlt, und es gilt

b §
My p = 2 [Mi(Xsi kpsiy + Tsiwsip) + Mi(Ysikplsin + YsikYsiip)
i=2

+ Jsil@i kp®ii + @ig@iip)l- (8)

Die partiellen Ableitungen der verallgemeinerten Massen sind explizit von den
ersten und zweiten partiellen Ableitungen der Schwerpunkt- und Winkelkoordinaten
(1) abhingig und damit implizit von den verallgemeinerten Koordinaten ¢, (! =1,
2 savy )

Es ist zweckma Big, folgende Abkiirzung einzufiihren:

My = Myp i + M, — Mg,y

I
== 2_2; [mi(@si jusi,p + YsiaYsip) + Jsii@i,pl- ©)

=
Die durch drei Indizes gekennzeichneten GroBen my,, in (9) unterscheiden sich um
den Faktor 2 von den Christoffelschen Symbolen erster Art; vgl. z. B. [27], S. 61.
Sie werden aus den partiellen Ableitungen der verallgemeinerten Massen berechnet.
Mit Benutzung der schon in Abschnitt 2.2.1. erkldrten Federparameter betragt

die potentielle Energie:

1 £
Wpot ZE Z [cm(lm = l0m)2 = ch(‘pm e (pOm)z] +q Z' miYsi - (10)
m i=2
Mit der Lagrangefunktion L = Wy, — W, lauten die Lagrangeschen Gleichungen
2. Art
d (oL oL
= e e (11)
dt \og, o4y

([2.7], [2.11]). Dabei sind die @,* die auf den Mechanismus wirkenden Nichtpotential-
krifte, die mit Hilfe der virtuellen Arbeit auf die verallgemeinerte Koordinate g,
reduziert werden. Sie ergeben sich aus den eingeprigten Kriften und Momenten, die
in Abschnitt 2.2.1. genannt wurden, sowie der in Richtung der Relativkoordinate g,
wirkenden KraftgroBe Q,,:

I
Q* =0 + X Faittoip + Fyithoi,p + Mipip)- (12)

=2
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Einsetzen von (5) und (9) in (10) liefert nach Ausfithrung der Differentiationen geméaf
(11) in Verbindung mit (12) nach kurzen Umformungen:

F 1 F F
@ =z§ myd; + iy 2 X (myp e ++ My — My ) Gy

k=1 I=1

I
— 2 (Fuiwoi,p + Fyiioi.p + Mi@i,p — migysi,p)
i=2

i

+ Z [em(lm — lmo) lm,p + Crm(®Pm — @om) ‘Pm.p]' (13)

Falls die Verldufe der Antriebskoordinaten ¢,(¢) (I = 1, 2, ..., F') bekannt sind, sind
dies auch deren Geschwindigkeiten ¢, und Beschleunigungen §;, und damit ist unter
Beachtung eingeprigter KraftgroBen die in Richtung der Koordinate g, wirkende
KraftgroBe (,,Reaktions‘‘kraft) @, berechenbar. Gleichung (13) sagt dasselbe aus wie
(2.2.1./7), allerdings sind die kinetostatischen Krifte hier in einer d&uferlich anderen
Form enthalten. Mit (3), (6) und (8) 148t sich (2.2.1./7) in (13) tiberfiihren.

Bei der Formulierung von (1) und (2) fiir die Koordinaten und Geschwindigkeiten
war zunichst von ,,Antriebskoordinaten* gy, ¢s, ..., gr die Rede. Man kann jedoch
formal eine dieser verallgemeinerten Koordinaten als eine virtuelle Koordinate (g,)
annehmen, fiir die ¢, und §, gleich 0 sind. Dann wird aus der ,,Antriebskraft*“ @,
eine KraftgroBe, die innerhalb des Mechanismus in Richtung g, auftritt, also eine
der GelenkkraftgroBen. Fiir den bereits in (2.2.1./9) betrachteten Sonderfall mit einer
Antriebskoordinate ergibt sich, wenn in (13) der Laufgrad F = 1 gesetzt wird, die
kinetostatische Kraft zu

s 1 . - 1 .
Qp = Mp:Gy + '2- (2mypy,, — myy,p) g.> = Myp1Gy + E mulez- (14)

Fiir ¢; = ¢ stimmt (14) mit (2.2.1./9) iiberein, denn gemé&f (6) ist
7

My = My = ) (MiZsi 1Zsi p + MilYsiYsip + JsiPi@ip)s (15)
=2

und aus (8) folgt firk =p,l =1undp =1
I
My1,1 = 2 [Mi(@si p1%si,1 + TsipTsing) + Mi(Ysipr¥sin + YsipYsia)

=2

+ Jsi(@i, ;@i + @i pPi)l- (16)
Fiir k = 1, 1 = 1 folgt aus (8)
1
My1,p = 2 Z [mi(zsi, p1%si,n + Ysipa¥sin) + Jsi‘l’i,pl?’i.ll- (17)
=2
Es ergibt sich aus (9) fiir die schon in (14) benutzte Grofe:

Mmy1p = 2mp1.1 — Mn,p

I
=2 Z (mixSi.pmSi.ll + M;Ysi,pYsig + Jsi‘Pi.p?’i.u)- (18)
i=2
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Man sieht sofort, daB m,,; in (14) mit dem Faktor von ¢ in (2.2.1./9) iibereinstimmt,
und wenn man die Ausdriicke aus (16) und (17) in (14) einsetzt, erkennt man, daf
auch der Faktor von ¢, in (14) mit demjenigen von ¢?* in (2.2.1./9) identisch ist.
Der zu (2.2.1./9) gegebene Kommentar trifft genauso fiir (14) zu, wobei das Be-
sondere an (14) der interessante Zusammenhang mit den verallgemeinerten Massen
ist. Zur Berechnung der kinetostatischen Kraftgro8en in einem Mechanismus kann
man also giinstig die verallgemeinerten Massen und deren Ableitungen benutzen.

Fiir einen Mechanismus mit zwei Antrieben (Laufgrad F = 2) folgt aus (13) mit (9)

Qp = Mp1Gy + Mpa§o + mupq1 + Ma1pG1ge + m22pq2 . (19)
Ausfiihrlicher lautet diese Gleichung, vgl. (9),
@p = Mprs + MpaGe + i (2mp,1 — mu,p) 0®
+ (Map,e + Mpp 3 — Moy p) G + o (2m2p 2 — Mz p) Go”- (20)

Diese Formel vereinfacht sich, wenn man den Spezialfall ¢, = ¢, betrachtet, d. h.
die auf einen Antrieb wirkende KraftgroBe berechnet (vgl. auch die Abschnitte 4.2.4.
(Bild 4.7) und 4.2.5. (Bild 4.9)):

Q1 = MGy + My + — mu 144% + M1 24140 + (2m21 2 — Mag 1) gs%. (21)

FafBt man ¢, als die urspriingliche Antriebskoordinate ¢, auf und stellt man sich
unter ¢, eine zweite Antriebskoordinate vor, die an einer anderen Stelle eingeleitet

b)) b) q
54,

' 3
m\i % § 2R, %
% bR e S
=
5

7 qz et}

)
%\é i
6
’; Y2~ = xS j;, ’
T g | %7 : ¥
2 qz (PZ q1

1

Bild 2.2. Beispiele fiir Mechanismen mit zwei Antrieben
(Ausgleichbewegung ¢, zum Ausgleich [2.3])
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wird, dann driicken (19) und (20) aus, wie eine Kraftgrofe @, (14) durch eine Aus-
gleichbewegung ¢, beeinfluit werden kann. Mit solchen gesteuerten Ausgleichbe-
wegungen kann jede Gelenkkraft in einem Mechanismus mit einem zusétzlichen
Kraftverlauf iiberlagert werden, was sich sowohl zur Verstirkung gewiinschter
Krifte als auch zum dynamischen Ausgleich ausnutzen 148t, vgl. Abschnitt 3.5.4.
und Bild 2.2.

Die Funktionen, die als Faktoren bei §,, ¢;¢, und ¢,* stehen, bewerten den dyna-
mischen EinfluB der Ausgleichbewegung. Die Frage, ob und durch welche Bewe-
gungen z. B. ein dynamischer Ausgleich moglich ist, kann man damit wihrend der
Projektierungsphase eines Mechanismus beantworten, indem mehrere denkbare
Varianten von Zusatzantrieben miteinander verglichen werden. Auf die Anwendung
solcher Ausgleichgetriebe hat Diziogru [2.3], [2.4] hingewiesen. Bild 2.2 zeigt vier
Varianten eines Mechanismus mit zwei Antrieben (Laufgrad F = 2).

Die Betrachtungen werden hier mit der Ermittlung der KraftgroBen der Gelenke
und Antriebe abgebrochen, weil die weiteren Schritte, die der Konstrukteur bei der
Auslegung und Dimensionierung eines Mechanismus zu gehen hat, mit den aus der
Technischen Mechanik [2.11] oder Konstruktionstechnik bekannten Methoden er-
folgen konnen, z. B. die Dimensionierung der Gleit- oder Wilzlager, der Gelenkbolzen,
die Festigkeitsberechnung der Glieder u. a.

2.2.3. Gelenkkriifte in Dyadenmechanismen

Mit den in Abschnitt 2.2.1. und 2.2.2. beschriebenen Methoden lassen sich die Ge-
lenkkrifte berechnen, nachdem entweder nach dem Gliedergruppenkonzept (Ab-
schnitt 1.2.3.) oder nach dem Maschenkonzept (Abschnitt 1.3.4.) die partiellen Ab-
leitungen ermittelt wurden.

Die folgende einfache Methode gilt nur fiir Dyadenmechanismen. Sie setzt die
Berechnung der Beschleunigungen der Schwerpunkte und der Drehwinkel voraus,
und sie liefert schrittweise Formeln fiir die Gelenkkrifte, indem die Ergebnisse des
vorhergehenden Schrittes als EingangsgroB8en beim néchsten Schritt benutzt werden.

Der Algorithmus baut auf Formeln auf, welche fiir die einzelnen Dyaden gelten.
Dazu werden fiir die aus Bild 1.1 bekannte Dyade mit Drehgelenken die Gleichungen
mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt, vgl. Bild 2.3. Das Glied j ist
dasjenige, auf welches eingeprigte KraftgroBen wirken.

Fiir die skizzierte Dyade seien die Koordinaten der Gelenkpunkte (z;;, ¥ij, Zjx = ),
Yik = Ykj> Tuts Yki> Tim» Yjm) Und der Schwerpunkte (xs;, ¥sj» Tsk, Ysk) aus einer voraus-
gegangenen kinematischen Analyse bekannt. Im Gelenkpunkt (§, m) greift die vom
benachbarten Getriebeglied m (vgl. Bild 1.1) wirkende Gelenkkraft (F,j,, F;,) und
das Moment M, an. Die Gelenkkrifte werden in systematischer Weise bezeichnet,
indem der erste Index der Nummer des Gliedes entspricht, auf welches die Kraft
wirkt, und der zweite Index die Nummer des Gliedes angibt, woher die Kraft kommt.
Die Kraftkomponenten sind positiv in Richtung der positiven Koordinatenachsen.
Es gilt fiir alle 7 und &

Fojp + Foj =0, Fyp + Fpyj =0. (1)

5 Dresig, Dynamik
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Bild 2.3 Zur Berechnung der Gelenkkrifte in einer Dyade mit Drehgelenken

Aus dem Momentengleichgewicht um das Drehgelenk (7, 7) und um das Drehgelenk
(k, 7) ergeben sich folgende Gleichungen, vgl. Bild 2.3:
—Fo(yix — Yii) + Fyp(@ip — %3) = FajmYim — Y5i) — Fyjm(@jim — 25:)
+ M + myisi(xs; — i) — midsi(ysj — Yji) + IsiPj» (2)
—Fai(ye; — Yu) + Fej(@j — 20) = mJsi(@se — 2a) — mudse(Yse — Yur)
+ sk Pr- (3)

Mit (1) bis (3) liegen vier Gleichungen fiir vier Unbekannte vor. Deren Losungen
ergeben Formeln zur Berechnung der Gelenkkraft im Innern der Dyade. Mit

4 = (zjp — 25) (Yej — You) = (Xej — ) (Y — Yji) (4)
ergibt sich
1
szk = —Lgj = Z‘ {[inm(yim ~— YY) ijm(xjm — %) + Mim] (Trj — 2w1)

+ [migsi(xs; — xji) — mi&si(ys; — y3i) + Isi®il (T — Zw)
+ (s @se — ) — MuZsi(Yse — Yi) + I siePre] @ — %4i)}
(5)
1
Fyjp = —Fyy = T {[F 2jmYjm — ¥Yji) — Fyim(@jm — T5) + Min] Yej — Yur)

+ [mgsj(xsj — i) — miZsi(ys; — Yii) + Jsi®i] Wrj — Yr)
+ [dfsi(@se — @) — Mu&se(Yse — Yrr) + L siePred Wie — Y4i)} -
(6)
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Es werden die Gleichgewichtsbedingungen benutzt, um mit (5) und (6) die weiteren
interessierenden Gelenkkrifte zu bestimmen:

Foji = mifsj — Fojp — Fojm, Fyji = mifjsj — Fyje — Fyjm, (7
F oy = myds — Fyj, Fyy = mfsy — Fy. (8)

Mit den Gleichungen (5) bis (8) kénnen schrittweise die Gelenkkrifte in Mechanismen
berechnet werden, welche aus Dyaden mit Drehgelenken bestehen. Das Durchrech-
nen kettenférmig angeordneter Dyaden erfolgt bei der kinetischen Analyse in um-
gekehrter Reihenfolge wie bei der kinematischen Analyse. Bei dem in Bild 1.3 dar-
gestellten sechsgliedrigen Koppelgetriebe, bei dem z. B. in Abschnitt 1.2.2. zur Be-
rechnung von z;, und y;, der Punkt (3, 5) aus (2, 3) und (1, 4) zu berechnen war,
werden zuniichst die Gelenkkrifte Fyq, F; und Fy5 berechnet und danach F,,, F,,
und F,,, indem die Dyade 56 mit der Dyade 34 am Punkt jm = 35 verbunden wird.

Man kann einen Algorithmus formulieren, der unter Benutzung der in Abschnitt
1.2.2. eingefiihrten Indexfolge die Abarbeitung der Formeln zur kinematischen und
kinetischen Analyse auf einem Computer festlegt. In Tabelle 2.1 sind die Grund-
formeln fiir die Berechnung der Gelenkkrifte fiir die bereits in Tabelle 1.1 angege-
benen Dyaden zusammengestellt. Damit kénnen etwa 909, der im Maschinenbau vor-
kommenden Mechanismen berechnet werden, darunter die in Bild 1.2 genannten.
Diese Formeln kénnen auch mit solchen rdumlicher Gliedergruppen kombiniert
werden, welche im Bedarfsfall aufzustellen sind.

Die Betrachtung der Aufteilung in Gliedergruppen laft noch interessante physi-
kalische SchluBfolgerungen zu. Aus den Formeln (5) bis (8) folgt, daB bei vorgege-
bener kinematischer Bewegung die Gelenkkrifte in der Dyade (7, k) nur von den
Masseparametern dieser Dyade und den Kriften der ,,dahinter* befindlichen Dyaden
abhiéngen. Die Masseparameter der Dyade (7, k) sind m;, my, Jg;, Jg und die kérper-
festen Schwerpunktkoordinaten (£s;, 7sj, Esis 17sk)- Somit sind die Krifte im Gelenk
(1, 6), (5, 6) und (3, 5) im erwihnten Beispiel (Bild 1.3) also nur von mg, mg, Jg;, J g,
Esss Mses Ess und ng; abhingig, folglich nicht von den Masseparametern der Glieder
2, 3 und 4. Wenn beim dynamischen Ausgleich die Frage nach der Beeinflussung der
Polardiagramme dieser Gelenkkrifte steht, so kann man sich also auf diese wenigen
Parameter beschrinken. Solche qualitativen Uberlegungen helfen dem Konstrukteur
in manchen Fillen auch, Losungen zur Reduzierung der Gelenkkrifte zu finden.

2.2.4. Gelenkkriifte eines biniren Getriebegliedes

Die Gelenkkrifte in einem einzelnen biniren Getriebeglied lassen sich exakt nicht
dadurch berechnen, da nur dieses Glied isoliert betrachtet wird, weil an den Schnitt-
stellen vier unbekannte Gelenkkraftkomponenten auftreten und nur drei unab-
hiéngige Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Es konnen allerdings
die senkrecht zur Gliedachse auftretenden Komponenten und die Summe der beiden
anderen Komponenten berechnet werden.

Gegeben seien die Beschleunigungen der Gelenkpunkte eines Gliedes sowie dessen
Winkelgeschwindigkeit ¢ und -beschleunigung ¢, vgl. Bild 2.4.

5%



Tabelle 2.1. Gelenkkrifte in Dyaden

Fall Skizze der Dyade Gelenkreaktionen
gk = = Faig = [Mei * s X5 %) #{Me *Msa X1 ] / A4
1 d Rk =~ Fyig = [ Mes +Msj{ yig ~Yia) [ MexMsul i -3 /4,
P =*mi%g R Fgm o Fyji = #mids; =k ~Fym
_zl: K Faa =" Mid ~Fag~Fan 0 Ryl = My ~Fykn
i | Abkiirzungen: Mg =ijm(‘/jm‘yji)"ijm(xjm‘xji)*Mjm,
" M= M X5y =My s Vg Y ) ds; B
0 Ay = X5 g~ K= Vi ¥
Mekt » Mgy vgl. Fall 2
2 Fuig = [Meji + Mg myk s Fijm i 35} it Fyjm) 56 55)] /22

Yik
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Yji

Yl
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Mgji, Mg vgl. Fall 1

H kn
L kn

89

USWISTURYDQY IOSIne[Suemz Yroury g



2.2. Kinetische Kraftgrofen innerhalb der Bewegungsebene 69

Wenn man die Gelenkkrifte, die infolge der Massenkrifte entstehen, nicht durch
die Beschleunigung des Schwerpunktes (is, #s) ausdriickt, sondern durch die aus der
kinematischen Analyse bekannten Grofen der Gelenkpunkte, hat man den Vorteil,
dafBl der EinfluB der Masseparameter (m, Js, &5, 1s) leichter iiberschaubar wird.

yA

L g e

i Tw -

—

Xjk X

Bild 2.4 Vereinfachtes Modell zur Abschétzung der Gelenkkrafte

Driickt man die Schwerpunktbeschleunigungen durch &;;, #;;, &, ¥, ¢ und ¢ aus
und berechnet mit den Gleichgewichtsbedingungen die Gelenkkrifte, dann findet
man fiir die Summe in &-Richtung

Feo + Fyy = m[Ey — dns — ¢%s) (1)
und erhilt die einzelnen Komponenten in 7-Richtung:

F s 5 Js+ m[(l — &s)2 + ns?] .. Js+m(Eg2 + "7s2 .y L
Mo —

qo:m"l— 1+ 2 2 1, (2)
sy Js+ més? P—Us) ., | JIs+mESE + ) .
- _mUngo_ s + m(és l:‘ "s S)"?o"‘ s (lzs =k ’}s)m. 3)

Dabei wurden die Beschleunigungen beziiglich des raumfesten Bezugssystems auf
das korperfeste Bezugssystem transformiert, vgl. Bild 2.4:

&y = &j; cos ¢ + #j; sin g, (4)
51 = &y coS @ + Yy Sin @, (5)
ijg = —&;; sin @ + #;; cos @, (6)

7]1 _ -57,‘ sin ['2 + g,k Ccos @. (7)
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Anstelle der Beschleunigungen beider Gelenkpunkte, die in (1) bis (3) eingehen, kann
man auch von den kinematischen Gréfen eines einzigen Gelenkpunktes ausgehen.
Es ergibt sich dann

3 e
P — m(l _é) o+ mﬁ_ls B — Js + m(&s® 4 ns® — I&s) ¢ — mnsi?, (8)

l l

§s ., e, Js +mES + s
Fqlzstﬁo—mn—;So‘i‘ 5 =& (ls +7/s)¢.

9)

Die Formeln (1) bis (3) oder (8) und (9) sind dazu geeignet, bei gegebenem Bewe-
gungszustand eines Gliedes, z. B. in Stellungen mit extremen Beschleunigungen,
giinstige Relationen der Masseparameter im Stadium der Projektierung eines Me-
chanismus zu ermitteln. In jeder Stellung sind die GroBen &, #jo, &, und 4}, bzw. ¢ und
¢ gegeben. FafBt man dann die Masseparameter als Variable auf (wie es in der Pro-
jektierungsphase der Fall ist), so kann man dafiir eine Optimierung vornehmen, um
die Gelenkkrifte zu verkleinern.

So ist z. B. die fiir den Konstrukteur interessante Tatsache ablesbar, daB bei
bestimmten Relationen der Masseparameter eine Gelenkkraftkomponente gleich 0
sein kann. Fiir den Sonderfall &, = #j, = O (fester Drehpunkt links) ergibt sich z. B.,
daB F,, = 0 wird, wenn der Stab rechts im StoBmittelpunkt [2.11] gelagert wird,
wobei 775 = 0 und

Js = miés — m(Es? + ns?) = més(l — &) (10)

betrdgt. Dieser Zusammenhang kann z. B. fiir die Minimierung der Gelenkkraft in
der Umkehrlage von im Gestell gelagerten Gliedern ausgenutzt werden. In der Kon-
struktionspraxis gelingt es, die Maximalkrifte zu vermindern, indem man mit den
obigen Formeln die Masseparameter festlegt, vgl. Abschnitt 2.4.2.

In der Praxis wird hiufig bei Messungen festgestellt, dal die wirklich auftretenden
Gelenkkrifte bedeutend von den berechneten kinetostatischen Kriften abweichen,
z. B. [3.38], [4.18], [4.43]. Bild 2.5a zeigt ein typisches Beispiel fiir ein MeBergebnis.
Berechnet man die Gelenkkrifte und -bewegungen mit Modellen, welche Elastizitdt
und Spiel beriicksichtigen, so zeigt sich, daB dem kinetostatischen Kraftverlauf
Schwingungen iiberlagert sind. Rechenergebnisse von TANUWIDIATA [2.24] fiir ein
Schubkurbelgetriebe zeigen Bild 2.5b und 2.5¢. Der scheinbar chaotische Verlauf
in Bild 2.5¢ ergibt sich aus einer einzigen angeregten Eigenschwingung, die aus
Bild 2.5b erkennbar ist, vgl. dazu Abschnitt 4.2.5.

Es kommt in der weiteren Forschung weniger auf die Vervollkommnung der
Rechenprogramme, sondern vor allem darauf an, die fiir die Schwingungserregung
wesentlichen mechanischen Bedingungen iiberschaubarer zu formulieren, damit der
Konstrukteur Parameter leichter beurteilen und schon bei der Projektierung eines
Mechanismus unerwiinschte Schwingungen mit konstruktiven MaBnahmen ver-
mindern kann (Lérm), vgl. auch Abschnitt 4.2.2. und 4.3.3.
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2.3.  Kraftgroen quer zur Bewegungsebene

Eine Ursache fiir Krifte quer zur Bewegungsebene sind Zwangskrifte innerhalb
des statisch unbestimmten Tragwerks, zu dem ein Mechanismus wird, wenn die
Achsen seiner Gelenke nicht ideal parallel sind. Der Freiheitsgrad wird dann negativ,
und in Abhingigkeit von den Versetzungen und den Gliedelastizititen herrscht eine
Vorspannung im Gesamtmechanismus, die sich in allen Gelenken auswirkt und den
kinetostatischen Kraftverlauf verindert.

Die folgende einfithrende Betrachtung beschrinkt sich auf die Berechnung der
Belastungen quer zur Bewegungsebene fiir ein Viergelenkgetriebe. Nicht ideale
EinbaumaBe fiithren zu Versetzungen, unter denen hier am k-ten Getriebeglied der
Versatzweg (;, und die Versatzwinkel vy, v, im korperfesten Bezugssystem ver-
standen werden. Das &.,7;,(;-System wird im Drehgelenk, das den Index (k — 1)
erhélt, so orientiert, daf die {;-Achse mit der Drehachse iibereinstimmt. Die &,-Achse
ist vom Gelenk (kK — 1) zum Gelenk k gerichtet, und die #,-Achse steht senkrecht
darauf, so daB ein Rechtssystem zustandekommt (Bild 2.6a).

Das &,,7,,0,-System ist im Drehgelenk (1, 2) gelegen, wobei die {,-Achse mit der
z-Achse iibereinstimmt. Die korperfesten Koordinaten des Gelenks & werden durch
die elastischen Verformungen 4q, und die geometrischen Versetzungen q;, bestimmt.
Die Komponenten dieser Vektoren sind (Bild 2.6 b)

AqkT == (ACIn A‘/’ék’ Awnk), q.{o = (Cko: Yekos %ko)- (1)

Im Deformationsvektor Aq; stecken die elastische Verschiebung A&, der Torsions-
winkel Ay, und der Biegewinkel Ay, des k-ten Gliedes. Der Vektor g, enthilt die
praktisch durch endliche Fertigungsgenauigkeit bedingten gegebenen Verschiebun-
gen und Verdrehungen des k-ten Gliedes gegeniiber dem Gelenk (£ — 1).

Im raumfesten Bezugssystem kann man die Versetzungen s,.T = (2, ¥u, ¥yi)

am Gelenk (k) aus denen des Gelenks (K — 1) und den korperfesten Komponenten
berechnen (k = 2, 3, 4):

S = T8y + K7 - qpo- (2)

Diese Beziehung gilt unter der Voraussetzung, dafl die Versatzwinkel wesentlich
kleiner als 1 sind, so daB sich die ¢, nicht von denen ideal paralleler Getriebeebenen
unterscheiden. Aus einer Koordinatentransformation, die man an Hand von Bild 2.6
nachvollziehen kann, folgt (2) mit den Matrizen

1 0 0 1 0 0
Tk = lk . sin Pr 1 0 s Kk = O CcOos P sin '8 IS (3)
—l-cosqp. 0 1 0 —sing, cosg

Die Versetzungen der Gelenkpunkte sind von der Getriebestellung ¢, abhiingig. Sie
sind fiir das in Bild 2.7 dargestellte Viergelenkgetriebe schrittweise aus den korper-
festen Versetzungen aus (2) und (3) berechenbar. Die Nummern der Gelenkpunkte
sind in Bild 2.7 innerhalb von Kreisen angegeben.

Falls die Getriebeglieder derart zusammengebaut wiirden, dafl das letzte Gelenk
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Bild 2.6 Kraft- und DeformationsgréBen an einem quer zur Bewegungsebene belasteten
binédren Getriebeglied

(k = 4) frei wire, so ergibt sich aus wiederholter Anwendung von (2) der Verset-
zungsvektor zu

8y = TTT;"K,"qy0 + TTK;7q50 + K Tqy. 4)

Das Lager des Gestellpunktes (1, 4) besitzt im raumfesten System Versetzungen der
GroBe 819 = (2105 Y2105 ¥y10)> SO daB das Gelenk (4) an dieser Stelle an die Versetzung
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(14)
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Bild 2.7 Bezeichnung der Deformationen eines quer zur Bewegungsebene belasteten Vier-
gelenkgetriebes (———— verformter Mechanismus, unverformter Mechanismus mit nicht

idealen Einbaumafen)

Asy = s, — s, eingezwingt werden muB. Damit entstehen an dieser Stelle Zwangs-
krifte und -momente, welche im Vektor F,T = (F,,, M,,, M,,) erfafit werden. Die
Aufgabe besteht nun darin, die Deformationsgr68en der Vektoren Aq;, die sich fiir
k = 2, 3, 4 aus 4s, ergeben, zu bestimmen. Sie sind fiir jedes der deformierten Glieder
auf Grund des linear elastischen Materialverhaltens im korperfesten System durch

Aq, = DOy (5)

bestimmt. Dabei ist Q,T = (Fy, My, M,;) der Kraftvektor, der am Gelenk (k) im
Bezugssystem des k-ten Gliedes wirkt (Bild 2.6), und

L33EI, O —1,2/2E1,
D, = 0 W/GIy. O (6)
—L22EI, © —U,/EI,

ist die Nachgiebigkeitsmatrix eines auf Torsion und Biegung belasteten Stabes
bzw. Balkens. In ihr sind die Torsionssteifigkeit Gy, die Biegesteifigkeit EI, und
die Lange I, bekannt.
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Die Lagerelastizitit konnte in der Matrix D, ebenfalls beriicksichtigt werden. Zur
Berechnung der Kraftvektoren kann man folgende Rekursionsformel an Hand der
Gleichgewichtsbedingungen aus Bild 2.6 ¢ herleiten:

Fy,, =T.F., O,=K,F,. (7

Die Matrizen T, und K, sind aus (3) schon bekannt. Die aus (4) bereits bekannte
Beziehung gilt analog fiir die Versetzungen:

As, = T,"T,"K, Aq, + T,"K,TAq, + K,TAq,. 8)

Die gliedbezogenen Versetzungen folgen aus (5) und (7) zu

4q, = D,Q, = D,K,F,, 9)
4q; = D;Q3 = D;K3F; = D;K,T,F,, (10)
4q; = D;Q, = D,K,F, = D,K,T,T,F,. (11)
Einsetzen in (8) ergibt die Beziehung
4
as,= (2 4DA) P, (12)
k=2

mit 4, = K,, A3 = K;T,, A, = K,T,T,.

Die A, beschreiben im Grunde genommen nur die von der Getriebestellung abhan-
gigen geometrischen Verhiltnisse, d. h., diese Matrizen sind nach einer kinematischen
Analyse leicht berechenbar. Gleichung (12) stellt ein lineares (3 X 3)-Gleichungssystem
dar, aus welchem bei bekanntem As, der Kraftvektor F, folgt. Falls F, bekannt ist,
kénnen schrittweise aus (7) die Vektoren F,; bis Fy und die im kérperfesten System
wirkenden Kraftgr68en Q, bis Q,, d. h. die statischen Zusatzkrifte und Momente
in den Lagern infolge der Zwangskrifte berechnet werden.

Die Kraftverteilung innerhalb jedes Lagers 148t sich aus den Zwangskriften F;
und -momenten M., M,, berechnen, wenn die konkrete Bauform (Lagerbreite)
bekannt ist, indem die statischen Gleichgewichtsbedingungen angewendet werden.
Daraus folgt dann die Verteilung der Flichenpressung lings der Lagerbreite.

Die hier fiir das Viergelenkgetriebe dargestellten Zusammenhinge lassen sich
sinngeméf auch fiir mehrgliedrige Mechanismen ermitteln. Pro Masche tritt dann im
allgemeinen eine dreifache statische Unbestimmtheit auf. Aus der Anzahl der Un-
bekannten (fiinf pro Gelenk) und den zur Verfiigung stehenden Gleichgewichts-
bedingungen (sechs pro Getriebeglied) ergibt sich bei rdumlicher Betrachtung der
Grad der statischen Unbestimmtheit. Ein zwangldufiges Getriebe mit I Gliedern,
das (31 — 4)/2 Drehgelenke besitzt, ist z. B. ein (3 — 6)/2fach statisch unbe-
stimmtes Tragwerk.

Man wird in der Praxis selten die hier genannten Zusatzkrifte genau berechnen.
Der Konstrukteur kann durch geeignete Querschnittsform der Glieder, die quer
zur Bewegungsebene biegeweich sind, durch torsionsweiche Gestaltung oder auch
durch zusitzliche Gelenke mit Freiheiten senkrecht zur Bewegungsebene die Zwangs-
krifte und -momente bedeutend vermindern und damit Uberlastungen und Schiden
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vermeiden. Man muf allerdings beachten, daB die bei obiger Betrachtung unberiick-
sichtigten EinfluBgréBen, wie z. B. Spiel und Schwingungen, die Ergebnisse wesentlich
beeinflussen kénnen. Senkrecht zur Bewegungsebene treten infolge des Spieldurch-
laufs und der verdnderlichen Kontaktsteifigkeit stark nichtlineare Federkennlinien
auf [5.65].

2.4.  Beispiele

2.4.1. Schubkurbelgetriebe

Um die in Abschnitt 2.2.1. beschriebene Berechnungsmethode zu erldutern, wird
das einfache Beispiel des Schubkurbelgetriebes betrachtet. Es wird in denselben
Rechenschritten behandelt, die bei komplizierten Mechanismen durchlaufen werden.

y

w—11

Bild 2.8 Zur Berechnung der Kraft im Gelenk (2, 3) eines Schubkurbelgetriebes

Fiir das in Bild 2.8 dargestellte Schubkurbelgetriebe sollen Gleichungen zur Be-
rechnung des Antriebsmomentes und der beiden Komponenten der Gelenkkraft im
Gelenk (2, 3) im korperfesten und raumfesten Bezugssystem angegeben werden.
Bekannt seien alle in Bild 2.8 bezeichneten Parameter, der Antriebswinkel g,(¢)
habe einen beliebigen zeitlichen Verlauf.

Ausgehend von der Maschenmatrix P = (1 2 3 4) kénnen aus Tabelle 1.3 (Fall 2)
die beiden reellen Zwangsbedingungen iibernommen werden, die (1.3.3./2) entspre-
chen. Sie lauten, wenn der Bezugspunkt der Schubgeraden ebenso wie das Gelenk
(1, 2) in den Ursprung O, gelegt wird, weil dann &, = 9, = &, =93, = By, =
ist, vgl. Bild 2.8:

fr=—a4 + 1y cos @ — 1y3 8in ¢ + I3 cos g3 =0, (1)
fo =1y sin @ + 1y3 cos ¢ + I3 sin g3 = 0. (2)
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Zur Vereinfachung der Beschreibung wurden folgende Koordinaten ,,umgetauft®:
Xy = 814, by = &y3, I3 = &34, @ = @o. Mit der Bezeichnungsweise von (1.3.3./2) sind
in diesem Beispiel @; = ¢; und @, = z, die Lagekoordinaten und ¢, = ¢, = ¢ die
Antriebskoordinate. Die Gleichungen (1) und (2) sind leicht geschlossen 16sbar. Man
erhélt fiir 77,3 = O (1,3 wurde nur in (1) und (2) eingefiihrt, um die Ableitungen nach
dieser Variablen bilden zu konnen):

. b . =
sin @3 = —l_z sin ¢, coS @3 = —{-—l/l - (%) sin? ¢, (3)
3 3

x4 = ly coS @ + 13 cos 3. (4)

Die partiellen Ableitungen von ¢, und , nach den Parametern, die im weiteren
gebraucht werden, konnte man bei diesem einfachen Beispiel direkt aus (3) und (4)
gewinnen. Es soll hier aber der in Abschnitt 1.3.4. gezeigte allgemeine Weg, der die
Berechnung der Jacobimatrix A verlangt, gegangen werden, vgl. (1.3.4./12 bis 14).
Die geometrischen Parameter w, sind, bezogen auf die vorliegende Aufgabenstellung,
vgl. (1.3.4./2):

wy=q =@, Wy =&z =1, w3=1ny. (5)

Damit folgen aus den Zwangsbedingungen (1) und (2) wegen @, = ¢; und @, = z,
laut (1.3.3./5) die Jacobimatrix

de 0f,/0D,  Of /0D, i —lysingy —1 ®)
Ofa|0Dy  Of3[0D, I3 cos g3 0
und laut (1.3.4./13) die Vektoren der rechten Seite von (1.3.4./12)
—I, sin ¢ cos @ —sin @
f,lz( )’ f,2:(. ), f.3=( . (7
+1, cos @ sin @ cos @

Die ersten Ableitungen von ¢; und z, kénnen mit (6) und (7) berechnet werden. Um
die partiellen Ableitungen zu ermitteln, die fiir (2.2.1./9) oder (2.2.2./14) aus (2.2.2./15
und 16) benétigt werden, miissen die Schwerpunktkoordinaten zunéchst analytisch
ausgedriickt werden. Aus Bild 2.8 folgt

gy = &gp COS @,

Ts3 = ly COS @ — 753 8N @ + &53 €OS @3, (8)
Zsq4 = Uy COS p — 7q3 8in @ + I3 cOS @3,

Yse = Esa SiN @,

Yss = Uy Sin @ + 153 08 ¢ + &gz 8in @, 9)
ysy = 0.

Die Ableitungen dieser Funktionen sind gemeinsam mit denen von ¢, und z, in
Tabelle 2.2 angegeben. Die zweiten Ableitungen, die allerdings nur beziiglich der



Tabelle 2.2. Partielle Ableitungen von Koordinaten eines Schubkurbelgetriebes, vgl. Bild 2.8

@ e LD, B L L= L
, =lpcosy -siny ~(0SY b Lysing+lasingsps’
3 7 1300593 %0 " sy, %5 " Teos U= Lusy,
Xsp = ~Es25iN Y Xsp7 = 0 X523 =0 Xsy= =&y C0S Y
Vs = 52 059 Ysz,2 = 0 Ysz,3 =0 Yso= =&z 51 Y
Xs3 = =L, SiNY - Egasiny,- s’ X537 =009~ Es3S03059 | Xs3 3 ~-SINY-EsasiNgs s 3 | X3 = = LC0sY-Eg3(cos Yy, 2sing; ;")
o3 = Lp00SY*+ 30089593 |Yszp =SINY+E500303 s ¥sg 3 0059+ Esa0saa | Vs = = LSy +Ezfsingsgsecns gyg5)

Xg;, = = LySing - L5sings - 9y

XS‘},Z - COS!P"'B SIn 93 l30312

X543 ==sing-Lzsiny, 933

Xgh = = Lptosy-L (cos gy gy *rsing, g5

8L
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Antriebskoordinate ¢, = ¢ zu bilden sind, folgen aus (1.3.4./14). Fir p =¢ =1
ergeben sich mit den aus (6) und (7) folgenden Ableitungen die beiden linearen Glei-
chungen

—l38in @3 « @3 11 — ¥4,11 = Iy cOS @ + 13 €08 @3 - (¢3,1)%, (10)
+13 oS @3 + 3,11 = I sin @ 4 I3 sin g5 - (93,1)%- (11)

Ihre Losungen sind in der vierten Spalte der Tabelle 2.2 aufgefithrt. Um das Antriebs-
moment @, = M,, und die koérperfesten Gelenkkraftkomponenten @, = F;; und

Q3 = F,53 zu berechnen, werden die verallgemeinerten Massen und deren partielle
Ableitungen gebraucht, vgl. (2.2.2./14). Aus (2.2.2./15 und 18) folgt fiir I — 4
myy = my(@dy + Ysa) + Jso + ma(@sy + Y + Jsops' + mazsy, (12)
Mgy = 2[my(Ts3Tss + Ysa¥ss) + Jsaps'ps’ + M5y, (13)

Weil die partiellen Ableitungen wg, , und ys, , fir p =2 und p = 3 gleich 0 sind
(Tabelle 2.2), gilt

Mipy = My(Ts3 pTs3 + Yss,pYsa) + JsaPa,pPs’ + Masa psy, (14)
Myp = 2[m3($sa,ng'3 + ysa,p?/ga) + J sa%.p%" + mleL,px.,S,«i]' (15)

Setzt man die in Tabelle 2.2 angegebenen Funktionen ein, so entstehen schon fiir
dieses einfache Beispiel relativ lange Ausdriicke. Deshalb soll nur ein Spezialfall
weiterverfolgt werden, fiir den &53 = 0 (Schwerpunkt des Gliedes 3 liegt im Gelenk-
punkt (2, 3)) und Jg3 = 0 gilt. In der Praxis wird bei der Berechnung der Schub-
kurbelgetriebe oft die Masse des Gliedes 3 durch so eine Aufteilung auf die beiden
Gelenkpunkte (2, 3) und (3, 4) beriicksichtigt. In der Ersatzmasse m, ist dann ein
Anteil der Gliedmasse 3 enthalten [7], [11].

Weiterhin wird angenommen, daB die Kurbel wesentlich kiirzer als die Koppel ist,
sodaB 2 = l,/l; < 1 gilt und 22 gegeniiber 1 vernachlissigt werden kann. Fiir diesen
Spezialfall erhélt man aus (12) bis (14) mit den Funktionen aus Tabelle 2.2 nach kur-
zen Umformungen fiir die auf die Parameter (5) bezogenen Massen

My = Mobsy + Jsp + Maly® + myly? 8in2 p(1 + 22 cos @), (16)
myy; = 2myly? sin g[cos ¢ + A(2 cos? ¢ — sin? ¢)], (17)
My, = —myl, sin glcos ¢ + A(cos? ¢ — sin? ¢)], (18)
mgy = mgly + myl, sin? (1 + 224 cos ¢), (19)
Myye = —2mgly — 2myl, cos g[cos ¢ + A(cos? ¢ — 2 sin? ¢)], (20)
Myy3 = 2myl, sin g[cos ¢ + A(2 cos? ¢ — sin? ¢)]. (21)

GemdB (2.2.2./14) betrdgt das Antriebsmoment mit (16) und (17)

A 1 \
Q= My, = myg; + Y m111d1%, (22)
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und die korperfesten Gelenkkraftkomponenten sind mit (18) bis (21)

= 1 y
Q2 = Moy, + Y My1eGs® = —Feog, (23)

. 1 ;
Q3 = myg, + E‘ My13g,® = —Fnzs-

Beziiglich des raumfesten Bezugssystems ergeben sich die Gelenkkraftkomponenten
aus der Transformation

Fooy = Fepyco8p — Frossing, Fypy = Fiy sing + Fy; cos . (24)
Unter Benutzung von (18) bis (21), (23) und (24) folgt schlieBlich mit ¢, = ¢

F a3 = +[ms + my(1 4 2 cos @)] L sin @ - ¢ + [(m5 + my) cos ¢
+ myA cos 2¢] l,¢?, (25)

F o3 = —(mg cos ¢ + myd sin? @) L + (mg — myA cos @) Iy sin @ - g%, (26)
In Abschnitt 4.2.5. wird auf diese Ergebnisse zuriickgegriffen.

2.4.2. Polardiagramm einer Gelenkkraft

relenkkrifte liefern wichtige Aussagen beziiglich der Auslegung der Gleit- oder
Wilzlager, wobei der Konstrukteur z. B. bei Gleitlagern die Abmessungen der Bolzen
(Festigkeit), des Lagers (Flichenpressung), die Lage von Olzufiihrungsstellen (Druck-
verteilung), den Lagerwerkstoff, das zuldssige Lagerspiel u. a. Parameter festlegen
muB. Es hat sich als zweckmiBig erwiesen, die Gelenkkrifte eines Mechanismus in
Polardiagrammen darzustellen und durch Variation der geometrischen und mecha-
nischen Parameter diese Verldufe bereits beim Entwurf eines Mechanismus im ge-
wiinschten Sinne zu beeinflussen [2.5], [2.6], [3.41].

Aus dem Polardiagramm lassen sich nicht nur die beiden Kraftkomponenten
F ;. und F,;;. ablesen, sondern auch die resultierende Gelenkkraft

Fiy = VP2, + F2 =VF3 + F2 =V F3, + F2 (1)

und deren Wirkungsrichtung, welche der Kontaktwinkel § angibt, der sich aus fol-
genden Grofen bestimmt :

sin f = Fyy/Fiy, cosf = Fy/Fi. (2)

Die periodisch veridnderliche Kraft in einem Drehgelenk, der Kontaktwinkel g
und die relative Winkelgeschwindigkeit ¢;, = ¢; — ¢, stellen z. B. EingangsgréBen
bei der Berechnung der Wellenverlagerungsbahn von Gleitlagern dar. Vor allem im
Motorenbau werden solche Wellenverlagerungsbahnen berechnet und zur Aus-
legung der Gleitlager benutzt [3.14].

Bild 2.9a zeigt als Beispiel das Getriebeschema eines Fadengebergetriebes einer
Néhmaschine, dessen Geometrie dadurch bestimmt wird, da die Technologie vom
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Koppelpunkt P eine Bahn mit vorgegebenen Endlagen fordert. Bei der Konstruktion
ist man an einer moglichst kleinen Lagerkraft F, interessiert, um die Schwingungs-
erregung des Gestells zu vermindern (Lérm).

Bild 2.9b zeigt das Polardiagramm der Lagerkraft ¥, eines ersten konstruktiven
Entwurfs. Der Konstrukteur erreichte mit einer Verkleinerung des Kurbelradius
von J, = 14 mm auf 13 mm und eine geringfiigige Anderung der Abmessungen des
Gliedes 3 (bei Erfiilllung der geometrischen Forderungen an die Bahn des Koppel-
punktes P) eine beachtliche Verminderung der Kraftspitzen von 110 N auf 85 N
(Bild 2.9¢).

Bild 2.9 Polardiagramme der Gelenkkraft F,, des Fadengebergetriebes einer Nahmaschine
a) Getriebeschema, b) urspringlicher Zustand, ¢) bei verinderter Geometrie, d) m; und Jg,
vermindert

Die Maximalkraft lieB sich sogar auf etwa 70 N vermindern, indem das Gelenk
(2, 3) konstruktiv neu gestaltet wurde (Bild 2.9d). Wéhrend urspriinglich die duflere
Lagerschale zum Glied 3 gehérte, wurde bei der neuen Variante die Lagerschale im
Glied 2 ausgebildet.

Wenn der Bolzen am Glied 3 fest ist, konnen Masse und Massentrigheitsmoment
des Gliedes 3 und dadurch die Kraft F,, vermindert werden. Die Masseerhchung
durch die Lagerschale am Glied 2 wirkte sich nicht nachteilig aus, da an diesem
rotierenden Glied die Lagerkraft F;, mit einer Ausgleichmasse ausbalanciert werden
kann.

Falls ein Polardiagramm im korperfesten &;, 7,-Bezugssystem interessiert, beno-
tigt man die Komponenten

Fij = + F,y cos ¢; + F oy sin ¢, (3)
Fqik = e— ink sin (p; + ijk COoS (p]'. (4)

6 Dresig, Dynamik
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