4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad

4.1. Aufgabenstellung

Nur bei niedrigen Drehzahlen bewegen sich reale Mechanismen so, wie es die Kine-
matik der Mechanismenstruktur vorschreibt. Auch die Massenkriifte des kineto-
statischen Modells stimmen mit der Wirklichkeit nur bei geringen Drehzahlen iiberein.
Da die Amplituden der kinetostatischen Massenkrifte mit dem Quadrat der Drehzahl
ansteigen, kann bei jedem Mechanismus die Situation entstehen, dafl die Deforma-
tionen der Glieder nicht mehr vernachlissigbar sind und die Wechselwirkung zwi-
schen Massenkriften und elastischen Kriften fiir das dynamische Verhalten wesentlich
ist.

Infolge der Elastizitéit der realen Getriebeglieder werden die Mechanismen schwin-
gungsfihige Systeme, die durch stoBartige Krifte zu Eigenschwingungen oder durch
periodische Krifte zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden. Vor allem
Resonanzen storen oft den ordnungsgeméifBen Betriebszustand; es treten Bauteil-
briiche auf, die technologisch geforderte Abtriebsbewegung wird verletzt, Lirm wird
angeregt, und haufig wird die vom Konstrukteur angestrebte Maximaldrehzahl einer
Maschine infolge gefihrlicher Schwingungen nicht erreicht. Es gibt Fille, bei denen
man die Resonanz und die Eigenschwingungen bei Mechanismen ausnutzen kann,
um erwiinschte technische Effekte zu erzielen; z. B. ist erreichbar, dafi die dyna-
mischen Krifte in elastischen Mechanismen auch kleiner als die kinetostatischen
Krifte werden konnen.

Es hat sich herausgestellt, daB viele Schwingungserscheinungen in Mechanismen
schon durch ein Berechnungsmodell mit einem Freiheitsgrad erklirbar und berechen-
bar sind. Héufig ist die niedrigste Eigenfrequenz des elastischen Mechanismus,
deren GroBe von der Getriebestellung abhingt, zur Beschreibung der wesentlichen
physikalischen Effekte ausreichend. AuBlerdem lassen sich oft Mechanismen mit
mehreren Freiheitsgraden auf Systeme mit einem Freiheitsgrad reduzieren, so daB
die fiir dieses einfache Modell gewonnenen Aussagen auf kompliziertere iibertragen
werden kénnen, vgl. Abschnitt 5.4. Aus diesen Griinden wird zunachst das Schwin-
gungsmodell mit einem Freiheitsgrad behandelt.

Der folgende Abschnitt baut auf bekannten Tatsachen aus der Schwingungslehre
auf, und nur an solchen Stellen ist die Darstellung ausfiihrlicher, wo die fiir Mecha-
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nismenschwingungen typischen Erscheinungen auftreten. Charakteristisch fiir
Mechanismenschwingungen sind z. B. die Begriffe des Kumulationsfaktors, des verall-
gemeinerten Sprunges, des Lagerspiels und der Lagefunktionen n-ter Ordnung. Mehr-
fach besteht ein enger Zusammenhang mit Begriffen aus den vorangegangenen Ab-
schnitten, wenn auf Ergebnisse der kinematischen Analyse oder der kinetostatischen
Analyse zuriickgegriffen wird, z. B. bei den U-Funktionen, den verallgemeinerten
Massen, dem Polardiagramm, der reduzierten Steifigkeit, dem reduzierten Spiel u. a.

Eine Besonderheit der Mechanismenschwingungen gegeniiber anderen Schwin-
gungen im Maschinenbau besteht auch darin, dal sie durch relativ viele Parameter
durch den Konstrukteur beeinfluflbar sind. Als solche Parameter treten sowohl
geometrische Parameter auf, wie z. B. die Abmessungen der Getriebeglieder in Kop-
pelgetrieben oder die Profile von Kurvengetrieben, als auch kinetostatische (Massen,
Massentriagheitsmomente, Schwerpunktlage), ,.elastische’ (Federkonstanten, Ein-
fluBzahlen), dissipative und solche, welche die Erregerkriifte beschreiben (Fourier-
koeffizienten, Anlaufzeit, Erregerfrequenz). Die Festlegung der Parameterwerte ist
eine wesentliche Aufgabe des Konstrukteurs. In Anbetracht der Wichtigkeit dieser
Frage fiir die Ingenieurpraxis wird an vielen Stellen des folgenden Abschnittes auf
die Wahl der beziiglich des Schwingungsverhaltens optimalen Parameter eingegangen,
insbesondere in Abschnitt 4.6.

Die Frage der Dimpfungserfassung wird vom Standpunkt des Ingenieurs gelost:
Als wesentlich wird ein Modellelement betrachtet, welches den relativen Energie-
verzehr pro Schwingungsperiode erfafft. Dazu eignet sich die Nennddmpfung (yp
= 2/ = 4=9), die sowohl dem logarithmischen Dekrement A als auch dem Damp-
fungsgrad & proportional ist. Die Nennddmpfung  wird in den Rang eines urspriing-
lichen Parameters erhoben, der nicht erst durch die geschwindigkeitsproportionale
Dampfung begriindet zu werden braucht. Diese Abhingigkeit von der Dampfer-
konstanten b ist zwar mathematisch formulierbar, aber praktisch unwesentlich.
Letztlich pflanzt sich die Unsicherheit des unbekannten b bis zu einer Stelle fort, an
der man gezwungen ist, einen Zahlenwert zu nennen, so daB man gleich diesen
Zahlenwert fiir y als Parameterwert definieren kann. In den folgenden Aufgaben
wird deshalb oft von Anfang an fiir das dissipative Element im Berechnungsmodell
der Parameter » genannt (z. B. Tabelle 4.1).

Aus der Behandlung des Schwingungsmodells mit einem Freiheitsgrad werden
allgemeine Aussagen gewonnen, die sich auf beliebige Mechanismen anwenden lassen.
Dies betrifft sowohl zweckmiBige Berechnungsverfahren, z. B. fiktiver Oszillator,
harmonische Synthese, Beriicksichtigung von Spriingen (Unstetigkeiten), als auch aus
der Theorie gewonnene allgemeingiiltige, fiir die Ingenieurpraxis besonders geeignete
Formeln, z. B. zur Berechnung von dynamischen Kriften und Ausgleichbewegungen
oder der Kurvenprofile von Rastgetrieben. Oft interessiert nicht der vollstindige
Zeitablauf der Schwingungen, sondern nur der Einflufl bestimmter Parameter, wie
z. B. Lagerelastizitdt, Lagerspiel, Stof, Anlaufzeit, U-Funktion, Dampfungsgrad
u. a. auf Grenzzustinde. Die Abschitzung der kinetischen Stabilitdtsgrenzen, der
moglichen Grenzdrehzahlen, der Maximalkrifte und der Resonanzamplituden ge-
héren dazu.

Um dem Konstrukteur Brauchbarkeit und praktische Bedeutung der dargelegten
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Theorie zu demonstrieren, wurden einige technische Beispiele aufgenommen, die
Parameterwerte realer Maschinen beriicksichtigen. An Hand der Mechanismen einer
Schneidemaschine, einer Industriendhmaschine, eines Pressengetriebes, eines Trans-
fermanipulators und einer Kettenwirkmaschine werden Beispiele aus der Industrie
vorgestellt, bei denen dank der hier propagierten theoretischen Betrachtungsweise
eine Kliarung der realen mechanischen Erscheinungen méglich war und physikalisch
begriindete konstruktive MafBnahmen zur Verbesserung des dynamischen Verhaltens
der Maschinen fiihrten.

4.2.  Aufstellung der Bewegungsgleichung

4.2.1. Elastischer Mechanismus mit Endmasse

In Pressen und Schneidemaschinen werden ebene Koppelgetriebe zur Ubertragung
groBer Krifte eingesetzt. Die verwendeten Getriebetypen reichen vom einfachen
Schubkurbelgetriebe bis zu vielgliedrigen Koppelgetrieben mit zwei Abtriebsgliedern.
Die groBen Umform- oder Schneidkriifte bewirken elastische Verformungen der Ge-
triebeglieder, so daB die Abtriebsbewegung davon merklich beeinfluBt wird. Die
Aufgabe besteht zunichst darin, die reduzierte Nachgiebigkeit d(p) zu berechnen.

Grundlage zur Ermittlung von d(p) ist die Erfassung der Gliedelastizititen durch
die auf die gliedfesten Koordinatensysteme bezogenen Nachgiebigkeitsmatrizen
D fiir alle Glieder (i = 2, 3, ..., I). Dazu wird in jedem Getriebeglied i die De-
formation der Gelenkpunkte A&; ;; und Az; ;; im gliedfesten &;,7;-System berechnet,
wobei der Koordinatenursprung in einem Bezugspunkt O; liegt, vgl. Bild 4.1. Die
Koordinaten dieses Bezugspunktes dndern sich in diesem gliedfesten System wihrend
der Bewegung des Mechanismus nicht. Es gilt dafiir &; ;o = #;,;0 = 0. Die iibrigen
Gelenkpunkte, die das Glied ¢ mit seinen Nachbargliedern verbinden, erhalten die
Doppelindizes 71, 72, ... Die Verschiebungen der Gelenkpunkte jedes Gliedes i werden
zunichst auf das gliedfeste Bezugssystem ¢ bezogen und im jeweiligen Verschiebungs-
vektor Aq zusammengefaBt:

AQOT = (A&; i1, AN ix, A& gy ANi iy --2) - (1)

Bild 4.1a illustriert die Beziehungen zwischen den Verschiebungen in den gliedfesten

Bezugssystemen und dem raumfesten Bezugssystem.
Die Gelenkkrifte, die am Glied 7 wirken, beschreibt der Kraftvektor

FOT = (Ffi,il’ Frli,ib FEi.iz: Fr]i,izy "-)’ (2)
FOT — (Fl(i)) Fz(i), Fs(i): Fa("); es)e (3)

Es wird linear-elastisches Verhalten aller Getriebeglieder vorausgesetzt. Die Bezie-
hungen zwischen Gelenkkriiften und Deformationen an den Gelenkpunkten lauten

AqD(p) = DOFO(p), i=1,2,...,1I. 4)
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Bild 4.1 Deformationen elastischer Getriebeglieder
a) Allgemeine Beziehungen, b) Biegebalken

Dabei enthilt die Nachgiebigkeitsmatrix D® die EinfluBzahlen df) des Gliedes 4,
die aus einer Deformationsrechnung oder aus einer direkten Messung am konkreten
Bauteil bestimmt werden miissen. Fiir einen einfachen Stab der Lénge /;, der durch
eine Lingskraft belastet wird, dessen &;-Achse des Koordinatensystems in Stab-
langsrichtung verlduft, sind alle EinfluB8zahlen gleich 0 auBler der EinfluBzahl
; l;
dy = E‘:l—, (5)
Bei Getriebegliedern, welche die in Bild 4.1b gezeigte Gestalt haben, wird die
wesentliche Verformung durch Biegung hervorgerufen. Nur bei sehr gedrungener
Bauweise ist die Schubverformung von Bedeutung. Die EinfluBzahlen, die sich mit
elementaren Methoden berechnen lassen, ergeben sich fiir dieses Beispiel aus den
Biegesteifigkeiten und geometrischen Parametern:

a\? b? a®
d = _ in2 ) 6
- [(b) sm1, 3E’I2] Ell (©)
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a\? b a®
b : , 7
[( b) SHI, -+ 3E12] sin x Cos (7)

a\t B ad
o= | {2 . 8
. [(b) sar, 3EI2] g &

In der GréBenordnung der Deformationen durch Lingskrifte liegen oft auch die
Deformationen der elastischen Gelenke. Die Biegung des Bolzens oder die Nach-
giebigkeit der Gleit- oder Wilzlager verursachen die Hauptanteile an der Gesamt-
deformation eines Getriebes, wenn Biegeglieder fehlen.

Wirkt am Abtriebsglied I eine Kraft F;, so betragen die Gelenkkrifte, wie in
Abschnitt 2.2.1. mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit gezeigt wurde,

d21 = d12 e

2 Fr, Py = —ol . ©)
04&; i ’ 04m; i

Dabei ist I die Nummer des Abtriebsgliedes und s; die Verschiebung des Angriffs-
punktes der Kraft F; in dieser Kraftrichtung. Die Gesamtheit der Gelenkkrifte an
allen Getriebegliedern wird im Kraftvektor

FT = (FOT, F®T, . FOT) — (F,T, F,T, ..., F,T) (10)

§i,if —

erfaft. Dazu gehoren auch die Lagerkrifte im Gestell (¢ = 1). Die Gesamtheit der
Deformationen aller Gelenkpunkte beschreibt der Deformationsvektor

AqT = (AqDT, AgDT, ..., AgDT) = (4q,T, 4q,T, ..., 4q,T). (11)

Die durch (4) gegebenen Beziehungen zwischen Deformationen und Kraften an den
Gelenken einzelner Glieder lauten zusammengefaBt fiir den gesamten Mechanismus:

Aq = DF. (12)

Die Nachgiebigkeitsmatrix D ergibt sich als direkte Summe aus den Nachgiebig-
keitsmatrizen der einzelnen Glieder:

DL O 0 ...0
0 D®O0 ...0
D=Yfo o D® ...0 e (13)

Bei Einfithrung von Kraft- und Deformationsvektor fiir alle Gelenke gemi8 (10)
und (11) ist es zweckméBig, eine neue durchlaufende Numerierung aller Komponen-
ten vorzunehmen und die hochgestellten Indizes wegzulassen.

Im Sinne der linearen ,,Theorie erster Ordnung®, wie sie auch in der Baustatik
verwendet wird, werden die Verschiebungen der Gelenkpunkte als kleine Anderungen
der Gelenkpunktkoordinaten betrachtet. Dabei wird vorausgesetzt, daf der Ver-
schiebungszustand die Kraftgro8en nicht beeinflufit. Diese Voraussetzung ist bei den
meisten Mechanismen, die im Maschinenbau eingesetzt werden, erfiillt. Nur bei sehr
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spitzen Winkeln zwischen zwei Getriebegliedern mufB die nichtlineare ,,Theorie
zweiter Ordnung’‘ verwendet werden.

Die Verschiebung des Abtriebsgliedes la8t sich, wie bereits in (1.2.3./3) und bei der
Behandlung der Gliedlingeninderungen dargestellt, in erster Naherung wie folgt
berechnen:

os;\T os os 0s
As,=(_i> Aq = —L Agy + — Ags + — Aqs + ... (14)
oq oq, 0q oq3

Dabei wurden die quadratischen und hoéheren Terme in (1.2.3./3) vernachléssigt.
Mit den nun eingefiihrten Bezeichnungen lautet (9) in Matrizenschreibweise

P ==L By, (15)
oq

Aus (12) und (15) folgt die Verschiebung der einzelnen Gelenkpunkte:

68[
A\q =D — F,;. 16
q 2q I (16)

Aus (14) und (16) ergibt sich schlieBlich die gesuchte Verschiebung des Kraftangriffs-
punktes am Abtriebsglied 7:

Asy = (@)T D (88’) F, = dg) F (1)
aq aq

Die von der Getriebestellung abhingige reduzierte Nachgiebigkeit d(¢) und die
Steifigkeit ¢(p) = 1/d(p) sind somit durch folgendes Matrizenprodukt definiert, in
welches nur die partiellen Ableitungen des Abtriebsweges und die von der Stellung
unabhingigen Untermatrizen D® eingehen:

A=\ T o
dg) = — = (—aﬂ) D (ﬂ) (18)
o) \oq oq
Die hier fiir eine Verschiebung eines Schubgliedes dargestellten Zusammenhinge
lassen sich sinngemdfB auf die Verdrehung eines drehbaren Abtriebsgliedes iiber-
tragen.

Einen Spezialfall stellen Mechanismen dar, bei denen die Gelenke wesentlich weicher
sind als die Getriebeglieder. Falls die Lagersteifigkeit der Gelenke isotrop ist, was z. B.
bei Wilzlagern annéhernd zutrifft, lassen sich die Deformationen durch die Feder-
konstante c¢;, ausdriicken, die fiir jedes Gelenk (mit den Indizes i, k) verschieden
grof sein kann. Als Spezialfall von (4) ergibt sich

A& = Fyiilcix, Anip = Fyipfci. (19)

Die Untermatrizen der Nachgiebigkeitsmatrix bestehen dann nur aus Diagonal-
elementen, den reziproken Federkonstanten. Letzten Endes ergibt sich fiir die redu-
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zierte Nachgiebigkeit gemil (18) folgender Ausdruck:

o 1 1 P8 2 asy \?
dp) = 2 Cik [(3A§ik) + (3A7m) ] S

Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle elastischen Gelenke.

Bei manchen Antrieben von Maschinen ist die Masse der Getriebeglieder innerhalb
des Antriebsmechanismus vernachlissigbar klein gegeniiber der Masse m; des Ab-
triebsgliedes. In solchen Fillen bildet diese Masse gemeinsam mit der aus der Elasti-
zitit der Getriebeglieder resultierenden Nachgiebigkeit einen Schwinger mit einem
Freiheitsgrad, vgl. Abschnitt 5.3.7. Die vom Konstrukteur beabsichtigte Bewegung
s7(p) des Abtriebsgliedes wird sich um die elastische Deformation 4s;(¢) unterscheiden,
weil die Massenkraft

F = —my(s; + Asy) (21)
auftritt, die mit der Federkraft

g e

d(p)

im Gleichgewicht steht. Aus (21) und (22) folgt dann die Bewegungsgleichung fiir
die Zusatzbewegung des elastischen Getriebes, eine parametererregte und erzwungene
Schwingung:

= c(p)ds; (22)

m,A{S’, + —1— AS] = —m,§,. (23)

d(p)

Zur Veranschaulichung der allgemeinen Zusammenhinge wird das Beispiel einer
Schneidemaschine betrachtet. Die Nachgiebigkeit des Messers interessiert hier
einerseits in der Schnittstellung, um eine fiir den Schnittvorgang giinstige Einstell-
barkeit des Messerantriebs schon bei der Konstruktion der Maschine festlegen zu
konnen. Andererseits ist der Verlauf der Nachgiebigkeit als Funktion des Kurbel-
winkels ein Kriterium fiir die Schwingungsanfilligkeit des Getriebes im Leerlauf,
vgl. Abschnitt 4.4.

Bild 4.2 zeigt das Getriebeschema in zwei Stellungen. In die Betrachtung wurden
einbezogen:

— die Elastizitét des isotropen Gelenks (1, 4),
— die Lingselastizitiat der Koppel 3, vgl. (5),
— die Biegeelastizitit des Hebels 4, vgl. (6) bis (8),
— die Léngselastizitat der Zugstange 4, vgl. (5).
Die Nachgiebigkeiten aller nicht aufgefithrten Glieder werden vernachlassigt.
Den Verlauf der partiellen Ableitungen der Lagefunktion y,;, der mit dem Pro-
gramm DAM [2.6] berechnet wurde, zeigt Bild 4.3 a, vgl. Abschnitt 1.2.3. Daraus geht

quantitativ hervor, wie empfindlich der Messerweg ¥, gegeniiber den einzelnen Glied-
lingenéinderungen in der jeweiligen Getriebestellung ist. Bei intensivem Hinein-

9 Dresig, Dynamik
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Bild 4.2 Deformationen und Krifte an einem Schneidemaschinengetriebe

denken in die geometrischen Verhiltnisse, wie sie Bild 4.2 zeigt, kann man’sich
auch anschaulich erkliren, warum die Verlaufe sich qualitativ derartig @ndern. So
wird z.B. verstindlich, da die Biegesteifigkeit des Gliedes 4 einen wesentlich
groBeren EinfluBl auf die Abtriebsverschiebung Ay, in der Stellung ¢, = 15° hat als
in der Stellung g, = 90°. Die partiellen Ableitungen in diesen Stellungen, die ein
MaB sowohl fiir die Gelenkkraft (vgl. (9) und (15)) als auch fiir den EinfluB auf die
Abtriebsbewegung (vgl. (14)) sind, unterscheiden sich betrédchtlich, so daB auch die
reduzierte Nachgiebigkeit davon deutlich beeinflufit wird.
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Bild 4.3 Partielle Ableitungen des Abtriebsweges und Nachgiebigkeit als Funktionen des
Kurbelwinkels

g%



132 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad

Die Deformationen der einzelnen Gelenke ergeben sich allgemein aus (16), so dal
z. B. hier speziell gilt:
0y oy
= N ﬁ) F,. (24)

0Ys
Agy = dyy — F, ..., Adq, = |d
91 11 24, [ 94 ( 44 244 245

Auf die ausfithrliche Angabe aller Formeln wird verzichtet. Die Verlaufe aller Ge-
lenkverformungen als Funktion der Kurbelstellung zeigt Bild 4.3b. In dieses Bild
wurde auch die resultierende Nachgiebigkeit d(¢) mit eingetragen. Aus (18) folgt hier
speziell:

095 \* oy, \* s \? AS &Yy &,
d(p) = dy, (ﬁ) + doy (_y(i) + ds3 (ﬁ) + day (ﬁ) + 2d,s A

0q, oqs 0qs 0q, 094 0g;
oy \? 0y \?
+ dss (ﬁ) + dss (_?/_@) ‘ (25)
aqs 0q;

Fiir die beiden Getriebestellungen ergeben sich sehr unterschiedliche Nachgiebig-
keiten:

d(15°) = 12,24 . 10-* mm/N, d(90°) = 4,28 - 10-¢ mm/N.

Die dadurch bedingte Parametererregung des Schwingers (vgl. (23)) wird in den
Abschnitten 4.4.3. und 4.4.4. behandelt.

4.2.2. Elastisches Abtriebsglied hinter dem Mechanismus

Charakteristisch fiir manche Maschinen ist eine Massekonzentration am Abtrieb,
wobei sich die nachgiebigsten Elemente des Antriebssystems zwischen dem un-
gleichmaBig iibersetzenden Getriebe und dem Abtriebsglied befinden. Beispiele fiir
derartige Antriebsmechanismen zeigt Bild 4.4. Das dort angegebene verallgemei-
nerte Berechnungsmodell (Bild 4.4d) abstrahiert von der konkreten Getriebeart
und charakterisiert durch die Lagefunktion U(p,) das kinematische Verhalten des
an dieser Stelle befindlichen Mechanismus, vgl. Abschnitt 1.1.

Das in Bild 4.4d eingefiihrte Berechnungsmodell gehorcht der Bewegungsglei-
chung

mij + b4 + cq = 0. (1)

Die Koordinate y des elastischen Mechanismus weicht von der des kinetostatischen
Modells um die Koordinate ¢ ab. Damit gilt

y=Ulp +¢, 9=U¢+4q¢, §=U¢*+U'¢+4q. 2)
Die dabei auftretenden ersten und zweiten Ableitungen

2
g 90 g &

- do g de?
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Bild 4.4 Mechanismen mit elastischem Abtrieb
a) Kurvengetriebe, b) und ¢) Koppelgetriebe, d) allgemeines Modell

werden als U-Funktionen erster und zweiter Ordnung bezeichnet. Bei einer gleich-

férmigen Antriebsbewegung
p=2%, ¢=0, =0

ergeben sich aus (1) bis (4) folgende Bewegungsgleichungen :
i + 200 + wfq = —Q2T",
§ + 2000 + 0oy = 200,20’ + 02U

(4)

(5)
(6)

Je nach Zweck wird die eine oder andere dieser Formen benutzt. Dabei ist w, = }e/m

die Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Schwingers und

b é

0—_" ——
2VYem o

sein Dampfungsgrad. Die Eigenkreisfrequenz des gedampften Schwingers ist

9} =w0]/1 — 92 = 2xnf.

(7)

8)
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Die Eigenkreisfrequenz ist wesentlich fiir die Ermittlung der kritischen Resonanz-
drehzahlen des Antriebs, die in Abschnitt 4.3.4. ermittelt werden.

Ist die U-Funktion eine periodische Funktion, so 148t sie sich als Fourierreihe
darstellen:

Ulg) = ay -+ 3 (as 008 kQt + by sin k%) )
k=1

=ay Zo? dy. cos (kQ2t — ¢p). (10)
k=1

Die Fourierkoeffizienten a; und b, lassen sich durch eine harmonische Analyse aus U
berechnen ([11], [4.28], [4.40]). Sie sind gemi B

dk = ]/a,,z + bkz, sin @ = bk/dk; COS @ = a,,/d,,, (11)
auch als Amplituden d; und Phasenwinkel ¢, der Harmonischen beschreibbar. Die
U-Funktionen zyklischer Mechanismen (ungleichméaBig iibersetzende Getriehe mit
periodischer Abtriebsbewegung) werden durch ihr Spektrum charakterisiert, vgl.
Abschnitt 4.6.

Zweimaliges Differenzieren von U gemi8 (9) und Einsetzen in (5) liefert folgende
Bewegungsgleichung :
o0
G + 20we§ + wo’q = 22 3 k*(ay. cos k2t + by sin k). (12)
k=1
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten, wie sie bei erzwungenen periodischen Schwingungen auftritt. Deren Lésung
wird in Abschnitt 4.3.1. ermitfelt, vgl. auch Abschnitt 4.6.2. Es kann zweckmaiBig
sein, an Stelle der Fourierreihe mit einer abschnittweise gegebenen Erregerfunktion
zu rechnen; vgl. Abschnitt 4.3.4. und [4.35], § 28.

4.2.3. [Elastische Antriebswelle vor dem Mechanismus

Bei vielen Maschinen existiert eine Massekonzentration einerseits am (schnell-
laufenden) Antriebsmotor und andererseits am Abtrieb, und die dazwischen be-
findlichen Antriebswellen oder Kupplungen stellen die wesentliche Elastizitat dar.

In der Literatur, z. B. [11], [27], [4.25], [4.31], wurde mehrfach das in Bild 4.5a
dargestellte Modell behandelt. Es besteht aus dem mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit £ umlaufendem Antriebsglied, der Antriebswelle mit der Torsionsfederkon-
stanten ¢; und dem von der Stellung des Antriebs abhingigen Massentragheits-
moment J(¢). Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht
an der Antriebswelle mit den in Bild 4.5a angegebenen Koordinaten zu

1
J(¢)¢+-2—J'(¢)¢2+0r(9v—%) =0, (1)

vgl. (2.2.1./12). Die Drehbewegung setzt sich aus einem Anteil mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit und einer Relativverdrehung ¢ zusammen. Es gilt

o=@ +q=0t+q. (2)
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Damit wird aus (1)

1 dJ(p)

J(<P)q"+§"—d‘¢—(9+q')2+crq=0- (3)

Entwickelt man nun J(¢) in eine Taylorreihe um ¢,, so findet man, wenn der Strich
die Ableitung nach ¢, = Q¢ kennzeichnet,

J(p) =J(Qt) + J'(2) g+ ..., (4)
3—'] = J'(Q) + J"(Qt) g + ... (5)
@

Werden diese Entwicklungen in (3) eingesetzt, so ergibt sich bei Vernachlissigung
aller Terme der Ordnung O(¢?) die Differentialgleichung

A+ T+ er + @D g = — T (6)
u)
g, =St y=Qt+q
Ty
cr
N
b .
Js
\— M4
5 VORI \
7 l x= U (yal
- T (P1=9-t+q
q’()=$-2t l N~ U((Ps)
8 Cr :
l4 I2
[ : Ta /
bT ___J
o =j = + 3
R U S

Bild 4.5 Berechnungsmodell fiir System mit elastischer Antriebswelle
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Zur Tllustration wird fiir ein praktisches Beispiel die ausfithrliche Form angege-
ben [4.42].

Das in Bild 4.5¢ dargestellte Modell erfafit ausdriicklich ein in der Praxis oft vor-
kommendes gleichmiBig iibersetzendes Getriebe (z. B. Zahnradgetriebe) vor und
nach der elastischen Antriebswelle, und zwar durch die Ubersetzungsverhiltnisse
i, und 4,. Die Dampferkonstante by wird beriicksichtigt. Am Abtrieb wird zwischen
der konstanten Drehmasse J; und der Masse m, unterschieden, zwischen denen sich
ein ungleichmiBig iibersetzendes Getriebe befindet, dessen kinematische Eigenschaf-
ten die Lagefunktion U(gp;) beschreibt. Am Abtrieb werden auBerdem eine Feder
mit der Federkonstanten ¢, und eine Kraft F, beriicksichtigt, die technologischen
Kriften oder zusdtzlich aufgebrachten Kompensationskriften entspricht.

Es gelten folgende kinematischen Zusammenhénge:

@1 = 0@, @3 = bPs, P30 = i@ (7)

Der Torsionswinkel der Antriebswelle wird mit ¢ bezeichnet. Damit ist

q:%_%:&—il%, (8)
23
@3 = &(q + 410) = P30 + %9, 9)
'i’s — Zz(q -+ irQ)- (10)
Fiir die Wegkoordinate z gilt (mit U’ = dU/dg;)
z=Ulps), &= U'(ps)ia(d + i2192). (11)

Die kinetische Energie dieses Systems ist

Wiw = 5 Uas® + mad?), (12)
woraus unter Benutzung von (10) und (11) wird:

Wiaw = 5 130 + 4 F + mUG + £0)]. (13)
Die potentielle Energie lautet

Woot = —;— crg® + % U2, (14)

Zur Formulierung der Bewegungsgleichung mit Hilfe der Lagrangeschen Gleichung
2. Art werden folgende Ableitungen benétigt :

d aW in . . . 19/ 2 . .
= (—)= W0+ 82) + mU + b)), (15)
t\ oq
g% = i?m,U" - (§ + 1,2)2U"%,, (16)
q
Woot _ g + 0, UT"s,. (17)

aq



4.2. Aufstellung der Bewegungsgleichung 137

Nach dem Einsetzen in die Lagrangesche Gleichung unter Beriicksichtigung der
Nichtpotentialkrifte

fl_ 3ka i aI'Vkin + — Fq e _~qu- A F4U,?:2 (18)
de \ og oq aq
folgt die nichtlineare Differentialgleichung

5% J5§ + mU"%G + mU’' (¢ + i,2)* U"4,]

+ erg + c,UU"i, = —byg — F,U'4,. (19)

0 Wpot

Die Entwicklung der U-Funktion und ihrer Ableitungen in eine Taylorreihe in der
Umgebung von g3, ergibt mit

U’ =dU/dgy, U” =aU/d¢d,, U = d3U/des,, (20)

die Naherungen

Ulgps) = Ulpso) + U'q + ..., (21)
U'(gs) = U'(pso) + :U"q + ..., (22)
U’ (@s3) = U"(@30) + 3U""q + ... (23)

Einsetzen in (19) und konsequente Linearisierung beziiglich ¢, ¢ und § ergibt folgende
lineare Differentialgleichung, das Analogon zu (6):

i} (Jg + myU'%) § + (by + 2my4,3,3QU'U"") ¢
+ [er + myi*6,°Q%U"2 + U'U™) + ¢x>(UU" 4 U'?)] ¢
= —myi,%,3Q*U0'U" — ¢,UU"iy, — F,U'éy. (24)
Interessant ist der Spezialfall ¢,4, = 1, welcher dem synchronen Lauf der Dreh-
winkel ¢, und @; entspricht, falls ¢ = 0 ist. Dann vereinfacht sich (24) zu
i} J3 + myU'?) § + (by + 2m,QU'U""4?) ¢
+ [er + myin?Q2(U" + U'U™) + ¢ (UU” + U?)] ¢
= —myi,2U'U" — ¢,UU"é, — F,U'y. (25)
Der Unterschied zwischen den Féllen ¢, = 1 und 4, = 1 gegeniiber i3, = 1 ist we-
sentlich. Der Einbau zusitzlicher Getriebe hat einen EinfluB auf das dynamische
Verhalten des Antriebssystems. Dies ist technisch deshalb von Bedeutung, weil sich
durch den gleichzeitigen Einbau eines Ubersetzungs- und Untersetzungsgetriebes
bei i, = 1/¢; kinematisch an der Abtriebsbewegung nichts @ndert, aber das Schwin-
gungsverhalten wesentlich verbessert werden kann [4.42].
Fiir den Sonderfall i, = 1, ¢, =0, F, = 0, my = m wird aus (25):
(/3 + mU") § + (by + 2mRU'U") 4 + [er + mQ2(U'"? 4 U'U"")] q
= —mQU'U". (26)
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Sie stimmt mit (6) iiberein, wenn dort b, =0 und J = J; + mU'? gesetzt wird.
Somit kann man Aufgaben, bei denen J(p) auftritt, durch eine fiktive U-Funktion

' P ¢ B 2 s Jl
U =VI@hm, Up=]VT@mds J=mUy U= e o

auf das Modell von Bild 4.5b reduzieren.

4.2.4. Elastisches Gelenk

In Abschnitt 2.2.3. sind die Bewegungsgleichungen fiir Mechanismen mit mehreren
Antrieben aufgestellt worden. Wihrend in (2.2.2./13) die Bewegungen ¢, als bekannt
vorausgesetzt wurden und Gleichungen zur Berechnung der Krifte @, entstanden,
wird hier eine Kraft @, = —c,q, — by, als Feder- und Dimpferkraft aufgefaBt, so
daB eine Differentialgleichung fiir ¢, entsteht [4.7].

Im folgenden soll der Sonderfall N = 2 untersucht werden, wobei ¢, = ¢, = Ot
die Antriebskoordinate (der gleichmédfig umlaufenden Antriebskurbel) und ¢, die
Koordinate des Federweges sei (vgl. Bild 4.6). Damit ergibt sich folgende Gleichung,
vgl. (2.2.2./20):

= 1 : . 1 .
Q; = Mmag> + ? Mgy o> + Moy, 1245 + (m12,1 i E mu,z) 0 = —cq, — bg,. (1)

Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion g¢,(¢).
Geht man von kleinen Schwingungen aus, so dndert sich die Lage der Schwerpunkte

284,

484, ijzﬂ

Bild 4.6 Koppelgetriebe mit elastischem Gelenk
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und die GréBe der Winkelverdrehungen vor allem mit ¢, und nur wenig mit g,(¢).
Damit ist es moglich, die Verldufe der verallgemeinerten Massen in eine Taylorreihe
an der Stelle g, = ¢,, zu entwickeln:

1
Myep(2, @3) = My + Migp,2q2 + Y Mp,22q2° + -+ (2)
wobei die 7, und deren Ableitungen nur noch von ¢, abhiingig sind.
Die Taylorreihe wird je nach Genauigkeitsanforderung abgebrochen. Es ergibt sich
z. B. fiir die Differentialgleichung der Bewegung ¢,(¢) bei Abbruch nach den qua-
dratischen Termen als zweite Ndherung:

-t = : 7 I :
Miges + Mgs 1024, + (mlz,lz = E m11.22) 2%, + cq> + bg,
PPy I 1 S
+ Mg 2G50 + Mz 12820242 + (M12,102 — E M1,200 | £2°¢2% + Emzz,zqz

= (‘%‘ My1,e — le,l) 2. @)
Infolge dieser Reihenentwicklung éndern sich alle verallgemeinerten Massen perio-
disch mit ¢; = @,.

Die Verliufe der 7, bzw. 7, , konnen im allgemeinen nur mit Hilfe einer EDVA
numerisch ermittelt werden. Rechenprogramme wurden auf der Grundlage der in
Abschnitt 2.2.3. angegebenen Algorithmen aufgestellt, z. B. [2.6], [4.16].

Die im weiteren behandelte Gleichung der 1. N#herung entsteht aus (3) durch
Streichen der Glieder 2. Ordnung:

5 = ) . e "
Maafs + (b + Mgs,182) G + [C -+ (m12,12 = E ‘m11,22) -Q'] q>

1
= (3 Myy,2 — m12,1) L2, (4)

Es treten im allgemeinen also erzwungene und parametererregte Schwingungen
gekoppelt auf. Wenn man sich weit auBerhalb der Zonen der Parametererregung
befindet und

1
c> (m12,12 - 'é‘ mu,zz) 2, b > Mgy, 12 (8)

gilt, so kann mit den Mittelwerten der Koeffizienten gerechnet werden. Es liegt
dann als 0. Ndherung eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
vor:

= . y | (. =
MysGs + bdy + cgp = (_ Mi1,2 — m12,1) 0%, (6)

2
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Dabei ist der Mittelwert zweckmaBig aus

2n

——— f 0 (1)
Migg 27’50 M2z (1)
zu berechnen, vgl. ([5], S. 358).

Bild 4.6 zeigt als Beispiel ein sechsgliedriges Koppelgetriebe mit einem elastischen
Gelenk einschlieBlich der Daten (I, = &,).

Die hier dargestellten Gleichungen (1) bis (6) treffen dafiir zu. Die Glieder 2, 3, 4
und 6 wurden als masselos angenommen. Im Bild 4.7 sind die Verldufe fiir einige
verallgemeinerte Massen dargestellt [4.7].

Die Losung von (4) zur Berechnung der Zusatzbewegung ¢,(f) behandelt Abschnitt
4.4., wihrend (6) gemédB der in Abschnitt 4.3. dargestellten Methoden l6sbar ist.
Nachdem g¢,(#) ermittelt wurde, sind die interessierenden raumfesten geometrischen
GroBen z, = x;, + iy, aller Gliedpunkte berechenbar, vgl. Bild 1.5 und (1.3.1./2).
Bei kleinen Zusatzbewegungen lautet die lineare Néherung

z(Q, q2) = Z(2) + Zho - @2 + -5 (8)

2(2t, @25 Go) = Zp(2) + Zpo - @ + Zp2fe + -0 9)

Z(Q, g5, @25 G2) = Zi + Zi @ + 2%p 00 + Ziofe + oo (10)
Analog die Winkel:

P = @i + Piode + oo @i =Pi + Piole + Piode + .- (11)

Die Krifte in den Lagern und Gelenken sind gemiB (2.2.2./18):

1 -
Qp = (mpl,l = E mll,p) Q4 (Map,1 + Myy0 — ml2.p) 04, + My pqs

1
o (m2p.2 Y mzz.p) 4" (12)
Speziell das Antriebsmoment (g, A ¢,) ergibt sich zu (2.2.2./21):
| . = 1 g

M = 2 Myy 1% + My 292G + Margs + (m21,2 T8 mzz.l) 42*- (13)
Wesentlich zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen erweist sich also die Be-
rechnung der verallgemeinerten Massen und ihrer partiellen Ableitungen. Dazu
dienen die in Abschnitt 2.2.2. vorgestellten Methoden.
4.2.5. Drehgelenk mit Lagerspiel
Bei der Berechnung der Gelenkrifte wird mit allgemeinen davon ausgegangen, daf

die kinematischen Paare sich relativ zueinander spielfrei bewegen. Bei Gleitlagern ist
jedoch das Vorhandensein von Lagerspiel unvermeidlich. Infolge des Lagerspiels
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Bild 4.7 Verallgemeinerte Massen als Funktion des Kurbelwinkels
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kénnen Kontaktverlust und Anlagewechsel zwischen den Gelenkelementen auftre-
ten. Der dabei entstehende StoB fiihrt zu erh6hten Beanspruchungen, Schwingungen
und Liarm, vgl. [2.24] und Bild 2.5. Belastbarkeit, Lebensdauer und Laufruhe der
Mechanismen, die fiir ihren technischen Einsatz maBgebliche Kriterien sind, werden
durch die GroBe des Lagerspiels in den Gelenken der Koppelgetriebe beeinfluBt,
vgl. Bild 2.5. Ein groBeres Lagerspiel ermoglicht grobere Fertigungstoleranzen und
damit eine billigere Fertigung, so dafl letzten Endes ein Kompromi8 bei der Fest-
legung des optimalen Lagerspiels unter Beachtung der realen Auswirkungen ge-
troffen werden muB.

In [4.20] wurden von HA1NEs 62 Literaturstellen iiber die Erfassung der Wirkungen
von Spiel in Gelenken angegeben und ausgewertet. In Anlehnung an die Feststellung
von Fawoert und BurpEss [4.15], daB sich zur Bestimmung der Punkte, in denen
Kontaktverlust auftritt, der fiir ,,Nullspiel“ berechnete Kraftverlauf eignet, ent-
wickelte HAINES [4.19] eine Theorie zur Vorausbestimmung des Kontaktverlustes in
Drehgelenken, vgl. Abschnitt 2.2.2. Hier soll im Zusammenhang mit den Darlegungen
der Abschnitte 2.2.2. und 2.4.1. unter dhnlichen Voraussetzungen ein theoretischer
Ansatz vorgestellt werden. Damit sind Vibrationskréfte in Drehgelenken erklirbar,
die schon bei ideal starren Gliedern nur infolge hochfrequenter Relativbewegungen
zwischen Bolzen und Lagerschale auftreten. Es handelt sich dabei um Schwingungen
mit Frequenzen bis zu einigen Kilohertz, die im akustischen Bereich liegen (Lirm)
[3.5].

Das in Bild 4.8a dargestellte Berechnungsmodell beschreibt ein Drehgelenk zwi-
schen den Gliedern ¢ und k innerhalb eines beliebigen Mechanismus, bei dem der
Bolzendurchmesser d sich vom Lagerdurchmesser D unterscheidet. Das Lagerspiel
betrigt

As =D —d = 2r. 1)

Infolge dieses Lagerspiels besitzt der Bolzen eine zusitzliche Bewegungsmaglichkeit
in der Lagerschale. Bei stindigem Kontakt bewegt sich der Mittelpunkt des Bolzens

: . . : 1 .
mit den Koordinaten a;;, ,; auf einem Kreisbogen mit dem Radius r = = As relativ

zum Mittelpunkt der Lagerschale mit den Koordinaten z;;, ;. Von dieser Grund-
annahme geht auch die Theorie von HaiNes [4.19], [4.20] aus, jedoch werden dort die
Bewegungsgleichungen auf andere Weise vereinfacht. Die Stellung auf diesem Kreis-
bogen mit dem Radius r wird durch den Kontaktwinkel g beschrieben. Da g die Rolle
einer verallgemeinerten Koordinate ¢ spielt, kann die Bewegungsgleichung fiir die
Relativbewegung des Bolzens in der Lagerschale aus (2.2.2./19) gewonnen werden,
indem ¢ = f gesetzt wird:

" . 1 s B 1 )
Mpsh + Mg B + — Mg pB* + Mpp + (mwﬂ.w =% mw.ﬂ) P =@ (2
Ein Kontaktverlust wird daran erkannt, ob die Radialkraft negativ wird. Die Formel
der Radialkraft ergibt sich aus (2.2.2./19), wenn dort ¢, =7, ¢ = ¢ und ¢, =
gesetzt wird. Sie lautet, da sich die Vorzeichen einer ,,Aktion‘‘ gegeniiber der ,,Reak-
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Bild 4.8 Zur Theorie des Lagerkontaktes
a) Drehgelenk mit Lagerspiel, b) Schubkurbelgetriebe mit Lagerspiel im Drehgelenk (2, 3)

tion“ umkehren,

) 1 . ;
F, = —myp — (mw.v Y mw.r) @2 — mgp
i 1 »
— (Mpr,p + My, p — Mgy o) P — (Mpr,p — 2 mggp,, | B2 3)

Die verallgemeinerten Massen ., Mgy, M., Mgy, Mgz und deren partielle Ableitungen
nach ¢ und § ergeben sich aus den Formeln (2.2.2./6) und (2.2.2./8).
Beim reibungsfreien Drehgelenk ist @; = 0. Wird die Lagerreibung beriicksichtigt,

d .
80 ist mit v,; = ;rpk — é}-q';,- + rp

Qs = rF[u + [(vr))] 8ign (v,1) - 4)



144 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad

Dabei ist u der Reibwert und f eine Funktion, die die Geschwindigkeitsabhingigkeit
der Reibkraft ausdriickt, wie sie z. B. beim Olfilm eines Gleitlagers vorhanden ist.
Die Signumfunktion driickt aus, daB die Reibkraft ihre Richtung mit der Gleit-
richtung dndert. Die Relativgeschwindigkeit ist v ;.

Die Bewegung des Bolzens koénnte durch Loésung der nichtlinearen Differential-
gleichung (2) berechnet werden. Falls g(¢) bekannt ist, kann die radiale Lagerkraft F,
aus (3) bestimmt werden. Die Losung der nichtlinearen Differentialgleichung (2) ist
aufwendig, weil die verallgemeinerten Massen noch von der Koordinate f abhiingen
und nur schrittweise bei einer numerischen Integration bestimmbar wiren. Eine
Linearisierung geht von folgenden Uberlegungen aus: Fiir die kinetostatische Be-
lastung des starren spielfreien Mechanismus ist mit den aus Abschnitt 2.2.2. bekannten
Methoden berechenbar, wie sich der Kontaktwinkel g mit dem Kurbelwinkel ¢ éndert.
Aus Abschnitt 2.4.1. ist bekannt, daB bei einem vollen Umlauf (p = 0...2x) der
Kontaktwinkel 8 ein- oder mehrmals umlaufen kann oder auch nur in bestimmten
Winkelbereichen schwankt, wie dies die Polardiagramme in Bild 2.9 zeigen.

Es wird angenommen, daf sich bei Beriicksichtigung des Lagerspiels der Kontakt-
winkel # nur um einen kleinen Winkel y von dem mittleren Kontaktwinkel § unter-
scheidet, wobei B aus der kinetostatischen Berechnung folgt. Es soll gelten:

p®) = B(&) + »(0). (5)
Der Winkel y soll so klein sein, daB die Anderungen der verallgemeinerten Massen
und ihrer partiellen Ableitungen durch lineare Néherungen ausgedriickt werden
konnen, vgl. (4.2.4./2):

my(@, B) = mu(p, B) + My 5(P, By + - ~my + My Y 5 (6)

My (@5 B) = My (@, B) + Mt (@, B) ¥ + -+ ~ mipy, + My psY - (7)

Wie in obigen Gleichungen kennzeichnet ein Stern kinetostatische Werte. Auflerdem
gilt

B=F+9, P=0+2Br+ F=F+7. ®)
Unter Beachtung der Zusammenhinge (5) bis (8) kann (2) als Differentialgleichung
beziiglich y geschrieben werden:

1 . .
mﬂj -+ —2' my.ﬁyz + br‘y + Yy = Qr(t)' (9)
Dabei bedeuten:
m, = myy = ms(@, B), (10)
b, = mip b + miy 9, (11)

- ok 1 % . s
¢, = Mg B + Mg 0B + 5 Mg psB2 + Mo s + (Mipps — Myy55/2) §2,
(12)
= = 1 = . ;
Q = —'m;ﬂﬁ N, m;ﬂ.wq"ﬁ -5 m;ﬂ.ﬂﬁz = m;w‘p — (mgyp — Mgy /2) P* + Q.

2
(13)
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Einsetzen der Losung von (9) in (8) ergibt den resultierenden Kontaktwinkel (¢)
mit seinen Zeitableitungen, die wiederum in (3) zur Bestimmung der Radialkraft
benutzt werden. Die dargestellten Gleichungen sind giiltig, solange F, > 0 bleibt.
Ansonsten dient (3) zur Kontrolle des Kontaktverlustes. Falls F, < 0 wird, prallt
nach dem ,,Durchfliegen‘‘ des Spiels der Bolzen wieder auf die Lagerschale auf, und
es entstehen zusitzliche StoBkrifte. Es kostet einen hohen Rechenaufwand, die mit
dem Kontaktverlust verbundenen Etappen des Kontaktes und Fluges rechnerisch
zu verfolgen [2.24], [4.21]. Der EinfluB der Reibung, der Lagersteifigkeit u. a. Para-
meter, die in weiten Bereichen streuen, ist dann zu beriicksichtigen. Wellenverlage-
rungsbahnen, die fiir Radialgleitlager in Verbrennungsmotoren vorausberechenbar
sind [3.14], konnen fiir beliebige Mechanismen nicht hinreichend genau bestimmt
werden.

Ein Mechanismus arbeitet dynamisch besser, solange der Lagerkontakt erhalten
bleibt, als wenn Kontaktverlust auftritt. Der Konstrukteur sollte versuchen, die
KraftschluB-Bedingung F, > 0 zu erfiillen. Weiterhin kann der Spieleinflu durch
die in Abschnitt 4.3.3. angegebenen Methoden dynamisch bewertet werden.

Die hier angegebene Methode liefert einen systematischen Zugang zur Gewinnung
der Differentialgleichungen fiir die Zusatzbewegungen und die dabei entstehende
Gelenkkraft. Sie erlaubt, ausgehend von Ergebnissen der kinetostatischen Analyse
der starren Mechanismen, den Spieleinflul zu beurteilen.

Den Ausgangspunkt bildet die Berechnung der verallgemeinerten Massen. In diese
geht die GroBe des Spiels mit ein. Der kinetostatische Kontaktwinkel f und seine
Zeitableitungen sind ebenso wie die verallgemeinerten Massen und deren Ableitungen
dann nur noch von der Kurbelstellung ¢ und nicht von der Zusatzbewegung y ab-
hingig. Die Koeffizienten gemifl (10) bis (13) sind also bei einem gegebenen Mecha-
nismus bekannte (bei zyklisch arbeitenden Mechanismen periodische) Zeitfunktionen,
an Hand derer eine Beurteilung einzelner Drehgelenke erfolgen kann.

Fiir das in Bild 4.8 dargestellte Schubkurbelgetriebe mit Lagerspiel ergeben sich
aus (2.2.2./6) z. B. die verallgemeinerten Massen fiir die hier gewihlten Koordinaten
(vgl. auch (2.4.1./16 bis 19)) zu

Mgy = Myly> + Mmyly® sin? (1 + 1 cos ¢)?

+ mylyrA sin 2¢(1 + A cos @) sin §, (14)
Myp = {mgly cos (p — B) + ml, sin @[sin f + Zsin (¢ + )]} 7, (15)
Mgy = Myly sin (f — @) — my(ly sin ¢ - I,/ sin ¢ cos ¢

~+ 74 cos @ sin ) - (cos f — 4 sin @ sin ), (16)
Mg = [my 4 my(sin f + 7 sin @ cos B)?] 72, (17)
mp, = myr(—sin B cos f — A sin ¢ cos 2f). (18)

Zur Vereinfachung wurde die Tatsache ausgenutzt, daB fiir das Kurbelverhiltnis
b = lyfl; < 1 gilt und p = 7[l, <4 ist.
Der Kontaktwinkel g der kinetostatischen Gelenkkraft ergibt sich aus den beiden

10 Dresig, Dynamik



146 4. Schwingungsmodelle mit einem Freiheitsgrad

in (2.4.2./2) auftretenden Kraftkomponenten (vgl. 2.4.1./25 und 26)
Fopy = —(mg + my + myA cos @) I, sin ¢ - ¢
— [(mg + my) cos ¢ + myl cos 2¢] l,¢?, (19)
F oy = (my cos @ + myd sin? @) Ly — (my sin @ — (my[2) 4 sin 2¢) Lg*. (20)
In Bild 4.9a ist das Polardiagramm der Gelenkkraft (2, 3) fiir die Parameter
A = 0,1 und my/m, = 0,2 dargestellt. Im Zusammenhang mit dem Verlauf der in
Bild 4.9b angegebenen GroBen kann aus (9) die im Lager auf Grund der Parameter-
erregung auftretende Schwingung berechnet werden, vgl. Abschnitt 4.4.
Der Winkel y ist aus der Losung von Gleichung (21) zu bestimmen, die sich aus (9)
fiir o < 2 — 0 ergibt:
(mg + my sin B) 125 + my sin 2BrQy + [my cos (p — B) + m, cos @ cos B] LrQ2%
= [mg sin (p — B) — my cos @ sin f] L,rQ%. (21)
Fiir den Sonderfall my = 0 wird aus der in Bild 4.8b dargestellten Koppel des

Schubkurbelgetriebes ein mathematisches Pendel im Fliehkraftfeld, da der Schieber
dann ohne EinfluB ist. Aus (21) ergibt sich fiir my; = 0

mr® + my cos (p — B) lyr@% = mylyrQ% sin (p — B). (22)
Der Kontaktwinkel ist dann = ¢, und (22) vereinfacht sich zu

l
P+~ 2y =0. (23)

Dies ist die bekannte Differentialgleichung fiir das Pendel im Fliehkraftfeld ([15],
S. 337). Die theoretischen Voraussagen der hier dargelegten Theorie werden gestiitzt
durch Ergebnisse experimenteller Untersuchungen [4.12], [4.13], [4.14], [4.15], [4.18].

4.2.6. Standardformen der Bewegungsgleichung

Die in den Abschnitten 4.2.1 bis 4.2.5. betrachteten Mechanismen stellen typische
Fille dar, die im Maschinenbau vorkommen. Die dabei entstehenden Bewegungs-
gleichungen haben, bedingt durch die zugrunde liegenden Gleichgewichtsbedin-
gungen, nach der Linearisierung die einheitliche Form

m(t) G + b(t) ¢ + ¢(t) ¢ = F(¢). (1)
Nach Division durch m wird daraus
4 + 20(2) ¢ + wo?(t) g = f(?) 2)
mit
_ b _ o8 _Fe
o) = om(t)’ wo?(t) = ()’ ft) = ) 3)

Als zeitabhingige ,,Abklingkonstante* 6(/) und ,,Eigenkreisfrequenz’ w(t) lassen
sich in Analogie zum Schwinger mit konstanten Parametern die dabei entstehenden
Funktionen bezeichnen. Fiihrt man als dimensionslosen Zeitmafstab ¢ = Q¢ ein,
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Bild 4.9 a) Polardiagramm des Kurbelgelenks im Schubkurbelgetriebe, b) Verlauf von be-
zogener Masse, Steifigkeit und Eigenkreisfrequenz fiar 2 = 0,1 und mgy/m, = 0,2, ¢) Verlauf der

bezogenen reduzierten Kraft

10*
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dann wird aus (2) eine Differentialgleichung beziiglich der neuen Variablen ¢ :

q" + 20Nq' + N*q = f(9)/€2* (4)
mit

d( ) " ’

G =) 9 =8en N=q@=1p. 6)
Damit ist eine Analogie zu den vom Schwinger mit konstanten Parametern bekannten
Begriffen des Dampfungsgrades # und des Abstimmungsverhéltnisses » hergestellt,
die dimensionslos sind ; 9 erfaBt neben der Dampfung auch andere Parameter.

Durch die schon von EvLER angewandte Transformation

¢ t
q = w exp [—f 6() dé] bzw. w = q exp [f o(£) d§], (6)
0 0

bei der die Integrationsvariable zur Unterscheidung von der oberen Grenze mit &
bezeichnet wird, kann (2) in eine Form gebracht werden, bei welcher der Term mit
der ersten Ableitung fehlt. Es gilt dann

W+ w?(t) w = y(t) (7)
mit .
@?(f) = we?(t) — 0%(t) — o(8), y(t) = f(t)/yp(?), (8)

¢
y(t) = exp [— J 5 ds].
0
Es ist zweckmiBig, die Funktion y einzufithren. Der EinfluB der ,,Dampfung® 6(¢)
auf die ,,Eigenkreisfrequenz‘ o ist bei den meisten Aufgaben der Mechanismen-
dynamik gering, so daf} nidherungsweise w(t) = w,(f) gilt.

Gleichung (7) ist eine Hillsche Differentialgleichung. Die Abschnitte 4.3. und 4.4.
befassen sich mit der Losung von (1), (2), (4) und (7), die alle dieselben physikalischen
Phiénomene beschreiben, wobei vorzugsweise von (2) ausgegangen wird. Fiir die bei
Mechanismen typischen parametrischen und erzwungenen Erregungen interessiert
die Losung ¢(¢) in Abhingigkeit von den technisch (durch konstruktive Mafnahmen)
beeinfluBbaren Parametern. Vielfach reicht es schon aus, den Maximalwert von ¢ in
einem bestimmten Zeitbereich oder den Maximalwert der Geschwindigkeit ¢ oder
den der Beschleunigung § zu ermitteln.

In den vorhergehenden Abschnitten wurden fiir einige Beispiele die Bewegungs-
gleichungen hergeleitet, z. B. (4.2.1./23), (4.2.3./6), (4.2.3./24 bis 26), (4.2.4./4),
(4.2.5./9 bis 12), (4.2.5./22 und 23). Wendet man auf (4.2.3./6) und (4.2.3./26) die
Transformationen (3) und (8) an, so ergibt sich, vgl. (4.2.3./27),

f=—QU, U, =—2J|@]), =10, =Vm|J,

—QJ
y=—0QU," = il
2y Jm
27 12 2,J'2
wzzcr —{—4m.Q U, =cT+.QJ /(4J). ©)
mUy"? J

Die zugehéorige Hillsche Differentialgleichung (7) ist aus ([11], S. 388) bekannt.
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Tabelle 4.1. Koeffizienten der Bewegungsgleichung des Schwingers mit einem
Freiheitsgrad ( v entspn‘(hf hee U x )

Fall Modell Koeffizienten der Bewegungsgleichung (4.2.6./2)
1 LL;D ( )
- “'1,7_ \Im*%f FZ) 10
ot T 1(10‘ [1emp (R afdegt i i) v el ee’ 7] (1)
.
£ = 2 It 1of e ] (12)
or v-
I %R mit o Y0, g~ 2140, 0 YEAT, -yl €& -ﬁ-u‘” (13)
2t v 9
: Ty u tr2 J g - ]iﬂ‘f ‘;irr" Engu'u") & (14)
M| w?- 1—%“&7 [1+gn2 w'u'u™) ':.__ILC_TE_ (15)
1 . ) ~ )
—— 7 f- i (M agty) ﬁct,*crzU ) (16)
-0t ¥ ogeQtg W, o-lg)g AW )
e q G = SV, , 9= (w5 UZ+y,)f(1+£U'2)
= 2z c
q 1 %.W, no-%o,g-g, m
3 Starre Maschine 6 - 7= “Q‘ (18)
wf - ﬂ‘[rhi R 1508 (19
BRSPS - A | -3;] 2
+ dynamische b J [f LA AL (20)
e ) ‘
Motorkennlinie :q- § -2, (1-v(M+TH)) 2 = 95 (1-vF,),( ) _ug((st) (21)
) U'UN, +05URY," .
b 6w+ drhuz % (22)
R JZU'Z{“CzU 2448 (010" UMBURIG VU] (23)
- jltlz—unz {UI[JZ(U"%Z'UIW‘0-5U'2@12J2"M2]'J1§1} (24)
¢+ U2
w? = J:*J;U'z (25)
_drvy + 0%
AT (26)
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In Tabelle 4.1 sind fiir weitere Beispiele die Koeffizienten der Bewegungsgleichung
angegeben. Dazu wurden einige typische Probleme aus dem Maschinenbau ausgewihlt.
Sie sind in Anbetracht der dabei benutzten Begriffe der U-Funktion und des redu-
zierten Massentriagheitsmoments J(p) auf die verschiedenartigsten Mechanismen
und Maschinen iibertragbar. Im folgenden Abschnitt wird teilweise darauf zuriick-
gegriffen. Mit diesen Beispielen ist der Anwendungsbereich der vorgestellten Berech-
nungsmethoden angedeutet, aber keineswegs erschépft. Die Beispiele mogen als
Anregung und zur Kontrolle eigener Untersuchungen dienen.



	K4_1_2_1
	K4_1_2_2
	K4_1_2_3
	K4_1_2_4
	K4_1_2_5
	K4_1_2_6
	K4_1_2_7
	K4_1_2_8
	K4_1_2_9
	K4_1_2_10
	K4_1_2_11
	K4_1_2_12
	K4_1_2_13
	K4_1_2_14
	K4_1_2_15
	K4_1_2_16
	K4_1_2_17
	K4_1_2_18
	K4_1_2_19
	K4_1_2_20
	K4_1_2_21
	K4_1_2_22
	K4_1_2_23
	K4_1_2_24
	K4_1_2_25
	K4_1_2_26
	K4_1_2_27
	K4_1_2_28

		2010-07-20T10:13:35+0200
	Adobe Acrobat 9 Preflight




