Mikroskopische Theorie der optischen Eigenschaften
indirekter Halbleiter-Quantenfilme

von der Fakultét fiir Naturwissenschaften der Technischen Universitat
Chemnitz genehmigte Dissertation zur Erlangung des akademischen Grades

doctor rerum naturalium
(Dr. rer. nat.)

vorgelegt

von Dipl.-Phys. Sebastian Imhot

geboren am 24. Januar 1984 in Marburg

eingereicht am 12.10.2011

Gutachter: Prof. Dr. Angela Thranhardt
Prof. Dr. Hans Christian Schneider

Tag der Verteidigung: 19.12.2011






Bibliographische Beschreibung

Sebastian Imhof, Mikroskopische Theorie der optischen Eigenschaften indirekter Halbleiter-
Quantenfilme, Dissertation, Fakultdt der Naturwissenschaften, Technische Universitét
Chemnitz (2011)

Referat

Indirekte Halbleiter, wie beispielsweise Silizium, zdhlen bei technischen Anwendungen
zu den wichtigsten halbleitenden Materialien. Die indirekte Bandstruktur fiihrt jedoch
dazu, dass diese Materialien schlechte Lichtemitter sind. Die theoretische Beschreibung
der optischen Eigenschaften dieser Materialien wurde in fritheren Betrachtungen tiber
phdnomenologische Ansatze verfolgt. In dieser Arbeit wird eine mikroskopische Theo-
rie, basierend auf den Heisenberg-Bewegungsgleichungen, entwickelt, um die Prozesse
im Bereich der indirekten Energieliicke zu beschreiben.

Nach Herleitung der relevanten Gleichungen wird im ersten Anwendungskapitel die
Absorption und optische Verstarkung im thermischen Gleichgewicht diskutiert. Bei der
Diskussion wird insbesondere auf den Unterschied zu direkten Halbleitern eingegan-
gen. Es zeigt sich, dass sich die optische Verstirkung in indirekten Halbleitern fun-
damental von denen in direkten unterscheidet. Im Gegensatz zum direkten Halbleiter
kann die maximale optische Verstirkung eines indirekten Ubergangs die maximale Ab-
sorption um Grofsenordnungen tibertreffen.

Im zweiten Anwendungsteil werden Nichtgleichgewichtsphdnomene diskutiert. Durch
starke optische Anregung kann eine hohe Elektronenkonzentration am I'-Punkt erzeugt
werden. Da das globale Bandstrukturminimum aber am Rand der Brillouinzone liegt,
verweilen die Elektronen nicht lange dort, sondern streuen in das Leitungsbandmini-
mum. Dieser Prozess der sogenannten Intervalley-Streuung wird im Hinblick auf Ge-
déchtniseffekte diskutiert. Nach dem Streuprozess der Elektronen besitzt das System
eine Uberschussenergie, die sich in einem Aufheizen der Ladungstréger zeigt. Das zwei-
te Nichtgleichgewichtsphdnomen ist das Abkiihlen des Lochsystems, welches aufgrund
der Trennung der Elektronen und Locher in indirekten Halbleiter auch im Experiment
getrennt untersucht werden kann. Mithilfe eines Experiment-Theorie-Vergleichs wird
ein schneller Elektron-Loch-Streuprozess nachgewiesen, der dazu fiihrt, dass in indirek-
ten Halbleitern das Thermalisieren und Equilibrieren der Elektronen und Locher auf
der gleichen Zeitskala stattfindet.
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1. Einleitung

Luminous beings are we, not
this crude matter!

(Yoda, Star Wars: Episode V -
The Empire Strikes Back)

Silizium ist eines der wichtigsten Materialien fiir die Herstellung integrierter Schaltkrei-
se. Die Entwicklung immer leistungsfahiger Computer fiihrt dazu, dass die Gesamtleis-
tungsfahigkeit nicht mehr durch die Taktfrequenz des Prozessors, sondern durch den
Datentransfer zwischen dem Prozessor (oder den Prozessoren) und der Umgebung li-
mitiert wird [1]. Es ist daher seit langem Ziel, elektronische und optische Bauteile auf ei-
nem Siliziumsubstrat zu einem opto-elektronischem Bauelement zu verschmelzen [2, 3].
In der Computertechnik werden schon seit lingerem Informationen auf optischem Weg

Integration opto-elektronischer Bauelemente
Rack Backplane On-Board On-Chip
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Abbildung 1.1.: Die von IBM prognostizierte Entwicklung opto-elektronischer Bauele-
mente. Durch die Integration optischer Kanéle auf dem Chip selbst
sollen Hochleistungsrechner bis zum Jahr 2020 eine Geschwindigkeit
von 10" FLOPS erreichen [4].

tibertragen, doch handelt es sich hierbei noch um eine geringe Anzahl von Kandlen,
die die Informationen meist {iber grofsere Distanzen transportieren. Durch die Entwick-
lung optischer Verbindungen auf einem Chip, wodurch Informationen zwischen den
verschiedenen Prozessorkernen einer CPU ausgetauscht werden sollen, erwartet man
eine mogliche Rechenleistung von Hochleistungscomputerclustern (HPCS) im Bereich
eines ExaFLOPS [4]. Die Entwicklung opto-elektronischer Schaltkreise und die daraus
resultierende Rechengeschwindigeit der jiingeren Vergangenheit und eine Prognose® fiir
die ndchsten Jahre von IBM ist in Abbildung 1.1 gezeigt.

'IBM beendete den Vertrag mit der Universitét von Illinois tiber den geplanten PetaFLOP-HPC Blue Waters
am 06. August 2011 [5]. Die Universitdt von Illinois gibt an, sie sei zuversichtlich, dass das Projekt
dennoch rechtzeitig fertig gestellt werden konne.
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Ungtinstigerweise ist kristallines Silizium ein schlechter Lichtemitter, weshalb die Reali-
sierung opto-elektronischer Bauelemente weiterhin eine Herausforderung darstellt und
Gegenstand heutiger Forschung ist [6]. Dennoch konnten in kristallinem Silizium Quan-
teneffizientien von tiber 10 % nachgewiesen werden [7]. Um eine hohere Lichtausbeute
siliziumbasierter Bauelemente zu erreichen, wurden verschiedene Ansétze verfolgt, wie
beispielsweise iiber poroses Silizium [8], Si/SiO,-Heterostrukturen [9] oder nanonkris-
tallines Silizium [10]. Auch fiir die Entwicklung von Lasern auf Silizium gibt es eine
Reihe von Ansitzen, fiir die optische Verstarkung nachgewiesen werden konnte, wobei
man hier nicht mit elementarem Silizium auskommt, sondern sich meist auf klassische
Lasermaterialien verldsst. Hierbei spielte die Verbindung von III-V-Halbleitermaterialien
mit Siliziumsubstraten eine wichtige Rolle, wie beispielsweise mit den klassischen Halb-
leiterheterostrukturen GalnAsP [11], GaN [12] oder auch GaNAsP [13]. Daneben wer-
den aber auch ungewohnlichere Konzepte verfolgt, wie die Verwendung von InGaAs-
Quantenpunkten [14] oder Eu dotierten GaN-Quantenfilmen [15]. Eine ausfiihrliche
Ubersicht iiber die verschiedenen Konzepte mit Details zu den optischen Eigenschaf-
ten der Laser kann A. J. Steckl et al. [1] enthommen werden.

Die Hauptursache, warum Silizium sich nur schwer zum Emittieren von Licht brin-
gen ldsst, liegt an der indirekten Bandstruktur. Hier befinden sich Leitungsbandmini-
mum und Valenzbandmaximum nicht bei derselben Wellenzahl des reziproken Raums.
Die Emission von Licht durch die direkte Rekombination eines Elektrons aus dem Lei-
tungsband und eines Lochs aus dem Valenzband kann aber nur stattfinden, wenn beide
Teilchen dieselbe Wellenzahl besitzen®. Durch die Trennung der Ladungstrager im rezi-
proken Raum ist dieser Ubergang jedoch verboten. Neben Silizium gibt eine Reihe von
Materialien, die eine indirekte Bandstruktur aufweisen. Germanium ist das zweite, fiir
diese Arbeit wichtige, halbleitende Gruppe-IV-Element mit einer indirekten Bandstruk-
tur. Daneben existieren noch indirekte III-V-Halbleiter wie beispielsweise AlAs oder
GaP. Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt auf den undren Materialien Germa-
nium und Silizium, jedoch lassen sich viele der hier vorgestellten Konzepte auch auf
bindre Materialien tibertragen. Dies erfordert aber moglicherweise noch die Betrachtung
weiterer Wechselwirkungen, da die Kristalle bindrer Materialen polar sind.

Die Formulierung einer mikroskopischen Theorie fiir die Beschreibung der optischen
Eigenschaften direkter Halbleiter hat mafigeblich sowohl zum Verstdandnis der physika-
lischen Prozesse in Halbleiter-Bauelementen als auch zu der Entwicklung neuer Materi-
alsysteme beigetragen. Die Halbleiter-Bloch-Gleichungen ermoglichen die Beschreibung
der Reaktion eines Halbleiters auf eine optische oder elektrische Anregung unter Be-
riicksichtigung von Vielteilcheneffekten im kohdrenten und inkohdrenten Regime [16].
Die Fahigkeit zur Vorhersage von optischen Eigenschaften, wie die optische Verstar-
kung, ermoglicht es, optische Bauelemente mithilfe von Simulationen zu optimieren [17-
19]. Durch die Erweiterung um eine quantenmechanische Beschreibung des Lichtfelds
lassen sich dann beispielsweise Effekte wie spontane Emission von Licht in Quanten-
punkten [20] oder auch Einfliisse elektrischer Felder auf die Photolumineszenz in GaN-
basierten Quantenfilmen [21] berechnen. Die stindige Weiterentwicklung dieser, auf den
Heisenberg-Bewegungsgleichungen basierenden, Theorie ermoglicht die Beschreibung
einer immer grofier werdenden Zahl an Effekten in den unterschiedlichsten Material-
systemen unabhéngig von der Dimensionalitdt der Struktur [22, 23].

?Bei einer klassischen Beschreibung des Lichtfelds stimmt diese Aussage exakt. In einer quantenmechani-
schen Beschreibung besitzt das Photon zwar einen endlichen Impuls, der aber im Vergleich zu den hier
diskutierten Wellenzahlen vernachléssigbar klein ist.



Die Theorie optischer Eigenschaften von indirekten Halbleiten ist im Vergleich zu der
Theorie von direkten Halbleitern noch nicht so weit fortgeschritten. Der Grund hierfiir
liegt daran, dass die Absorption oder Emission von Licht nicht direkt erfolgen kann, son-
dern dass fiir die Elektron-Loch-Rekombination oder Erzeugung noch ein zusitzliches
Teilchen, meist ein Phonon, benotigt wird. Durch die indirekte Bandstruktur befinden
sich Elektron und Loch nicht am selben Ort des reziproken Raums. Der optische Uber-
gang kann aber nur stattfinden, wenn die Gesamtwellenzahl erhalten bleibt. Um diese
Bedingung zu erfiillen, erfolgt der optische Ubergang iiber die zusitzliche Absorpti-
on oder Emission eines Phonons. Man spricht in diesem Fall von phononassistierter
Absorption bzw. Emission. Bisherige Ansitze stellten meist phdanomenologische Raten-
gleichungsmodelle dar, die diesen Vielteilchenprozess als effektiven Einteilchenprozess
beschreiben [24—26].

Durch die Entwicklung einer mikroskopischen Theorie fiir die Beschreibung der opti-
schen Eigenschaften indirekter Halbleiter soll Aufschluss tiber die physikalischen Pro-
zesse gegeben werden und verschiedene Effekte, wie beispielsweise die stimulierte pho-
nonassistierte Emission, beschrieben werden. Dabei werden die Ergebnisse mit denen
aus Ratengleichungsmodellen oder auch Experimenten verglichen, um die Unterschie-
de zwischen Ein- und Vielteilchenprozessen und die Giiltigkeit der Theorie zu untersu-
chen.

Im Kapitel 2 wird zunéchst das verwendete Festkorpermodell vorgestellt, wobei im Be-
sonderen auf die Figenschaften von Silizium und Germanium eingegangen wird. Die
Einteilchenenergien und Wellenfunktionen der elektronischen Zustinde werden entwe-
der mit einer effektiven Massetheorie oder mit einer 30-Band k - p-Theorie beschrieben,
wobei auf die Besonderheiten von Quantenfilmheterostrukturen und auf den Einfluss
von Verspannungen eingegangen wird. Die Licht-Materie-Wechselwirkung wird klas-
sisch behandelt, wodurch Prozesse wie die Absorption oder die stimulierte Emission
beschrieben werden konnen. Die Photolumineszenz und andere quantenelektrodyna-
mische Prozesse, wie sie oben erwdhnt wurden, sind nicht Gegenstand dieser Arbeit
und bediirfen einer gesonderten Behandlung. Als Vielteilchenwechselwirkung werden
die Elektron-Elektron- und Elektron-Phonon-Wechselwirkung behandelt.

Mithilfe des Festkorper-Hamiltonoperators werden auf der Basis der Heisenberg-Be-
wegungsgleichungen die Halbleiter-Bloch-Gleichungen, die die Grundlage fiir die Be-
rechnung der optischen Antwort darstellen, hergeleitet. Damit auch indirekte optische
Uberginge berechnet werden kénnen, werden die phononassistierten Gleichungen, die
wiederum an die Halbleiter-Bloch-Gleichungen koppeln, entwickelt. Aufgrund der Viel-
teilchenwechselwirkungen kann das Problem nicht exakt gelost werden, und deshalb
werden Naherungsmethoden diskutiert und die Gleichungen an geeigneter Stelle ap-
proximiert. Das Vernachldssigen von Gedachtniseffekten in der sogenannten Markov-
Naherung spielt hierbei eine besondere Rolle, da sie bei der Beschreibung direkter Hal-
beiter hdufig anwendbar ist. Trotz der Naherungen ldsst sich das Gleichungssystem
nicht analytisch 16sen und wird stattdessen numerisch gelost.

Der Anwendungsteil der hier vorgestellten Theorie ist in zwei Kapitel unterteilt. Im Ka-
pitel 3 werden die optischen Eigenschaften unter der Voraussetzung eines thermischen
Gleichgewichts der Ladungstrdger diskutiert. Durch diese Annahme kénnen zunéchst
grundlegende Einfliisse auf die indirekten optischen Ubergénge untersucht werden. Es
wird hierbei der Frage nachgegangen, wie stark intrinsische Parameter wie die elektro-
nische und phononische Bandstruktur die Form und Starke der indirekten Absorption
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beeinflussen. Da in direkten Halbleitern die Coulomb-Wechselwirkung fiir die theore-
tische Beschreibung der optischen Eigenschaften von elementarer Bedeutung ist, wird
der Einfluss dieses Vielteilcheneffekts auf den indirekten Ubergang in einem weiteren
Schritt untersucht. Zuletzt werden die Reaktionen des indirekten Materials auf extrin-
sische Parameter wie die Gittertemperatur und die durch externe Anregung erzeugte
Ladungstragerdichten analysiert. Hierbei zeigt sich, dass sich die stimulierte Emission
der indirekten ﬂbergénge fundamental von der des direkten ﬂbergangs unterscheidet.
In einem direkten Halbleiter kann die maximale optische Verstarkung nicht die maxi-
male Absorption iibersteigen. Bei indirekten Ubergéngen kann zum einen optische Ver-
starkung stattfinden, obwohl keine Ladungstragerinversion vorliegt, und zum anderen
kann die maximale optische Verstarkung die maximale Absorption um Gréflenordnun-
gen tibertreffen.

Im zweiten Anwendungsteil, im Kapitel 4, wird das Verhalten von indirekten Ge/SiGe-
Quantenfilmheterostrukturen in Nichtgleichgewichtszustinden untersucht. Dafiir wer-
den zuerst die elektronischen Eigenschaften der Struktur mithilfe der 30-Band k - p-
Bandstrukturrechnung beschrieben und die zugehorigen Dipolmatrixelemente berech-
net. In der ersten Nichtgleichgewichtssituation befinden sich, beispielsweise nach einer

A A

LB LB

R

Energie
Energie

VB VB

Regiproker GittervektorL Regiproker GittervektorL

(a) Die Elektronen im Leitungsband (LB) befinden  (b) Durch die Uberschussenergie bei der Streuung

sich nicht in ihrem globalen Minimum und streuen  der Elektronen ins L-Tal (a) heizen sich die La-

tiber die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in das  dungstragerdichten stark auf. Durch die Emissi-

Tal um den L-Punkt. on von Phononen thermalisieren die Ladungstréager
mit dem Kiristallgitter.

Abbildung 1.2.: Mogliche Nichtgleichgewichtssituationen in einem indirekten Halblei-
ter mit lokalem am I'- und globalem Leitungsbandminimum am L-
Punkt der ersten Brillouinzone.

optischen Anregung, die Elektronen des Leitungsbandes im lokalen Minimum am I'-
Punkt der ersten Brillouinzone und nicht im globalen Minimum im L-Tal (siehe Ab-
bildung 1.2 (a)). Unter Verwendung der in dieser Arbeit vorgestellten mikroskopischen
Theorie ldsst sich das Equilibrieren der Elektronen durch die Elektron-Phonon-Wech-
selwirkung quantitativ beschreiben. Hierbei wird im Besonderen auf den Einfluss der
Gedidchtniseffekte auf die Streuung der Elektronen eingegangen. Durch die Streuung
der Leitungsbandelektronen in deren globales Minimum besitzen diese eine Uberschus-
senergie, die sich als Aufheizen der Ladungstrdger bemerkbar macht (s. Abbildung
1.2 (b)). Hierdurch entsteht eine zweite Nichtgleichgewichtssituation, da das Lochsys-
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tem im Valenzband jetzt eine andere Ladungstragertemperatur besitzt als die Elektro-
nen. Es findet hierdurch zunédchst ein Thermalisieren beider Ladungstragersysteme un-
tereinander und in einem zweiten Schritt mit dem Gittersystem statt. Mithilfe eines
Experiment-Theorie-Vergleichs wird ein schneller Energieaustausch zwischen Elektron-
und Lochsystem nachgewiesen, der auf der gleichen Zeitskala wie das Equilibrieren der
Elektronen stattfindet, wahrend das Thermalisieren der Ladungstrager mit dem Gitter
um Grofienordnungen langsamer verlauft.






2. Grundlagen

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Teile und présentiert die wesentlichen Gleichungen,
die fiir die spdteren Berechnungen verwendet werden. Im ersten Teil wird ein Modell
zur Beschreibung von Festkorpern vorgestellt, wobei insbesondere auf die Eigenschaften
der untersuchten Materialien von Germanium und Silizium eingegangen wird. Es wer-
den die relevanten Ein- und Vielteilcheneffekte unter Verwendung des Formalismus der
zweiten Quantisierung diskutiert. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion und detailliertere
Herleitungen des Hamilton-Operators empfehlen sich die Werke [23, 27, 28].

Der zweite Teil beschaftigt sich mit der Herleitung der benétigten Gleichungen unter
Verwendung der Heisenberg-Bewegungsgleichung, welche eine effektive und fiir direk-
te Halbleiter gut erprobte Methode zur Beschreibung optischer Eigenschaften darstellt.
Alternative Zugédnge fiir die Behandlung quantenmechanischer Vielteilchenprobleme
werden nicht diskutiert und konnen Lehrbiichern wie beispielsweise [28] entnommen
werden.

2.1. Festkorper-Hamilton-Operator

Fiir die Berechnung der optischen Eigenschaften von Festkorpern miissen alle beteilig-
ten (Quasi-)Teilchen und deren Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Der Festkor-
per-Hamilton-Operator

H = He + Hp + He-p, (2.1)

wobei H. der elektronische Anteil, H, der ionische Anteil und He, die Elektron-Pho-
non-Wechselwirkung ist, beruht auf der Born-Oppenheimer-Niherung. Hierbei wird an-
genommen, dass man das elektronische und das ionische System zun&chst getrennt
betrachten kann. Die Masse eines Elektrons ist in der Regel zwei bis drei Grofienord-
nungen kleiner als die eines Atomkerns. Dies ermdglicht es den Elektronen, sich schnell
auf Anderungen der Ionenpositionen einzustellen, wobei im Grenzfall sich die Elektro-
nen in einem — durch die Ionen erzeugten — statischen Potential bewegen. Die Atom-
kerne selbst reagieren aufgrund ihrer Tragheit nicht auf die schnellen Bewegungen der
Elektronen, welche sich auf der Zeitskala der Kernbewegung bereits im Gleichgewicht
befinden. Die beiden Systeme sind nicht vollstandig entkoppelt, sondern es gibt eine
endliche Wechselwirkung zwischen beiden Systemen. Dies wird im Kapitel 2.1.3 tiber
die Elektron-Phonon-Wechselwirkung diskutiert.
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2.1.1. Elektronischer Anteil

Der elektronische Anteil des Hamilton-Operators H. ist zum einen durch die Einteil-
chenenergien der Elektronen und zum anderen durch deren Wechselwirkung unter-
einander gegeben. Gemifl der Annahme, dass sich die Ionen in ihren Gleichgewichts-
positionen befinden und ein regelmifliges Gitter bilden, welches durch eine Basis von
Gittervektoren R erzeugt wird, gilt fiir das Potential der Ionen, in dem sich die Elektro-
nen bewegen, die Symmetriebedingung Vion (R + 1) = Vijon(r). Fiir wechselwirkungsfreie
Elektronen, die sich in einem solchen Potential bewegen gilt das Bloch-Theorem, und die
Wellenfunktionen kénnen in Form von Einteilchenwellenfunktionen
eik-r

%,k(r) = \/?“y,k@) (2.2)

entwickelt werden, wobei die Bloch-Funktionen u,(r) gitterperiodisch sind, also die
Bedingung u,, i (r + R) = u,,1(r) erftillen. Die Quantisierungslénge ist durch L gegeben.
Diese Einteilchenwellenfunktionen bilden jetzt die Basis der Feldoperatoren, die tiber

Y(r) = Zwy,k<r)‘1y,k (2.32)
uk
und
¥i(r) = Zﬁ,k(f)“;,k (2.3b)
uk

definiert sind. Die Operatoren a; i und a4,y sind fermionische Erzeugungs- beziehungs-
weise Vernichtungsoperatoren, welche die fundamentalen Antikommutatorrelationen

[”:t,k' a:ﬂlk,] L= 0 (2.4a)
[a‘u,k/ av,k’] + = 0 (2.4b)
[ay,k/ ”:5,1(/] LT Opu,v0K K/ (2.40)

erfiillen, wobei der Antikommutator definiert ist als

[A,B], = AB+ BA. (2.5)

Der wechselwirkungsfreie Einteilchenanteil des Hamiltonoperators ldsst sich schreiben
als

_ T
H, = kze%k”y,ka%k/ (2.6)
M

wobei die Summation {iber die gesamte Brillouin-Zone mit den reziproken Gittervek-
toren k und alle elektronischen Bénder y erfolgt. Hierbei sind €, die Losungen der
Einteilchen-Schrodinger-Gleichung eines Elektrons im statischen periodischen Potential
der Ionen. Die Berechnung dieser Einteilchenenergien wird in Kapitel 2.1.1.2 diskutiert
und wird zunéchst als gegeben betrachtet.

Die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ist durch die Coulomb-Wechselwirkung ge-
geben, welche wir im sogenannten Jellium-Modell betrachten. Dieses Modell beruht auf
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der Ndherung, dass die positiv geladenen Ionen nicht in einem bestimmten Kristallgit-
ter angeordnet sind, sondern als gleichméfiige positive Hintergrundladung betrachtet
werden konnen. In erster Quantisierung ist die Coulomb-Wechselwirkung durch

He = 1 Y /d3rd3r’ oA () V(r—1) (2.7)
20

gegeben, wobei hier die Summation {tiber alle Ionen (A,A’ = i) und alle Elektronen
(A, A" = e) lauft. Das Wechselwirkungspotential V(r — ') wird zunéchst als allgemeines
Wechselwirkungspotential betrachtet. Die Ladungstragerdichten der Elektronen

N
pe(r) = —e)_ d(r—ry,) (2.8a)
u=1
und der Ionen N
pi(r) = 3 (2.8b)

reprasentieren die Annahme, dass die Ionen eine gleichméfiige positive Hintergrundla-
dung erzeugen und die Elektronen als sich in diesem Feld bewegende Punktladungen
betrachtet werden konnen. Durch eine Fourier-Transformation von der Ortsdarstellung in
den reziproken Raum lasst sich die Gleichung (2.7) in den Coulomb-Hamilton-Operator
des Jellium-Modells

1
He = 5Vq (L®0e,—qPe,q — €N) (2.9)
unter Verwendung der fouriertransformierten Ladungstragerdichten
e .
Peq = —73 Z e ' (2.10a)
L |
und N
Piq = eﬁéqlo (2.10b)

umschreiben. Um diesen Operator in zweiter Quantisierung zu erhalten, miissen die
Ladungstragerdichten durch den Ladungstragerdichteoperator

€ T
Peqa = "73 Zﬂqu,y“k,y (2.11)
k,u

ersetzt und die Kommutatorrelationen aus Gleichung (2.4) verwendet werden, wodurch
man den Coulomb-Wechselwirkungs-Hamiltonoperator des Jellium-Modells in zweiter
Quantisierung

1
t T
He == Y Vqli g g 0% vficu (2.12)
B qufK'—q
(293

q#0

erhélt. Das Wechselwirkungspotential Vg, welches im Folgenden als Coulomb-Matrix-
Element bezeichnet wird, ist durch die Fouriertransformation des Potentials von der
Ortsdarstellung

1 €

- Artege, 1 (2.13)

V(r)
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in den reziproken Raum gegeben und fiihrt in drei Raumdimensionen auf

1 &
3D __
7 epe L3 g2 (214)
und in zwei Dimensionen auf )
1 e
2D __
7 206, L2 g (215)

Die Licht-Materie-Wechselwirkung wird klassisch behandelt, da das Lichtfeld als ei-
ne skalare Funktion und nicht als quantisiertes Lichtfeld verwendet wird, denn die aus
der Quantisierung resultierenden Effekte, wie beispielsweise die Photolumineszenz oder
auch das Phidnomen von Phonon-Seitenbanden, werden in dieser Arbeit nicht betrach-
tet. Eine ausfiihrliche Diskussion auf theoretischer Ebene kann der Dissertation von
Th. Feldtmann [29] entnommen werden.

Semiklassisch schreibt sich der Licht-Materie-Anteil des Hamiltonoperators als

Him =~ ¥ £0) (af wtjopdisjonc +1c.), (2.16)
ic,jo K

wobei £(t) das klassische Lichtfeld und d,, ;, x das Dipolmatrixelement ist. Der Index i,
summiert hier {iber alle Leitungs- und j, iiber alle Valenzbdnder. Intrabandiibergidnge,
deren Energien sich in der Regel in Halbleitern hochstens im Bereich weniger 10 meV
bewegen werden vernachldssigt.

2.1.1.1. Quasizweidimensionale Quantenfilmstrukturen

Im Fokus der in dieser Arbeit untersuchten Materialsysteme stehen Halbleiter-Quanten-
filme, bei denen ein diinner Film eines Materials zwischen zwei Schichten eines ande-
ren Materials eingeschlossen wird. Diese Strukturen konnen als mesoskopisch betrachtet
werden, da der Quantenfilm zwar noch deutlich grofier als die Gitterkonstante der Mate-
rialien ist, aber eben auch sehr viel kleiner als die Ausdehnung eines Volumenhalbleiters.
Hieraus resultiert ein Einschluss beziehungsweise ein sogenanntes Confinement fiir die
Elektronen, so dass deren Wellenfunktionen in einer Richtung quantisiert werden. Die
Abbildung 2.1 zeigt das schnell variierende Kristallpotential und das vergleichsweise
langsam variierende Confinement-Potential. Durch eine solche Struktur wird die Trans-
lationssymmetrie in r -Richtung gebrochen, wodurch das Bloch-Theorem nach Glei-
chung (2.2) modifiziert werden muss. Eine Verifizierung der Giiltigkeit dieser Annahme
fiir das Verhalten des Potentials kann den Arbeiten von M. G. Burt -beispielsweise [30]-
entnommen werden. Die Einteilchen-Wellenfunktionen lassen sich jetzt als

ek

P (x),71) = Wéy,k” (r 1) upic, (x) (2.17)

schreiben. Hierbei ist CF‘IkH (r, ) die Einhiillende, beziehungsweise die sogenannte Con-
finement-Wellenfunktion. Im Folgenden wird zwischen gebundenen und ungebundenen
Losungen unterschieden. Bei den gebundenen Losungen handelt es sich um Losungen,
die innerhalb des Quantenfilms lokalisiert sind, wohingegen die ungebundenen deloka-
lisiert tiber dem gesamten Kristall sind.
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Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung des effektiven Potentials und des
Confinement-Potentials einer mesoskopischen Quantenfilmstruk-
tur. Die blauen Linien repréasentieren das schnell variierende Potential
der Ionen innerhalb einer Einheitszelle und die schwarze Linie das
langsam variierende Potential zwischen den Einheitszellen.

Im weiteren Verlauf werden ausschliefslich die gebundenen Zustédnde betrachtet, da die-
se der Dimensionalitdtsreduzierung ausgesetzt sind. Hierbei unterliegen die gebunde-
nen Zustdnden einer Quantisierung in k| -Richtung, und man erhalt fiir die Energieban-
der des dreidimensionalem Halbleiters fiir jedes Band, welches einem Confinement-
Potential unterliegt, mehrere Subbédnder. Die tiber Gleichung (2.3) definierten Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren dndern sich dadurch zu

t T

e — i Gy (71), (2.18b)

wobei i noch der Index des Energiebandes des Volumenmaterials und i der Subbandin-
dex der gebundenen Losung, der sich aus dem Bandindex y und dem senkrechten An-
teil der Wellenzahl k| zusammensetzt, ist. Da in den bisherigen Hamilton-Operatoren
keine r, -Abhéngigkeit besteht, kann man {iiber diese Richtung integrieren, wobei sich
der Coulombanteil dndert zu

+
L 7k||, (a)) V) i +q7 k/| v i v e (2.19)
”’”k"' H

q#0

mit dem Coulomb-Confinement-Faktor

) = [dre [ 7 G g (1200 g ()20 (7)Gui (r)e™ (7). @20)
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2.1.1.2. 30-Band-k-p-Theorie fiir Volumenhalbleiter

Die k - p-Theorie ist eine Einteilchen-Theorie und wird in fast allen Lehrbiichern zur
Festkorperphysik, wie zum Beispiel auch in Referenz [27] thematisiert. Die Bandstruk-
turrechnung unter der Verwendung von 30 Bandern, wie sie in dieser Arbeit angewen-
det wird, ist den Arbeiten von Richard et al. [31] entnommen worden.

Es handelt sich bei dieser Methode der Bandstrukturrechnung nicht um eine ab initio
Methode, sondern man ist auf empirische Parameter angewiesen. Der Vorteil dieser
Methode ist allerdings der relativ geringe numerische Aufwand bei hoher Genauigkeit.

Die stationdre Schrodingergleichung fiir ein Elektron in einem Potential V (r) ist durch

2
(B + Vi) + g (V% 9) ) ple) = () (2.21)

gegeben, wobei der Anteil der Spin-Bahn-Kopplung (VV X p) - o vernachlissigt wer-
den kann [32]. Ist das Potential, wie in einem Festkorper, periodisch, so gilt das Bloch-
Theorem (2.2), und die Schrodinger-Gleichung l&sst sich als

2 n h?K?
(?%n + Ek Pt 2m T V(r)> Py (1) = €acthyic(r) (2.22)

schreiben, wobei wie bisher u der Bandindex und k ein reziproker Gittervektor ist.
Kennt man die Losungen der Gleichung 2.22 fiir eine Wellenzahl ko, so kann man die
Energien und Wellenfunktionen fiir k in der Nihe von ko mithilfe der Storungstheorie
ndherungsweise berechnen. Das Storpotential fiir die Berechnung stellt dann der Term
h(k — ko) - p/m dar, woher auch der Name k - p-Theorie stammt.

Fiir die Berechnung der Gleichung (2.22) muss man zunéchst eine endliche Basis wihlen,
wobei hier meistens die Wellenfunktionen am I'-Punkt, also die Losungen der Gleichung
fiir k = 0, verwendet werden. Fiir die Entwicklung der Losung am I'-Punkt verwendet
man hdufig fiir die Basis sechs oder auch acht Bander. Hierbei ist es dann notwendig,
die Kopplung an energetisch hohere Bander durch sogenannte Luttinger-Parameter zu
betrachten, um die korrekte Dispersion der Bander zu erhalten [33].

Obwohl es sich bei der k - p-Theorie um eine storungstheoretische Entwicklung an ei-
nem bestimmten Punkt innerhalb der Brillouinzone handelt, lisst sich unter der Mit-
nahme einer geniigend grofien Basis die Bandstruktur innerhalb der gesamten ersten
Brillouinzone reproduzieren. Dies wurde erstmalig von M. Cardona und F. Pollak un-
ter der Mitnahme von 15 Bandern fiir Germanium und Silizium berechnet [34]. Hierbei
wurde allerdings der Spin vernachlassigt, weshalb man die Berechnung auf 30 Bander
erweitert hat [31].

Die 15 Bander mit der zweifachen Spinentartung reprasentieren 15 Zustande freier Elek-
tronen des leeren, also ungestorten Gitters des betrachteten Diamant- beziehungsweise
Zinkblendekristalls. Fiir die Wellenfunktionen werden ebene Wellen angenommen, wel-
che den Orten (27t/a) [000], (27t/a) [111] und (271/a) [200] zugeordnet sind. Zwi-
schen den Zustédnden bei (27t/a) [200] und den energetisch nichst hoheren liegt eine
Energieliicke von mehr als 15 eV, was die Vermutung nahe legt, dass die hoheren Bander
keinen weiteren Einfluss auf das energetisch hochste Valenz- und niedrigste Leitungs-
band [31, 34] haben.
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Die fiir die optischen Uberginge verantwortlichen Zustiande sind bei Germanium und
Silizium einerseits die p-artigen Wellenfunktionen der energetisch hochsten Valenzban-
der |X), |Y) und |Z), welche das Schwer- und Leichtlochband mit dem am I'-Punkt ent-
arteten Energieniveau I's, und das Spin-Bahn abgespaltene Band mit der Bezeichnung
I'7y bilden. Andererseits ist bei Germanium am I'-Punkt das energetisch niedrigste Zu-
stand des Leitungsbands s-artig, wohingegen in Silizium das Leitungsbandminimum
durch p-artige Zustande beschrieben wird.

Aufgrund symmetriebedingter Auswahlregeln koppeln nicht alle 15 Zustdnde unterein-
ander, statt dessen lassen sich die Bander von Silizium und Germanium mit lediglich
zehn Anpassungsparametern beschreiben. Die 30 Zustdnde und die zugehorigen Kopp-
lungsparameter sind in Abbildung 2.2 gezeigt. Neben den zehn Parametern P; fiir die

T, T Er r, 1S)
P
I., . v o Bt = } IX), 1Y), 1Z,)
4 4 Psd \ ESd 1—‘701
I, 1 Eoy I, IDp, D)
PXd P2
rlu A Eéu 1—‘(vu |Su>
p p p EAE +A = T,
T o—— v~ Fohadfce ) }IXC>,IYC>,IZC>
B A \ EG+EGC 1—‘7c
T, ] E, r, 1S
S

fay
BEST B
<><
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-
> g
<

I
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Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der energetischen Lage der Wellenfunktio-
nen und die zugehorigen endlichen Kopplungsmatrixelemente bei
k = 0 fiir Germanium und Silizium [31].

Kopplung zwischen den Bandern bendétigt man noch die 11 Energieniveaus der 15 Zu-
stinde am I'-Punkt, welche experimentell zugédnglich sind. Dass man hierfiir keine 15
Energieniveaus benotigt, liegt an der jeweils zweifachen Entartung der Zustdnde bei
I'sy, I'sc, I's—3 und I'gq. Die Spin-Bahn-Kopplung hat bei diesen Zustianden — abgesehen
von I's_3 — die dreifache Entartung der p-artigen Zustdnde bereits aufgehoben. Alle fiir
die Berechnung der Bandstruktur benétigten Parameter sind im Anhang B angegeben.
Es wird an dieser Stelle darauf verzichtet, die gesamte k - p-Matrix anzugeben. Statt-
dessen kann sie in der gleichen Basis, wie sie in dieser Arbeit verwendet wurde, der
Referenz [35] entnommen werden.

Es lassen sich nun die Banddiagramme von Silizium und Germanium mithilfe der hier
vorgestellten k - p-Theorie berechnen, welche in den Abbildungen 2.3 in verschiede-
nen Richtungen innerhalb der ersten Brillouinzone gezeigt sind. Die Symmetriepunk-
te hierbei sind I bei k = (2.07/a;.)[000], L bei k = (2.07/a;.)[111], X bei k =
(2.07t/a;.)[100], U bei k = (2.07t/a;.)[11/41/4] und K bei k = (2.07t/a;.)[03/43/4]. Die
Bandstruktur der beiden Materialien ldsst sich iiber die gesamte ersten Brillouinzone
berechnen, und die Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit alternativen Band-
strukturrechnungen [31, 36, 37].
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Abbildung 2.3.: Berechnete Banddiagramme von Silizium (a) und Germanium (b) un-
ter Verwendung der 30-Band k - p-Theorie bei T = 0K.

Um die Temperaturabhingigkeit der Bandstruktur zu erhalten, wird die phdnomenolo-
gische Beschreibung von Y. P. Varshni [38] verwendet. Die Abhdngigkeit der Bandliicke

ist demnach iiber
«T?

E(T) = Eo~ 5o (223)

mit den empirischen Parametern « und p gegeben.

Fiir die Berechnung von Verbundhalbleitern wie SiyGe,.x werden die Energieniveaus
und die Kopplungsparameter meist linear interpoliert. Die Gitterkonstante einer solchen
Verbindung verlduft nicht linear, sondern folgt

a1 (SixGey.x) = 05431 + 0.01992 (1 — x) + 0.0002733 (1 — x)?, (2.24)

wobei die Gitterkonstante in [nm] angegeben ist [39]. Es zeigt sich aufserdem eine nicht
lineare Abhingigkeit der folgenden Energieniveaus und Kopplungskonstanten [40]:

Tg : 3.4eV —0.59eV(1 — x) +0.4eV(1 — x)?, (2.25a)
T7c:  3.4eV—0.79eV(1l —x)+0.4eV(1—x)? (2.25b)

und
Epg:  1.193eV(1— x)*® +0.005122eV (1 — x)*°. (2.25¢)

Das epitaktische Wachstum von Hableiterheterostrukturen fiihrt in der Regel zu Ver-
spannungen innerhalb der Kristalle, was ein Andern der Energieniveaus verursacht.
Fiir biaxiale Verspannung, also in der [001]-Richtung, besitzt der Verspannungstensor
drei von Null verschiedene Elemente, welche durch

€ = ———= =g, (2.26a)

Asubs

_ O)c — Asubs

Eyy = — = €| (2.26b)

subs

und c

€ = —2C—12€H =€ (2.260)

11
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gegeben sind, wobei Cy; und Cj; die elastischen Konstanten und 4. die Gitterkonstante
des verspannten Materials und ag,s die Gitterkonstante des Substrats sind.

Der sogenannte Bir-Pikus Hamiltonoperator [41] ist fiir die Leitungsbandzustdnde I's.
und I'y. und fiir die Valenzbandzustédnde I's, und I'7, (siehe Abbildung 2.2) durch

Hy =
ar,.€ + brV,CEI 0 0 0 0 0
0 ar,.€ — br, € 0 0 —V/2br, € 0
0 0 ar, € — br, € 0 0 V2br, €
0 0 0 ar,.€ + brV,CEI 0 0
0 —V/2br, € 0 0 ar, € 0
0 0 V2br, € 0 0 ar, €
(2.27)
mit den Abkiirzungen € = 2¢+¢€ L1, € = e, — ¢ und den Deformationspoten-

tialen ar . und br, . gegeben [42]. Die Basis des Verspannungshamiltonoperators ist
’3/2, +3/2>V,C/ ’1/2, +1/2>V,CI |1/2/ _1/2>V,CI |3/2/ _3/2>V,C/ ’7/2/ +7/2>V,C und
]7/ 2,-7/ 2>V,C. Einen weiteren Einfluss hat die Verspannung auf die s-artigen Bander
I'ic und I'yy. Der zugehorige Bir-Pikus-Hamiltonoperator ist diagonal und lautet

e _ [ cr,€ O
Hy " = ( 0 e > . (2.28)

Alle Parameter, die die Verspannung betreffen, sind ebenfalls Anhang B zu entnehmen.
Fiir die anderen Bander treten entweder keine Verspannungen auf oder konnen auf-
grund ihres energetischen Abstands zur Bandliicke vernachldssigt werden [42].

2.1.1.3. 30-Band-k-p-Theorie fiir Quantenfilme

Wie bereits weiter oben schon erwihnt, fithrt das heteroepitaktische Wachstum von
Halbleiterschichtsystemen zu einem Confinementpotential und somit zu gebundenen
Zustinden innerhalb des Quantenfilms. Im Folgenden wird die Erweiterung der 30-
Band k - p-Theorie auf die Berechnung von Quantenfilmheterostrukturen nach Richard
et al. [43] vorgestellt. Ein alternativer Zugang zu einer Multiband-Rechnung basierend
auf einer Pseudopotentialmethode ist in Referenz [44] gezeigt.

Die gebundenen Zustdnde lassen sich im einfachsten Fall innerhalb eines Modelles mit
effektiven Massen beschreiben. Dabei v betrachtet man ein Elektron innerhalb eines Po-
tentialtopfs und 16st die zugehorige Schrodingergleichung. Die Kopplung der Bander
untereinander fiihrt in dieser Ndherung lediglich zu einer Reduktion der Elektronmasse
auf eine effektive Masse. Hierdurch lassen sich fiir Germanium noch die Leitungsband-
zustdnde am I'-Punkt relativ gut reproduzieren, allerdings erhdlt man fiir die Lochzu-
stande bereits unphysikalische Banddispersionen. Fiir Silizium ladsst sich dieses Modell
gar nicht auf Strukturen reduzierter Dimensionalitdt anwenden [45, 46].

Die Form der Valenzbander um den I'-Punkt lédsst sich bereits unter der Verwendnung
einer Sechsband k - p-Rechnung modellieren, womit man die Absorption des direkten
Ubergangs reproduzieren kann [47]. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Prozesse ist
allerdings die Bandstruktur iiber die gesamte Brillouinzone notwendig, weshalb hier
der Ansatz von 30 Bandern verfolgt wird.
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Wir betrachten wieder eine Quantenfilm-Barriere-Struktur, wie sie in Abbildung 2.1 ge-
zeigt ist. Der Ansatz fiir die Wellenfunktionen innerhalb des Quantenfilms l/)Q und in-
nerhalb der Barriere ¢® ist durch

ek

¢kn’u Fl T Z NG lkﬁkl( 1)t (¥) (2.29)

gegeben, wobei die Summe tiber alle Bander des Volumenmaterials lauft [48]. Die Wel-
lenfunktionen miissen an den Réndern stetig differenzierbar, sein und fiir die Bloch-
funktionen gilt weiterhin

(U1 10| Um o) = Om- (2.30)

Aufgrund der weiteren r, -abhédngigkeit der Wellenfunktionen dndert sich die Glei-
chung 2.22 fiir die Confinementfunktionen, indem alle k| -Terme durch —id/dr ersetzt
werden, zu

e 52 g2 hk
<V(m) + ——> (U110 [t o) + 7” (U110 1P im0 )

Y ; (231
1
T <ul,ko‘pl(rL>‘um,ko> m] Cm,k”,kl (ru) = em,kH,kLCm,kH,kL (re).

Hierbei ist der in p| quadratische Term mit dem Potential V(r, ) zusammen gefasst. Die
Gleichung (2.31) gilt nur fiir den Teil der Matrix oberhalb der Diagonalen. Der untere
Teil entspricht dabei dem komplex konjugierten. Damit die Matrix bei der komplexen
Konjugation hermitesch bleibt, was zur Vermeidung von Geisterlosungen notwendig
ist [49], muss der in d/dr lineare Term durch

d
(U 1eolp L (r) [tm) m

d (2.32)

1 d
3 (P (1) bmae) o= 5 sl (1))

ersetzt werden [50].

Die Gleichung (2.31) soll nun in einem Intervall [0, A], wobei A grofer als die Quanten-
filmdicke d ist, gelost werden. Dabei werden die Wellenfunktionen Cm,k”,k (r1) in einer
Basis von Testfunktionen nach der Vorschrift

kaukl L) Zamk”kﬁol( 1) (2.33)

entwickelt. Richard et al. [43] fordern fiir die Basisfunktionen die Randbedingungen

¢i(0) = ¢;j(A) =0, (2.34)

was zu einer Basis aus Sinusfunktionen fiihrt. In dieser Arbeit werden periodische Rand-
bedingungen
9j(0) = 9;(A) (2.35)

gefordert, wodurch sich die Basisfunktionen

2]7'[71)

pj(r1) = \/1Z exp (ik o7 ) exp ( 2 (2.36)
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ergeben. Fiir die numerische Losung lauft bei der Mitnahme von 2N + 1 Basisfunktionen
der Index j tiber
j=-N,-N+1,...,-1,0,1,...,N—-1,N. (2.37)

Um eine moglichst geringe Anzahl an Basisfunktionen zu verwenden, damit der nume-
rische Aufwand gering bleibt, entwickelt man die Wellenfunktionen an den unterschied-
lichen Orten in der Brillouinzone den jeweiligen Umstidnden angepasst. Am I'-Punkt gilt
dann fiir die Basis k, , = 0. Fiir das Leitungsbandminimum in Silizium, welches sich
im A-Tal befindet, setzt man k| o = 0.85 (271/a;.) und fiir das Leitungsbandminimum in
Germanium am L-Punkt auf k; o = 1.0 (27t/ay.). Dies reduziert die Anzahl der Basis-
funktionen enorm, da man bereits Funktionen mit grofier Wellenzahl fiir die Entwick-
lung der Zustiande verwendet. Man erhilt eine diskrete Anzahl von Losungen fiir die
Wellenzahl k|, die im Folgenden als Subbandindex bezeichnet wird.

Mithilfe der 30-Band k - p-Theorie konnen auch die Dipolmatrixelemente der Licht-
Materie-Wechselwirkung (2.16) d;_;, i« berechnen. Es gilt

ie

Mo <€imkn - efvrku)

dij ) = <¢k”,z'c ler| ¢k;|,jv> = Oiey K, <lIJkH,z‘c Pl ¢k||,jv> ;o (239

wobei i, und j, die Subbandindices bezeichnen [23]. Durch die Gleichung (2.38) wird
ein Zusammenhang zwischen den Dipol- und den Kopplungsmatrixelementen aus der
k - p-Theorie hergestellt. Das auftretende Integral

<1Pk”,ic Pl l/)k’H,jV> = Z/ dr eiikH‘r”(Cl,kH,ic<7’L)“l,ko(1'))*peik/\\’r‘\gl/’k“’j\y(rL)ul/,kO(r) (2.39)

Lr

lasst sich losen, indem man das Integral in ein Summe tiber alle Einheitszellen und
ein Integral iiber die Einheitszelle iiberfiihrt und dabei ausnutzt, dass sich die Confi-
nementwellenfunktionen nur geringfiigig innerhalb einer Einheitszelle d&ndert. Dadurch
vereinfacht sich das Integral in

<¢kH,ic p| ¢ki|,jv> = Z‘Sku,kh / dri G i (r1) (S phky + (ur|plur)) Gr i (). (2:40)
L7

Die Berechnung der Dipolmatrixelemente hingt jetzt nur noch von den Confinement-
wellenfunktionen und den Kopplungsparametern, die aus der Volumenrechnung be-
kannt sind, ab.

2.1.2. Gitteranteil und Phononen in Germanium und Silizium

Bisher haben wir uns auf den Anteil der Elektronen im Hamilton-Operator konzen-
triert. Einen weiteren wichtigen Beitrag stellt das System der Ionen dar. Die Behandlung
des Gittersystems ist Referenz [28] entnommen worden. Genau wie fiir die Elektronen
nehmen wir fiir die Ionen an, dass sich diese in einem periodischen Gitter befinden,
welches — um Randeffekte zu vernachldssigen — durch periodische Randbedingungen
geschlossen wird. Der Hamilton-Operator des Ionen-Systems hat die Gestalt

P2
Ho=Y —4— +V.4(R{,Ry,...), 2.41
P Zi:ZMi off (R1,Ro,...) (2.41)
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wobei M; die Massen, P; die Impulse und R; die Positionen der Ionen reprédsentieren.
Das effektive Potential V¢ stellt das Potential, welches sich aus den Atomkernen und
den stark an diese Kerne gebundenen Elektronen bildet, dar. Zundchst vernachldssigen
wir bei der Betrachtung des Potentials den Anteil, der durch die schwach gebundenen
Elektronen verursacht wird, da dieser Beitrag in Kapitel 2.1.3 iiber die Elektron-Phonon-
Wechselwirkung diskutiert wird.

Das effektive Potential der Ionen hdngt dann nur noch von den Abstdnden der Ionen ab
und ldsst sich schreiben als

Veit (R, Ry,...) =) V (R; —Rj). (2.42)
ij

Im weiteren Verlauf kann angenommen werden, dass sich die Atomkerne nur um kleine
Auslenkungen um ihre Gleichgewichtslage bewegen. Das Potential ldsst sich dann fiir
geringe Auslenkungen aus der Ruhelage entwickeln, wofiir zundchst

R; := Rfo) +Q;, (2.43)

definiert wird, wobei REO) die Gleichgewichtslage des i-ten Ions und Q; dessen Abwei-
chung von der Ruhelage bezeichnet. Fiir die Taylorreihe des effektiven Potentials gilt
dann

V( V(RO ) (Q; - Q])VV<f) R](.O)>
" % o p Q= Q). aRiZRV (Rgo) - R](O)> .. (2-44)

Der lineare Term der Reihenentwicklung verschwindet, da in den Gleichgewichtsposi-
tionen Rfo) die Summe tiber alle Krifte auf das ite Ion verschwindet. Die Ordnungen
in kubischer und hoherer Ordnung in Q; werden vernachlassigt. Mit Hilfe der Entwick-

lung fiir die Verschiebung aus der Ruhelage

. - RO
12 5 ENQ S SkA <b/\,ke uat b}:,kem“t> el (2.45)

unter Verwendung der bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren b, j und
bj\ « und des Polarisationsvektors g , mit der Eigenschaft ¢ , = —¢_ ) erhélt man den
Hamiltonoperator des Ionensystems in zweiter Quantisierung

1
I‘Ip = l&hﬂk,)\ (b.[)-\,kb&k I E) . (2.46)

Die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren gentigen den Kommutator-
bedingungen

|:b;,k’ bI,k’] =0, (2.472)
by byiw] =0 und (2.47b)
[by,k/ b:,k/] = Op 0K K- (2.47¢)
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Die im Gitteranteil des Hamiltonoperators (2.1.2) auftretenden Eigenwerte () ) sind die
k- und bandabhingigen Frequenzen der Gitterschwingungen des Kristalls. Bei einem
dreidimensionalem Gitter mit N-atomiger Einheitszelle findet man 3N Phononzwei-
ge, die in drei akustische und 3N — 3 optische Phononen unterteilt werden. Akustische
Phononen entsprechen Schwingungen, bei denen die Ionen innerhalb einer Einheitszelle
gleichphasig verlaufen. Bei optischen Phononen hingegen verlaufen die Schwingungen
der Ionen gegenphasig. Daher existieren, unabhingig von der Anzahl der Atomen pro
Einheitszelle, stets drei akustische Phononen in einem dreidimensionalen Gitter. Des
Weiteren unterscheidet man die Phononzweige noch in transversale und longitudinale
Moden, je nachdem ob die Verschiebung der Atome parallel (longitudinal) oder senk-
recht (transversal) zur Ausbreitungsrichtung des Phonons ist.

Die Dispersion der Phononmoden ist sowohl experimentell als auch theoretisch zugang-
lich. Experimentell lassen sich die Phonondispersionen iiber der gesamten Brillouinzo-
ne beispielsweise mittels Neutronenstreuung bestimmen [51]. Berechnen lassen sich die
Phononspektren mithilfe von ab initio-Methoden fiir die es eine ganze Reihe an Ansét-
zen gibt. Eine Ubersicht dieser Methoden kann Lehrbiichern zur Festkérper- oder auch
Halbeiterphysik entnommen werden und wird in dieser Arbeit nicht ndher dargelegt.

16 10
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(a) Silizium (b) Germanium

Abbildung 2.4.: Berechneten Phonondispersionen von Silizium (a) und Germanium (b)
fiir verschiedene Richtungen in der ersten Brillouinzone nach den Er-
gebnissen von S. Wei und M. Y. Chou [52].

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten indirekten Halbleiter Silizium und Germanium
sind die von S. Wei und M. Y. Chou in Referenz [52] berechneten Phonondispersionen
in Abbildung 2.4 gezeigt. Die jeweils energetisch niedrigsten Phononmoden, welche am
I'-Punkt keine endliche Energien besitzen, sind die akustischen Phononen. Die anderen
Zweige reprasentieren die optischen Phononen, welche sich iiber der gesamten ersten
Brillouinzone fiir Silizium zwischen 12 und 16 THz und fiir Germanium zwischen 6
und 9 THz bewegen. In dieser Arbeit sind, wie in Kapitel 2.1.3 noch diskutiert wird,
nur die longitudinal-optischen Phononen relevant. Fiir diese sind in der Abbildung 2.4
die flachen Dispersionen der optischen Phononen zu erkennen. Dies rechtfertigt die im
Folgenden verwendete Ndherung, die Energieabhdngigkeit der longitudinal-optischen
Phononen zu vernachldssigen und die Energie stattdessen als unabhidngig vom Wellen-
vektor k zu betrachten.
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2.1.3. Elektron-Phonon Wechselwirkung

Im Kapitel 2.1.2 wurde fiir das Potential der Ionen ausschliefilich der ionische Anteil
diskutiert. Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Ionen
besitzt die Form

Hep =) Vep (ri —R;), (2.48)
Y

wobei R; wieder die Position der Ionen und r; die Position der Elektronen bezeichnet.
Fiir die Ionen wird erneut angenommen, dass diese sich nur gering von ihrer Gleich-
gewichtsposition weg bewegen. Dadurch lassen sich die Positionen wieder, wie durch

Gleichung (2.43) definiert, in ihre Gleichgewichtsposition R](.O) plus die Abweichung aus

der Ruhelage Q; zerlegen. Das Potential entwickelt man um den Bereich kleiner Abwei-
chungen aus der Ruhelage Q; und es gilt

Vep (ri - Rj) = Vep (ri - R](O)) —Qj- VVeyp <ri - R](‘O)) +.o.. (2.49)

wobei im Folgenden alle quadratischen und hoheren Ordnungen in Q; vernachléssigt
werden. Der konstante Term entspricht gerade dem periodischen Potential, in dem sich
die Elektronen, welches wir fiir die Rechtfertigung des Blochtheorems (2.2) verwendet
haben, befinden. Unter der Annahme, dass das Potential eine Fouriertransformation

1 .
Ve—p(r) = V3 Zve—p(q)e_lq.r (2.50)
q

besitzt, kann, unter der Verwendung von der Entwicklung fiir Anderungen von der
Ruhelage Q;(t) nach Gleichung 2.45 und der anschlieBenden Integration

Hep = /drp(r)Ve_p(r), (2.51)

mit der Ladungsdichte p(r) des Systems, die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

T T
Hep = Zk MK,q—i—Gay,k—&-q-i-Ga%k <bA,q + b)\,—q) (2.52)

",
A4q,G

berechnet werden. Das Elektron-Phonon-Matrixelement ist durch

| h
MK,quG - _Ve]fp (@+G) (q+G) sqn m (2.53)

gegeben. Hierbei bezeichnet p die Dichte und V das Volumen der Einheitszelle. Der
Vektor G bezeichnet in diesem Zusammenhang einen reziproken Gittervektor.

In Quantenfilmheterostrukturen taucht aufgrund des Confinements auch in der Elek-
tron-Phonon-Wechselwirkung ein Confinementfaktor auf. Das Matrixelement MK 4+G
muss dazu mit

1L,V 1 * ig,r
’Y{(‘Hq“(‘h) = N /drl_gy,k”+qu(rl_)e‘h v (r1) (2.54)
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multipliziert werden. Die Kohdrenzlinge eines Phonons £, liegt in Silizium und Ger-
manium in Bereich von einigen 100 nm. Allerdings existieren fiir die Kohdrenzlangen
in der Regel nicht sehr exakten Werte, da sie schwer zuganglich ist und stark von der
Qualitdat des Materials abhdngen [51]. Die Aussagen, die in dieser Arbeit {iber das Pho-
nonmatrixelement getroffen werden sind daher nicht als absolute Werte zu verstehen,
sondern stehen immer in Verbindung mit der, als konstant angenommen, Kohdrenzlan-
ge von 100 nm.

Es existiert eine Reihe von Moglichkeiten, wie Elektronen mit Phononen wechselwirken
konnen, je nach Kristall und Phononzweig. Die Wechselwirkung mit optischen Phono-
nen ist in der Regel starker oder auch deutlich schneller als die mit akustischen Phono-
nen, weshalb die Kopplung zwischen Elektronen und akustischen Phononen in dieser
Arbeit vernachlassigt wird. Zwar sind in den Absorptionsspektren von Germanium und
Silizium im Bereich der indirekten Bandliicke auch die ﬂbergénge mit akustischen Pho-
nonen zu erkennen, doch sind sie fiir die im Kapitel 3 getroffenen Aussagen zundchst
irrelevant und konnen daher vernachlédssigt werden. Fiir die Eigenschaften von Nicht-
gleichgewichtszustdnden, wie sie in Kapitel 4 diskutiert werden, spielen die akustischen
Phononen eine untergeordnete Rolle, da deren Kopplung auf einer Nano- und nicht wie
bei den optischen Phononen auf einer (Sub-)Pikosekundenzeitskala erfolgt.

Fiir die Wechselwirkung der Elektronen mit optischen Phononen unterscheidet man zu-
néchst drei Arten. Die Frohlich-Kopplung tritt in polaren Kristallen auf, da hier durch
ein optisches Phonon die Position zweier Ionen unterschiedlicher Ladung innerhalb ei-
ner Einheitszelle gedndert wird. Durch die Verschiebung der Ionen kommt es zu einer
Anderung des elektrischen Feldes, in dem sich die Elektronen bewegen. Fiir die in dieser
Arbeit betrachteten Halbleiterverbindungen spielt diese Wechselwirkung keine Rolle, da
Silizium- und Germaniumkristalle unpolar sind. Fiir eine Erweiterung der hier vorge-
stellten Theorie beispielsweise auf den ebenfalls indirekten Halbleiter GaP muss diese
Form der Kopplung allerdings betrachtet werden.

Die zweite Art der Wechselwirkung ist die Deformationspotential-Streuung, die in Kapi-
tel 2.1.3.1, und die dritte die Intervalleystreuung, die in Kapitel 2.1.3.2 diskutiert wird.
Zwar stellt die Intervalley-Streuung ebenfalls eine Deformationspotentialstreuung dar,
doch wird sie meist gesondert behandelt.

2.1.3.1. Optische Deformationspotentialstreuung

Ein optisches Phonon bedeutet, dass innerhalb einer Einheitszelle sich die Position der
Ionen relativ zu einander verschieben, ohne dass dabei eine makroskopische Verspan-
nung des Kristalls entsteht. Die Verschiebung der Ionen fiihrt lediglich zu einer Ander-
ung der Bindungsldangen zwischen den Atomen innerhalb der Einheitszelle, wodurch
sich das Kristallpotential fiir die Elektronen &ndert [51].

Fur Kristalle in der Zinkblendestruktur kann dann das Matrixelement als

; h M; + M, dgpt q - Sq,opt (2.55)
20V Qopt,q VMM axc q] '

geschrieben werden [29], wobei diese Betrachtung nur fiir eine Streuung mit Phono-
nen gilt, fiir die der resultierende Gesamtimpuls noch innerhalb der ersten Brillouin-
zonen liegt. Die Massen der beiden Atome der Einheitszelle werden mit M; und M,

H _
Mg =+
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bezeichnet, wobei fiir die Massen bei undren Halbleiterverbindungen wie Germanium
und Silizium M; = M gilt. Die Deformationspotentialkonstante dgpt ist sehr stark vom
Bandindex y abhdngig. In direkten Halbleitern ist die Wechselwirkung von s-artigen Lei-
tungsbandelektronen mit optischen Phononen aus Symmetriegriinden verboten [51]. In
indirekten Halbleiterverbindungen ist die Situation komplizierter, da sich der Charakter
des energetisch niedrigsten Leitungsbands innerhalb der ersten Brillouinzone dndert.
Dies fiihrt auf verschiedene Auswahlregeln fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung
mit Leitungsbandelektronen, die im Folgenden als Intervalleystreuung bezeichnet wird.
Sie wird im Kapitel 2.1.3.2 diskutiert.

Da die Symmetrieeigenschaften des energetisch hochsten Valenzbandes iiber der gesam-
ten ersten Brillouinzone gleich bleiben, ist das Verhalten der Wechselwirkung p-artiger
Locher und optischen Phononen einfacher zu beschreiben. Die Konstante der optischen
Elektron-Phonon-Wechselwirkung d‘égt ist in der Grofienordnung einiger 10 meV. Auf
experimentellen Weg ldsst sich diese Konstante tiber Raman-Streuung [53, 54] bestim-
men. Weiteren Zugang erhidlt man durch die Messung temperaturabhéngiger Lochbe-
weglichkeiten [51] oder auch direkt mithilfe spektroskopischer Messungen [55]. Theore-
tische Bestimmungen des Deformationspotentials erfolgen iiber Pseudopotentialmetho-
den und liefern dhnliche Werte wie die experimentellen Ergebnisse [56].

2.1.3.2. Intervalleystreuung

Die Intervalleystreuung bezeichnet die Wechselwirkung optischer Phononen mit Lei-
tungsbandelektronen, wenn sich die Symmetrie des Leitungsbandes innerhalb der ers-
ten Brillouinzone dndert. Dies fithrt dazu, dass Elektronen zwischen verschiedenen
Télern mit einem groffem Impulsaustausch gestreut werden konnen. Bestimmen las-
sen sich die Intervalley-Deformationspotentiale wieder auf experimentellen Weg, wie
beispielsweise in Germanium durch die Messung des druckabhédngigen direkten Exzi-
tons [57] oder auf theoretischem Weg entweder iiber die Modellierung von Ladungstra-
gertransport mithilfe von Monte-Carlo-Methoden [58, 59] oder aber auch wieder tiber
Pseudopotentialmethoden [60, 61].

Deformationspotential [eV/ A]
T'L I'X LL LX XX

Ge 488 478 526 4.65 3.78
Si - - 263 234 226

Tabelle 2.1.: Intervalley-Deformationspotentiale fiir Silizium und Germanium der
Elektron-Phonon-Wechselwirkung fiir Streuung in verschiedene Richtun-
gen innerhalb der ersten Brillouinzone. Die Werte wurden der Refe-
renz [58] entnommen.

Aufgrund der Vielzahl der Methoden zu experimentellen und theoretischen Bestim-
mung der Intervalley-Deformationspotentiale existiert eine Reihe von Werten, welche
in der Regel in dem Bereich der Werte aus Tabelle 2.1 liegen. Entscheidend fiir die
Diskussion der Ergebnisse ist zunédchst, dass eine Wechselwirkung zwischen I'-Punkt-
Elektronen und optischen Phononen fiir Silizium aus Symmetriegriinden verboten ist,
wohingegen im Germanium eine Streuung der Elektronen zwischen allen Symmetrie-
punkten der ersten Brillouinzone mittels optischer Phononen erlaubt ist. Abgesehen von
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dieser Abhéangigkeit ist die Intervalleystreuung von der Richtung im reziproken Raum
vergleichsweise gering. Der Unterschied zwischen Germanium und Silizium ldsst sich
anhand der Bandstruktur (vergl. Abbildung 2.3) verstehen. Das energetisch niedrigs-
te Leitungsband am I'-Punkt ist in Silizium das p-artige I'7.- und in Germanium das
s-artige I's--Band. Am X-Punkt hingegen ist das energetisch niedrigste Leitungsband
hingegen in beiden Féllen das I'7.-Band.

2.2. Heisenberg-Bewegungsgleichungen

Der Zugang zu den optischen Eigenschaften wird tiber die Heisenberg-Bewegungsgleich-
ung ermoglicht [23]. Betrachtet man eine nicht explizit zeitabhdngige Observable O, so
ist ihre erste zeitliche Ableitung geben durch

dO i

H — ﬁ [H/ O] 7 (2'56)
wobei H wieder der Hamiltonoperator des zu untersuchenden Systems ist. Fiir eine
Diskussion physikalisch messbarer Grofien miissen die Erwartungswerte der Observa-
ble (O) betrachtet werden, und die Heisenberg-Bewegungsgleichung schreibt sich als

d(0) i
— = ([H,0]). .
Fiir die weiteren Betrachtungen sind nun die mikroskopische Polarisation p;; « =
<ﬂ;rv,kﬂic,k> und die Besetzungszahlen der Einteilchenzustande n; i = (a}  4; i) der Lei-
tungssubbdander bzw. der n; y = <a}:/kaiwk> Valenzsubbinder die zu untersuchenden
Erwartungswerte, die allerdings auch an Erwartungswerte hoherer Korrelationsordnun-
gen koppeln konnen. Hierbei sind Grofsen gemeint, die selbst nicht direkt und unabhén-
gig messbar sind, aber an die beobachteten Grofien koppeln.

2.2.1. Unendliche Hierarchie und Clusterentwicklung

Das Betrachten von Vielteilchenwechselwirkungen im Hamilton-Operator, in unserem
Fall die Coulomb- und Elektron-Phonon-Wechselwirkung, fiihrt beim Aufstellen der
Heisenberg-Bewegungsgleichung (2.57) zu einem Problem unendlicher Hierarchie. Es
soll der Erwartungswert eines Operators (A,) berechnet werden, wobei der Operator
iiber

A, =al...ala,.. .o (2.58)
oder auch {iiber
Ap=al...al  a, ... albg) b (2.59)

gegeben ist. Wie bisher bezeichnen auch hier a} und a; fermionische und b} und b;
bosonische Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren. Der Operator A, ist somit ein n-
Teilchenoperator, und dessen Erwartungswert fiihrt auf eine n-Teilchenkorrelation. Stellt
man jetzt die Bewegungsgleichung fiir diesen Operator mit Hilfe von (2.57) auf, so ldsst
sich diese Gleichung schreiben als

d (An)
dt

= T((An) +V ({(Ani)), (2.60)
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wobei T und V Funktionen sind, die ausschlieSlich von n-Teilchenkorrelationen bzw.
von (n + 1)-Teilchenkorrelationen abhingen. Es fiihrt auferdem bei der Berechnung
des Kommutators der Einteilchenanteil des Hamiltonoperators auf T und der Vielteil-
chenanteil auf V. Entscheidend bei dieser Betrachtung ist, dass fiir die Berechnung von
(Ay) bereits eine Korrelation hoherer Ordnung bekannt sein muss, ndmlich (A,,;1). Dies
erfordert aber das erneute Aufstellen der Bewegungsgleichung, wobei erneut eine Ab-
hangigkeit von einer Korrelation hoherer Ordnung bekannt sein muss. Da sich dies bis
zur Gesamtzahl der Teilchen im System, also ndherungsweise bis Unendlich, so weiter
fiithren liefse, ist dieses Problem als unendliches Hierarchieproblem bekannt.

Das unendliche Hierarchieproblem ist letztlich nur eine andere Formulierung fiir ein
Vielteilchenproblem, wie man es auch aus der klassischen Mechanik oder dem Zugang
iiber Green-Funktionen her kennt. Die Gemeinsamkeit aller Formulierungen ist, dass
sich diese Probleme nicht exakt losen lassen, sondern nur in unterschiedlichen Nahe-
rungen betrachtet werden konnen.

Fiir den konkreten Zugang tiber die Heisenberg-Bewegungsgleichung hat sich in den
vergangen Jahren die Cluster-Entwicklung etabliert [22]. Diese Ndherungsmethode be-
ruht auf der Tatsache, dass sich der Erwartungswert einer vollen n-Teilchenkorrelation
zerlegen ldsst in Korrelationen geringerer Ordnung und einen Term, der die echte n-
Teilchenkorrelation beinhaltet. Der Erwartungswert des Operators A, kann als

(An) = (An)s + (An-2)5 6 (A2) + (An—4a)5 0 (A2) 6 (A2) +
+ <An_3> < > <An 5> <A3> <A2> +... (2.61)
+ (A1) 6 (A1) + 0 (An)

geschrieben werden, wobei (A,)¢ tiber das Produkt aller moglichen Einteilchenerwar-
tungswerte gegeben ist.

Fiir die Berechnung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen in Kapitel 2.2.2 wird in dieser Ar-
beit die Coulomb-Wechselwirkung auf der Ebene der Singlet-Faktorisierung behandelt,
welche dquivalent zur Hartree-Fock-Ndherung ist. Dies bedeutet explizit, dass bei auf-
tretenden Zweiteilchenerwartungswerten die echte Zweiteilchenkorrelation ¢ (A,) ver-
nachldssigt wird und dass fiir den Zweiteilchenerwartungswert folgt:

<a:{a$awaw> ~ <a:{aﬂ,> <a$avf> — <a:,av/> <a$aw> . (2.62)

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wird auf der Ebene der Singlet-Doublet-Ndhe-
rung behandelt, und auftretende Dreiteilchenerwartungswerte werden unter Vernach-
lassigung von echten Dreiteilchenkorrelationen 6 (A3z) berechnet. Da die Anzahl der
auftretenden Terme sehr schnell mit der Teilchenanzahl steigt, wird an dieser Stelle
auf ein explizites Nennen aller Terme verzichtet. Die konkrete Anwendung der Singlet-
Doublet-Ndherungen wird bei der Berechnung der phononassistierten Gleichungen in
Kapitel 2.2.3 gezeigt.

2.2.2. Halbleiter-Bloch-Gleichungen

Die Halbleiter-Bloch-Gleichungen bilden die Basis fiir die Berechnung der optischen
Eigenschafen von Halbleiter-Materialien. Sie lassen sich fiir Volumen-, Quantenfilm-,
Quantendraht- und Quantenpunktsysteme formulieren und anwenden und haben im
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Bereich der direkten Halbleiter mittlerweile Vorhersagekraft erreicht [62-64]. Sie stel-
len ein Set von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die
mikroskopischen Polarisationen p; j x und fiir die Ladungstrégerbesetzungen der Ein-
teilchenzustande n; ;. Wie bereits im Kapitel 2.1.1.1 angemerkt, werden in dieser Arbeit
quasizweidimensionale Halbleiterheterostrukturen betrachtet, was zu einer Quantisie-
rung der Wellenzahl kH und einer modifizierten Bandstruktur fiihrt. Daher ist aber jetzt
eine strikte Unterscheidung zwischen einem Wellenvektor innerhalb der ky-k,-Ebene
und einem senkrecht dazu ausgerichteten Vektor zu beachten. Fiir die weitere Betrach-
tung bezeichnet kH einen zweidimensionalen Vektor innerhalb der ky-k,-Ebene und kH
die Wellenzahl in die dazu senkrechte Richtung.

Fiir die Herleitung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen wird die Heisenberg-Bewegungs-
gleichung (2.57) mit dem Festkorperhamiltonoperator aus Gleichung (2.1) fiir die mi-
kroskopische Polarisation

Picjo k| = <“}Lv,kuﬂic,ku> (2.63)
und fiir die Ladungstragerdichten
nic/kH = <a1,k“aic,k“> (264)
im Leitungsband bzw.
_ /[t
ik, = <“jv,k‘|“jv,k“> (2.65)

im Valenzband berechnet. Bei der mikroskopischen Polarisation wird bereits durch die
Indices i. und j, angedeutet, dass in dieser Arbeit nur Interband- und keine Intra-
bandpolarisationen betrachtet werden. Das Ausblenden von Intrabandiibergingen ist
durch die jeweiligen Energien gerechtfertigt. Energien fiir optische Interbandiibergénge
in Halbleiterquantenfilmen liegen im eV-Bereich, wohingegen Intrabandiibergange im
Bereich von 1...10meV liegen, die nicht in dem betrachteten Energiebereich liegen.

Die Halbleiter-Bloch-Gleichungen lauten:

Wity _ 1 i dpicj, i
e 1 — €; - — _ . — s . cJv/K|
S dt h (eZC'kH elvrku) Picjle — 3, (nlmku ”]V,k”) Qi o, + dt (26}
corr
dnick 2 dnick
dt : = _Elm Zpicyv/k”Qic]zlv,kH + dt I (267)
. corr
dn‘ k 2 d?’l- X
LB oK)
. corr

Durch die Coulomb-Wechselwirkung treten hier nicht mehr die Einteilchenenergien aus
Gleichung (2.6) auf, sondern renormierte Energien, die durch

) . _ iclc )
elok” - elc/kH Z ’ququ/kH‘/‘kaq\”nlC'qH (2.69)
q)7K|
bzw. N
o joi ‘
Cjvk) = €k Z ,)/kH—C[H,kHV‘kH—Q\Hn]foIH (2.70)

q)7k|
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gegeben sind. Neben den Energien tritt hier des Weiteren noch das klassische Lichtfeld
innerhalb der renormierten Rabifrequenz

R iVjC icjv
) 7x

auf. Die Korrelationsterme in den Halbleiter-Bloch-Gleichungen werden durch die Elek-
tron-Elektron- und Elektron-Phonon-Wechselwirkung hervorgerufen und lassen sich so-
mit in zwei Summanden durch

dPicj K
dt

_ dpigik
- dt

dpigj,x,

i (2.72)

corr corr, e-e corr, e-p

zerlegen. Gleiches gilt fiir die Korrelationsterme bei den Ladungstragerdichten. Wie
bereits in Kapitel 2.2.1 erwdhnt, wird die Coulomb-Wechselwirkung auf dem Hartree-
Fock-Level behandelt, was zu den Renormierungstermen (2.69)—(2.71) fiihrt. Die Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung fiihrt allerdings auch zu einem Dephasieren der Polari-
sation, welches sich erst unter Verwendung der Singlet-Doublet-Approximation berech-
nen ldsst. Es wird daher ein phdnomenologisches Dephasieren iiber eine sogenannte
T>-Zeit eingefiihrt, und der Korrelationsterm folgt als

dpigj, k _ Pigek

dt T,

corr, e-e

(2.73)

In Bezug auf die Ladungstragerdichten fiihrt die Elektron-Elektron-Streuung dazu, dass
sich die Dichten thermischen Gleichgewichtsverteilungen sogenannten Fermifunktio-
nen anpassen. Hierfiir gibt es nun zwei Moglichkeiten, das Problem der Coulomb-
Wechselwirkung zu behandeln, wobei in spdteren Kapiteln beide Konzepte zum Einsatz
kommen werden. Bei der ersten Variante wird die gesamte Dynamik der Ladungstra-
gerdichten vernachldssigt und die Verteilungsfunktionen mit Fermifunktionen bei der
gegebenen Temperatur T und Ladungsgtragerdichte N mit

1
nl,kH = ei/k 7‘1/{(N,T) = fl,k” (274)
exp <7 T > +1

gendhert. Hierbei ist y das chemische Potential und kg der Boltzmannfaktor. Diese Nahe-
rung ist giiltig, solange das klassische Lichtfeld nicht zu einer signifikanten Anderung
der Ladungsgtragerdichten fiihrt und nach einer ausreichend langen Zeit nach Anre-
gung des Halbleiters erfolgt. In der Regel sind die Elektron-Elektron-Streuzeiten im
Bereich von fiinfzig bis einigen hundert Femtosekunden, sodass diese Annahme bei
vielen Experimenten gerechtfertigt ist [65]. Fiir das Betrachten von Nichtgleichgewichts-
eigenschaften ist es aber notwendig, die Dynamik der Ladungstragerverteilungen zu be-
trachten [66, 67]. Da der Fokus dieser Arbeit auf der Elektron-Phonon-Wechselwirkung
liegt, geniigt es auch hier, das Anpassen der Ladungstrigerverteilungen an die jewei-
ligen Gleichgewichtsverteilungen phdnomenologisch einzufiihren. Der Coulombanteil
des Korrelationsterms ldsst sich schreiben als

dn;x fix —ni
K| _ ik ik

corT, e-e
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wobei T; die Streuzeit und f; i die zugehorige Gleichgewichtsverteilung ist, fiir die die
Ladungstragererhaltung
Y fix = Y ik, (2.76)

ki ki

und die Energieerhaltung

)ik fix) = D€k ik, (2.77)
K K

gilt. Die Summen laufen hier unter Umstdnden auch tiber verschiedene Subbander. Ent-
scheidend ist, dass es sich nur um eine Gleichgewichtsfunktion am lokalen Extremum
handelt, da die Streuung zwischen den verschiedenen Télern der Bandstruktur durch
die Intervalleystreuung verursacht wird.

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wird auf Ebene der Singlet-Doublet-Ndherung
behandelt. Der Korrelationsterm fiir Anderungen der Polarisation lautet

dpi i, x
cJvs II ]/lv]v ﬂv]v ( — + )
dt Z Vi k) 3q Ficﬂwk||/q|| T Ficﬂwkurqu

corr, e-p V A (2.78)

icVe icVe
T h Z Vi k) -q gq”
veq|

G, + G, )
< vejv )9 vev K| 9

mit den Zweiteilchenkorrelationen

Fide ok < k+q) Fick| qu> (2.79a)

+
lC]‘ &q < kj+q) Fic k) —CIH> (2.79b)

- _ /.t
Cijotca) = <afwk||aic'k||*‘lu b‘ln> (2.79¢)
und

+ /ot +

Cicjetcpa) = <afv'kualc'k||*‘lub —q| > ’ (2.79d)

die im Folgenden als phononassistierte Polarisationen bezeichnet werden. Erst die Mit-
nahme dieser Korrelationen ermoglicht die Absorption an indirekten Bandliicken, da
die Impulserhaltung bei der Erzeugung eines Elektrons im Valenzband mit der Wellen-
zahl k| + q| und der Vernichtung eines Elektrons im Leitungsband bei k|| ein weiteres
Teilchen — in diesem Fall ein Phonon — benétigt. Die Herleitung und Berechnung der
phononassistierten Absorption wird im Kapitel 2.2.3 gezeigt.

Man spricht hier von Absorption tiber einen virtuellen Zustand, da beispielsweise ein
Elektron im Valenzband nicht von einem Photon mit der Energie der indirekten Band-
liicke in das Leitungsband bei gleichem k angeregt werden kann, weil es bei dieser
Energie keinen erlaubten realen Zustand gibt. Vereinfacht kann man sich vorstellen,
dass das Elektron auf einen virtuellen Zustand im Bereich der indirekten Bandliicke
angeregt wird und von dort iiber die Streuung mit einem Phonon in einen erlaubten
Zustand gestreut wird. Dieser virtuelle Zustand besitzt die Eigenschaften des realen
Leitungsbandzustandes bei gleichem k, was sich unter anderem durch die Dipol- und
Phononmatrixelemente bemerkbar macht.

Insgesamt gibt es vier mogliche phononassistierte Absorptionsprozesse, welche schema-
tisch in den Abbildungen 2.5 und 2.6, jeweils (a) und (b), dargestellt sind. Das Elektron
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soll aus dem Maximum des Valenzbands (VB) {iber die Absorption eines Photons (fiw)
in das globale Minimum des Leitungsbandes (LB) angeregt werden. Die Energiediffe-
renz der beiden Zusténde ist iiber die indirekte Bandliicke Eg ;nq gegeben. Aufgrund der
Impulserhaltung kann das Elektron nicht direkt in das Leitungsbandminimum angeregt
werden, sondern muss entweder {iber einen virtuellen Zustand des Leitungsbands (Ab-
bildung 2.5) oder des Valenzbandes (Abbildung 2.6) erfolgen. Im ersten Fall wird das
Elektron am I'-Punkt durch die Absorption eines Photons auf einen virtuellen Leitungs-
bandzustand mit der Energie Eging — Qo (a) oder Eging +1Qro (b) angeregt und
dann durch die Emission (a) oder Absorption (b) eines Phonons zum Minimum des
Leitungsbandes gestreut. Da die Streuung des Elektrons innerhalb des Leitungsbandes
stattfindet, ist dieser Prozess tiber die Wechselwirkung von Leitungsbandelektronen mit

Phononen bestimmt und wird durch die Groien Gij:jv,ku, a beschrieben. Im zweiten Fall

erfolgt die Absorption des Photons aus einem virtuellen Valenzbandzustands in das
Leitungsbandminimum (Abbildung 2.6). Auch hier treten wieder die beiden moglichen
Prozesse — Emission (a) und Absorption (b) eines Phonons — auf, wobei die Wechselwir-
kung von Valenzbandelektronen mit Phononen die Stirke dieses Prozesses bestimmt.

Die zugehorigen Grofien werden mit Fé.v,k”, q bezeichnet. Unabhidngig davon, ob die

A A
L @
B0 B0
~ ~
] (]
= (=1
5] 3]
>
Reziproker Gittervektor g Reziproker Gittervektor
(a) Emission einen Phonons (b) Absorption eines Phonons

Abbildung 2.5.: Schematische Darstellung der phononassistierten Absorption iiber
einen virtuellen Leitungsbandzustand unter der Emission (a) oder Ab-
sorption (b) eines Phonons.

Absorption iiber einen virtuellen Leitungs- oder Valenzbandzustand erfolgt, und unter
Vernachlassigung von Coulombbedingten Renormierungen muss das Photon im Falle
der Emission eines Phonons mindestens die Energie fiw = Eginq + 1) und im Falle
der Absorption eines Phonons mindestens fiw = Eging — 1€ aufbringen. Dies fiihrt da-
zu, dass die Ubergéinge nicht nach ihren virtuellen Zustdnden im Absorptionsspektrum
unterschieden werden konnen. Es konnen jedoch durch Auswahlregeln der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung moglicherweise Prozesse ausgeschlossen werden.
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A A
= g
& &
Reziproker Gittervektor Reziproker Gittervektor
(a) Emission eines Phonons (b) Absorption eines Phonons

Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung der phononassistierten Absorption tber
einen virtuellen Valenzbandzustand unter der Emission (a) oder Ab-
sorption (b) eines Phonons.

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung fiihrt auch zu Anderungen der Ladungstrager-
verteilungen und hat die Form

di’ll‘ k
AR Haix Haix <F-_ + F-+ )
dt “n ug Vi) k| qu ik ik
corr, e-p I (2.80)
iAV) i\v) - +
R ch; Tk —q gq” <GVA1A/k||/q|| T GVAZA/knqu)
A

mit A = ¢,v. Die hier auftretenden Zweiteilchenkorrelationen F K und G K
Jaias H’qH JAK|9)

werden im Folgenden als phononassistierte Dichte fiir den Fall dass iy = j, oder sonst
als phononassistierte Kohérenz bezeichnet. Anders als bei der Polarisation p,;,, i, bei
denen Kohidrenzen mit A = A" aufgrund des betrachteten Energiebereichs vernachlassigt
werden konnen, kann der Einfluss der phononassistierte Kohdrenzen auf die Anderung
der Ladungstragerdichte grofs sein, da die Energie eines Phonons im Bereich von zwei
Subbédndern liegen kann.

Die Anderung der Ladungstrdgerdichten durch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung
ist relativ vielseitig und beinhaltet verschiedene Effekte. Betrachtet man einen starken
Lichtpuls im energetischen Bereich der indirekten Bandliicke so werden Ladungstrager
durch die phononassistierte Absorption erzeugt. In der Regel ist die indirekte Absorp-
tion sehr gering, so dass die Erzeugung der Ladungstrager selten eine Rolle spielt. Da
man durch Absorption an der direkten Bandliicke allerdings sehr einfach Ladungstrager
erzeugen kann, die sich dann nicht in ihrem energetischen Gleichgewicht befinden, fiihrt
die Elektron-Elektron Streuung dazu, dass beispielsweise Elektronen in einem lokalen
Minimum am I'-Punkt mittels Phononen in ihr globales Minimum an einem anderen
Punkt in der Brillouinzone gestreut werden. Ein weiterer Effekt kann auch sein, wenn
die Temperatur der Ladungstrager nicht der des Gitters entspricht, dass die Ladungs-
trager {iber die Emission von Phononen ihre Energie an das Gitter abgeben und sich
somit ins thermische Gleichgewicht mit dem Gitter bewegen. Diese Effekte werden im
Kapitel 4 ausfiihrlicher diskutiert.
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2.2.3. Phononassistierte Gleichungen

Beim Aufstellen der Bewegungsgleichung der Zweiteilchenkorrelationen treten nun,
verursacht durch die Elektron-Elektron und Elektron-Phonon-Wechselwirkung, Drei-
teilchenkorrelationen in den Gleichungen auf, was im Kapitel 2.2.1 beschrieben wird.
Selbst nach der Faktorisierung auf Singlet-Doublet-Ebene erfordert die Berechnung der
phononassistierten Grofien weitere Annahmen und Néaherungen, die im Folgenden be-
schrieben werden.

Betrachten wir zundchst den Dreiteilchenerwartungswert, der durch die Elektron-Elek-
tron-Wechselwirkung erzeugt wird. Die hierdurch verursachte Anderung einer phonon-
assistierten Grofse ist gegeben durch

d s , (1) i i, v 2D / + + , (1)
a<ai'1ua]'mllb(f)pu> T h Z T1+q) VCIH <al?lu+q||avfku*quaV'kHaﬁmHb(*)pu>
e-e K v qu k
1,4 #0 I—qk

jivv 2D/t ot ‘ (t) >
T Ymym—q VCIH <al'luavfku+°luaV'kHaf"“ll*q”b(*)Pu
kj—qk
(2.81)

Bei der Faktorisierung vernachlissigen wir die Singletterme des Phononoperators (bp)
und <b;§>, da es sich bei diesen Termen um kohirente Phononen handelt. Zwar lassen sich
kohérente Phononen in vielen Materialsystemen [68], unter anderem auch in Germani-
um [69], beobachten, doch spielen diese Effekte in dieser Arbeit keine Rolle. Zum einen
existiert auf Grund der dhnlichen elastischen Konstanten in Ge/SiGe-Heterostrukturen
kein Confinement fiir das phononische System. Die durch die optisch erzeugten Elek-
tronen und Locher und deren Wechselwirkung mit dem Kristall gebildeten koharenten
Phononen sind nicht im Quantenfilm lokalisiert. Die Wechselwirkung mit den gebun-
denen Elektronen und Lochern ist daher als klein anzunehmen. Die Anzahl von nicht-
kohérenten Phononen ist auflerdem wesentlich grofser als die der kohdrenten, weshalb
im Vergleich die Wechselwirkung mit nicht-kohdrenten Phononen dominierend sein
wird. Eine theoretische Beschreibung kohédrenter Effekte kann der Referenz [70] ent-
nommen werden.

Mithilfe der Cluster-Entwicklung (Gleichung (2.61)) und der Vernachldssigung koharen-
ter Phononen kann der Erwartungswert des Dreiteilchenoperators als

t t ‘ (1) _ /.t ‘ + (1)
<a1’,1H+q”ay,k”_q”av,k”a],m”b(_)pH> - <ﬂz,1”+quﬂ],m”> <avfku—°lua“k\\b(—)pu>
1.
+ <azln+qua“k\\> <HI,kH_qHaj,m”bE_))p”>
t t ) (1)
+ <av,kn—‘1nav'kll> <aif1n+quaf'mllb(—)Pn> (282)
t . t (1)
N <aV/k||*q||a]'mH> <aif1||+quaV'kHb(* p||>

)
T t ™
+9 <al?lu+q|| ke —a) Tk Tjm, b(*)pu>
geschrieben, wobei fiir alle weiteren Betrachtungen die echten Dreiteilchenkorrelationen
vernachldssigt werden. Der hier auftauchende Dreiteilchenerwartungswert beschreibt
die Streuung eines Elektrons unter Absorption (Emission) eines Phonons bei gleichzei-
tiger Streuung eines weiteren Elektrons. Da die phononassistierte Absorption, bei der
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es sich um eine Zweiteilchenkorrelationen handelt, bereits relativ schwach ist, wird ein
Prozess hoherer Ordnung in der Teilchenzahl in der Regel nur noch schwacher wer-
den, weil die Zeiten fiir die Ausbildung einer solchen Korrelation im Vergleich fiir die
einfachen Elektron-Elektron- und Elektron-Phonon-Streuungen sehr grofs werden.

Um diese Terme weiter vereinfachen zu konnen, werden zwei Annahmen gemacht:

(i) Far die Ladungstrégerdichten und die Polarisation gilt rdumliche Homogenitit,
was der Bedingung (af ik, ]kH> = (SkH'k/H <aZkH“1}k||> entspricht.

(ii) Es werden nur phononassistierte Grofien erzeugt, bei denen die Differenz der Wel-
lenzahlen des Erzeugers und Vernichters gerade dem Phononimpuls entspricht

bzw. (a} e, A bq)) = 5kll'ki|+qu< i+, % bq,) silt.

Die Bedingung (i) ist dadurch gerechtfertigt, als dass es fiir die Erzeugung solcher Kor-
relationen in dem betrachteten System keine Quellterme fiir rdumlich inhomogene La-
dungstragerdichten und dadurch auch fiir rdqumlich inhomogene Polarisationen gibt.
Die Bedingung (ii) leitet sich aus der Impulserhaltung und Bedingung (i) ab.

Auch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung fiihrt — wie bereits erwdhnt — bei der Be-
rechnung der phononassistierten Grofsen auf Dreiteilchenerwartungswerte, die in der

Form
d
dt < il u“!manH>

i

_p -
v i t oot
% ’Yl||+q||,1Hh8qH << 1l +q %m qu bp”> + <a%1H+qHa],m” b_q”bp”>)

i (2.83)
- qu; my,m— q”hgqu (<“:'r,luavfmu*qannbpu> + <”Zln”%mn*%btqubpu>>
A

S
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1
1 pv ot
h;vku Pk ng <al'1Haf'mlla%kn—PnaV'kll>'
K
I

auftauchen. Die Gleichungen fiir die anderen phononassistierten Grofien folgen analog.
Der letzte Term auf der rechten Seite der Gleichung wird nach dem gleichen Prinzip wie
in Gleichung (2.6) faktorisiert. Die anderen beiden Dreiteilchenerwartungswerte werden
wieder unter der Annahme zerlegt, dass es keine kohdrenten Phononen gibt. Das heifst,
dass alle Erwartungswerte (b;), (b]), (bib;) und <b:rb]+> verschwinden und nur der inko-
hérente Anteil wird betrachtet. Aufgrund der geforderten raumlichen Homogenitét des
elektronischen Systems tauchen nur Zweiphononerwartungswerte mit gleicher Wellen-
zahl auf, und man erhalt

N (py) = <bp” pr> (2.84)

als die Phononbesetzungszahl bei gegebener Wellenzahl q . Fiir die Verteilung der Pho-
nonen nimmt man an, dass diese ein Bad fiir das elektronische System sein sollen, dass
sich im thermischen Gleichgewicht befindet. Die Phononbesetzung ist daher iiber eine
Bose-Einstein-Verteilung

1

exp ("“Zgl;u)) 1

N (py) =

(2.85)
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gegeben. Diese Annahme ist gerechtfertigt, da die in dieser Arbeit behandelten La-
dungstragerdichten und Anregungsleistungen klein sind, sodass sich die Temperatur
des Gitters und somit die Phononbesetzung nicht dndert.

2.2.3.1. Phononassistierte Polarisation

Die folgende Diskussion {iber die phononassistierten Polarisationen wird der Ubersicht
halber exemplarisch fiir F; ok durchgefiihrt und ldsst sich analog auf die andern
phononassistierten Groflen iibertragen.

Die Gleichung fiir die Anderung der phononassistierten Polarisation lautet:

d __ i
ETRES S <eiC'kH Cjok+ay T hw(q”)> icjo k)4 (2.862)
i —_ J—
h (VZ PﬂcC/kHrqH Qj"”“*\\*‘l\\ o VZPjv,uv,k,qQVviC/k”> (2.86b)
i ]”IV ]V v
i
_E Zﬂ‘uvkuﬂn 84 Precivie+a (N (q)) +1) (2.86d)
vy My, lv
Z’yku k| +q g‘qu jok+q Picp K (2.86e)
T Z’yﬁ\\vf‘\ﬁqn 8 g Miek Prcik +a, (2.86f)
.. Jvlv.ip 2D —
+hp1“]"'k" Z,: 7k|| iepray V=ay B, T (2.86g)
PRIZO I+ k|
i .. chcC vV 2D —
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U K-k
_l , icle,delc 2D — .
ek /Z it ay )k ta Vel Ficfwkuﬂiy% (2.86i)
k”,k-l-qil
_1 . iciCer]‘»v 2D — X
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kK +q|
i ‘ Jefvifviv 2D —
q k+q—q) k+q|
i . VeV, jvly 2D —
+3 ;pvdv,ku ke Ve g (2.861)

Um die Gleichung fiir F; ] X, zu erhalten muss, lediglich das Vorzeichen der Phonon-

q
energie in Term (a) gewechselt werden, und in den Termen (c) und (d) tauschen die

Terme N(q) und (N(qy) + 1) ihre Position. Die Gleichungen fiir G* erhidlt man,
indem man k| durch k| — q ersetzt.

lejo/X|q
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Die ersten beiden Terme ((a) und (b)) der Gleichung (2.86) erinnern in ihrer Form an
die Halbleiter-Bloch-Gleichungen (2.66). Der Term (a) ist durch das Produkt aus Ener-
giedifferenz und Phononenergie mal die phononassistierte Polarisation selber gegeben,
wobei es sich auch hier nicht um die Einteilchenenergien, sondern um die renormierten
Energien handelt. Anders als bei den Halbleiter-Bloch-Gleichungen treten im Term (b)
die phononassistierten Dichten auf, die an die renormierten Rabifrequenzen koppeln.
Bei den Termen (c) bis (f) handelt es sich um die sogenannten Quellterme, da diese die
phononassistierte Polarisation erzeugen. Zwar kann diese auch durch den Term (b) er-
zeugt werden, benétigt aber dafiir als weitere Voraussetzung das Vorhandensein einer
endlichen phononassistierten Dichte. Bei (g) bis (I) handelt es sich um Renormierungen
hoherer Ordnung, da hier tiber Zweiteilchenkorrelationen summiert wird.

2.2.3.2. Phononassistierte Dichte

Die phononassistierten Dichten ergeben sich in analoger Herleitung wie die phonon-
assistierten Polarisationen, wobei jedoch hier die beiden fermionischen Operatoren aus
dem gleichen Subband stammen. Diese Grofien beschreiben die Anderung der Ladungs-
tragerdichten, die durch die Elektron-Phonon-Streuung verursacht wird. Dabei kann es
sich sowohl um ein Thermalisieren als auch um ein Equilibrieren der Ladungstrager
handeln. In Kapitel 4 werden beide Fille unter Losung der hier vorgestellten Gleichun-
gen diskutiert.

Die Gleichung fiir die zeitliche Anderung der phononassistierten Dichten innerhalb des
Leitungsbandes lautet:

d i
$Fic,jc,k”,qu = — E (61C k; + 6 kH""qH + Fl(x)(qu)) ic je k9 (287&)
i r OF r 0 Sob
T h Z( legb KA 2y je e +q — Tiviiek)Lq) erHv,k||) (2.87b)
]c ic e, lc
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Hv Vv
T Z RSEERT g qu Pican i+ Povek, (2.87f)
* d i (2.878)
=F. ik, _ ‘
dt ek LF

Hierbei wurden Renormierungsterme, die iiber phononassistierte Grofien summieren,
der Einfachheit weggelassen. Die Form der phononassistierten Dichten gleicht der der
phononassistierten Polarisationen. Zunéchst gibt es einen oszillierenden Term (a), dann
mit (b) die Wechselwirkung zwischen Licht und Materie und die Quellterme, die diese
Grofie unabhingig von der externen Anregung erzeugen.
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2.2.4. Markov-Naherung

Die Markov-Niherung stellt eine Moglichkeit dar, die phononassistierten Gleichungen
unter Vernachldssigung von Gedéchtniseffekten analytisch zu 16sen. Hierfiir sind jedoch
weitreichende Annahmen und Néaherungen noétig, um diese tiberhaupt erst durchfiih-
ren zu konnen. Mithilfe der Markov-Naherung lasst sich aber der numerische Aufwand
extrem reduzieren und die Annahmen sind unter bestimmten Bedingungen gerechtfer-
tigt. Im Kapitel 4.3 wird detailliert auf die Anwendbarkeit dieser Ndherung eingegangen
und Unterschiede zur vollen Losung werden diskutiert.

Damit die Markov-Nédherung durchgefiihrt werden kann, miissen die Coulomb-Sum-
men iiber phononassistierte Grofsen und die Terme, die an das Lichtfeld koppeln, ver-
nachldssigt werden. Diese Terme sind nicht unbedingt unvereinbar mit der Markov-
Naherung, aber der Aufwand fiir die Berechnung wére sonst gleich dem der vollen
Rechnung. Die phononassistierten Gleichungen haben, nach der Vernachldssigung die-
ser Terme, die Form der Differentialgleichung

ih%x(t) — Ox() + (1) (2.88)

mit der formalen Losung

x(t) = %/_:o dt'exp <%Q (t— t’)) y(t). (2.89)

Bei der Exponentialfunktion handelt es sich um eine schnell in der Zeit oszillierende
Funktion, wohingegen die Funktion y(t) langsam in der Zeit oszilliert. Dies gilt sowohl
fiir die phononassistierten Polarisationen als auch fiir die phononassistierten Dichten.
Da der erste Fall nur in der sogenannten Rotating-Wave-Approximation geldst wird, was
im Kapitel A.2 gezeigt wird, hangt die Funktion y(¢) nur von langsam oszillierenden Po-
larisationen p;_ ok und sich ebenfalls zeitlich gering &ndernden Ladungsgtragerdichten
ab. Im Fall der phononassistierten Dichten hingt y(t) ebenfalls von den Ladungstra-
gerdichten und Produkten von Polarisationen der Form pjj i, p; ok ab, wobei es sich

hierbei wegen
i ik P = —iwt) Piix, P iwt
Picjv e Picjo i = exp (—iw )plc]v/k” Picj i) €XP (icwt) (2.90)

auch um eine langsam oszillierende Funktion handelt. In der Integralgleichung (2.89)
wird deutlich, dass man fiir die Berechnung von x(¢) die Funktion y(#') fiir alle Zeiten
' < t eingeht. Diese Kopplung an frithere Zeiten, welche auch als Gedéchtniseffekte
bezeichnet werden, wird in der Markov-Naherung nun vernachléssigt, wodurch y(t) =
y(t') gilt und die Funktion y(t) vor das Integral gezogen werden kann.

Die Losung des Integrals erfolgt unter der Anfangsbedingung x(0) = 0, was einem ab-
rupten Einschalten der Elektron-Phonon-Streuung entspricht. In Wahrheit ist das System
ununterbrochen und fiir Zeiten t — —co der Streuung ausgesetzt, was sich allerdings
numerisch nicht umsetzen ldsst. Daher fithren wir eine phdnomenologische Dampfung
iy ein, um ein adiabatisches Einschalten zu gewéhrleisten. Die Losung des Integrals

1= /_too dt’exp <% (Q+iy) (t— t’)> (2.91)

lautet (beispielsweise [71])
i

I= Q+iy’

(2.92)
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Unter Verwendung dieser Losung kann die phononassistierte Polarisation als
P N 1
icjv,K),q eic,k\\ — ejV,kH+q” + hcu(q”) — hwrwa + iy

Hv ]\ Hv ]\
( h Z’yku kj+q g‘qu Picue K (q\l)

h Zryizuvlc(“+q” qT\ ﬁVCjV/k||+q\\ (N (qH) + 1)

- v v
+h Z,)/ku kH—l—q” g qH ]V k||“"CIH Plc]‘w kH

tu Zﬁnvf‘\ﬁqn g—qu ie Preje ) (2.93)

geschrieben werden, wobei wgrwa eine Frequenz in der Nahe der Lichtfrequenz ist.
Weitere Details zur Rotating-Wave-Approximation sind Anhang A zu entnehmen. Wie
bei den vollstindigen phononassistierten Gleichungen 2.86 folgen auch hier die anderen
Terme analog.

In analoger Weise lassen sich auch die Gleichungen der phononassistierten Dichten na-
hern. Dafiir werden ebenfalls die Coulomb-Summen {iber phononassistierte Grofsen in
Gleichung 2.87 vernachldssigt. Die Gleichung fiir die phononassistierten Dichten lauten
in der Markov-Naherung;:

1
Neiv,k” - e]'v,k”—‘rqH + hw(qH) +1y

Fiv/jV/k\\/q“
lV]V v]v
X
< hvku kj+q hg” a vk N (qy)

i \27A%
+h7i‘u]ku+‘1n g qu iy, ku+qu( (‘l\l) +1)

,-),ZV ]V h \]\ n:
h ky k) +q 8y Miv kv K

i perVe
T HZV: Mk +a 187, Preivkay Pk, ) : (2.94)

Die zugehorigen Gleichungen fiir die Leitungsbandelektronen und die anderen pho-
nonassistierten Gleichungen konnen auf gleichem Wege hergeleitet werden.

2.2.5. Numerischer Aufwand

Die - fiir die Untersuchung der optischen Eigenschafen indirekter Halbleiter — relevan-
ten Gleichungen lassen sich nur numerisch 16sen. Da der dafiir notwendige Aufwand
relativ grof3 ist, soll hier eine Abschidtzung des numerischen Aufwands zur Veranschau-
lichung skizziert werden. Der Einfachheit halber wird die Diskussion auf ein Zweiband-
modell reduziert.

Ausgangspunkt fiir die Abschdtzung sind die Halbleiter-Bloch-Gleichungen (2.66), wel-
che gekoppelte Differentialgleichungen im zweidimensionalen k-Raum darstellen, wo-
bei wir die Koordinaten k und ¢ verwenden. Um die Absorption an einer indirekten
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Bandliicke berechnen zu konnen, miissen diese Gleichungen sowohl am I'-Punkt als
auch an dem Punkt, an dem sich das weitere Extremum in der Bandstruktur befin-
det, gelost werden. Im Falle einer nichtaxialsymmetrischen Bandstruktur sind dies njn,
Polarisationen py,,. Unter Beachtung der Coulomb-Wechselwirkung auf Hartree-Fock-
Ebene skaliert die Berechnung der Renormierungsterme mit (1;114)2.

Es existieren zwolf phononassistierte Grofsen, wie beispielsweise F; ka9 wobei ¢ der
Winkel zwischen k und q ist. Demnach miissen 12nn,nyn, phononassistierte Glei-
chungen gelost werden. Die auftretenden Coulomb-Summen iiber phononassistierte

Groflen fiihren dazu, dass die Rechenzeit mit 12 (nknq,)znqnq)/ skaliert.

Typische Werte fiir die Stiitzstellen in der Berechnung sind: n;, = 200, ng =100, n, = 100
und n, = 100. Es sind daher in der Regel fiir eine winkelabhéngige Rechnung 10° Glei-
chungen zu l8sen, wobei ein Speicherbedarf im Bereich von 40-60 GB bei Verwendung
eines Runge-Kutta-Algorithmus vierter Ordnung entsteht. Parallelisierbar sind die Glei-
chungen innerhalb des reziproken Raums, allerdings nur innerhalb eines Zeitschritts.
Zwischen den Zeitschritten miissen alle Grofsen zwischen den parallelen Prozessen syn-
chronisiert werden, weshalb sich bisher nur eine Parallelisierung auf einem System mit
gemeinsam genutzten Speicher eine Verbesserung der Rechenzeit brachte. Die Rechen-
zeit auf einer 32-Kern-Workstation (je 2.4 GHz) liegt in der Groflenordnung von ein bis
zwei Wochen.



3. Absorption und Gewinn indirekter
Halbleiter

In diesem Kapitel werden die Charakteristika der Absorption und der optischen Ver-
starkung indirekter Halbleiter diskutiert und anhand eines einfachen Modellsystems
verstdandlich gemacht. In fritheren Betrachtungen wurde bereits das Verhalten der Ab-
sorption und des Gewinns des phononassistierten Ubergangs von Trupke et al. [72]
mithilfe eines Ratengleichungsmodells postuliert, welche hier durch die auf einer mikro-
skopischen Theorie basierenden Berechnungen verifiziert werden. Dies wird zunéchst
an einem vereinfachten Zweibandmodell vollzogen und mit den Eigenschaften direk-
ter Halbleiter verglichen. Im Anschluss wird das Modell hinsichtlich des Einflusses der
Bandstruktur und der Coulomb-Wechselwirkung untersucht.

Die phononassistierte Absorption indirekter Halbleiter wurde in der Vergangenheit iiber
Ratengleichungsgmodelle, basierend auf Fermis Goldener Regel, berechnet. Grundlegende
Berechnungen zum indirekten optischen Gewinn wurden von Dumke et al. [25] in den
sechziger Jahren durchgefiihrt. Ein grundlegender Fehler in den Uberlegungen wurde
allerdings erst von Trupke et al. [72] entdeckt, wodurch sich die Prognosen iiber die
Form der optischen Verstiarkung deutlich dndern. Diese Prognosen werden von Chen et
al. [73] in einem alternativen Ratengleichungsmodell unterstiitzt.

Die Form der indirekten Absorption in dreidimensionalen Strukturen wurde erstmalig
von R. ]. Elliott [24] als wurzelférmig vorhergesagt. In seiner Betrachtung fiihren die
exzitonischen Effekte bei der phononassistierten Absorption auf die gleiche Energieab-
hangigkeit wie bei der direkten Absorption unter Vernachldssigung der Coulomb-Wech-
selwirkung, was allerdings rein zufillig ist.

Die Berechnung der indirekten Absorption erfolgt tiber die Losung der Halbleiter-Bloch-
Gleichungen (2.66) unter Hinzunahme der phononassistierten Korrelationen (2.86). Die
in Kapitel 2.2.4 gezeigte Markov-Ndherung der phononassistierten Grofsen darf hier-
bei nicht angewendet werden, da dadurch die Kohdrenz der phononassistierten Pola-
risation, welche fiir die Absorption und stimulierte Emission von Licht notwendig ist,
vernachlassigt wird.

Der Zusammenhang zwischen der Absorption und der mikroskopischen Polarisation,
wie sie durch die Halbleiter-Bloch-Gleichungen berechnet wird, ist in der Referenz [23]
gezeigt und wird hier nur kurz skizziert. Abgeleitet aus den Maxwell-Gleichungen erhalt
man die Beziehung

47tw

Mw) = n(w)c
fiir die Absorption, wobei n(w) der Brechungsindex, ¢ die Vakuumlichtgeschwindig-
keit und x(w) die optische Suszeptibilitit ist. Aufgrund der in Halbleitern hiufig ge-
ringen Frequenzabhingigkeit des Brechungsindexes kann diese vernachlédssigt werden.
Der Brechungsindex n(w) = n; ist dann durch den Hintergrundbrechungsindex gege-

ben, der wiederum der Literatur, zum Beispiel O. Madelung [74], entnommen werden

m [x(w)] (3.1)
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kann. Die Beziehung
P(w) = x(w)é(w) (32)

zwischen Polarisation, optischer Suszeptibilitit und klassischem Lichtfeld ergibt sich
aus der Theorie der linearen Antwort fiir die Reaktion des betrachteten Systems auf einen
externen Stimulus. Die optische Suszeptibilitidt x(w) ist in diesem Zusammenhang als
Antwortfunktion auf die externe optische Anregung des Systems durch das Lichtfeld
&(w) zu deuten. Nichtlineare Effekte, wie beispielsweise die Zwei-Photonen-Absorption,
konnen in dieser Theorie nicht beschrieben werden, da man Terme quadratischer und
hoherer Ordnung in der externen Anregung vernachldssigt.

Die Polarisation P(t) lasst sich in der Bloch-Basis als

P(t) = Z dicrj\?rkpic/jx'/k + h.c. (33)
K,ic,jv

schreiben, wodurch der Zusammenhang zwischen der mikroskopischen Polarisation
Pi.j, k, Welche tiber die Halbleiter-Bloch-Gleichungen (2.66) gegeben sind, und der Ab-
sorption aus Gleichung (3.1) hergestellt ist, da fiir beide Grofien eine Fouriertransfor-
mation existiert. Als externe Anregung des Halbleiters wird ein gauf3formiger Lichtpuls
& (t) mit einer Halbwertsbreite von 50 fs und der mittleren Energie der indirekten Band-
kante Eg jnq verwendet.

3.1. Modellannahmen

Fiir die folgenden Untersuchungen betrachten wir ein Zweibandmodell, wobei das Va-
lenzband ein Maximum am I'-Punkt und das Leitungsband ein Minimum am Rand
der Brillouin-Zone besitzt. Die Bandstruktur wird ferner als rotationssymmetrisch be-
trachtet, um den numerischen Aufwand moglichst gering zu halten (s. Kapitel 2.2.5).
Da der direkte Ubergang selbst nicht betrachtet werden soll, aber fiir die Erzeugung
des indirekten Ubergangs dennoch relevant ist, verwenden wir eine direkte Bandliicke
von 2eV mit mei — oo. Die indirekte Bandliicke liegt etwas unterhalb von 1eV. Die
zugehorige Bandstruktur ist in Abbildung 3.1 (a) gezeigt, wobei darauf verzichtet wird,
die direkte Bandliicke zu zeigen. Die effektive Masse der Elektronen im Bandstruk-
turminimum ist meg. = 0.03mp und die effektive Masse der Locher am I'-Punkt ist
Megfy = 4 Megr . Durch diese Bandstruktur erreicht man eine vollstindige Separation der
Elektronen und der Locher im reziproken Raum. Dadurch, dass der direkte Ubergang
energetisch weit vom indirekten Ubergang entfernt ist, kann man sich auf Elektron-
Phonon-Streuprozesse konzentrieren, bei denen der Impulsaustausch grofs genug ist,
um einen Ladungstrdger von einem Tal in das andere zu streuen.

Fiir die Quantenfilm-Heterostruktur nehmen wir an, dass die Lochzustinde stark lokali-
siert sind, wohingegen die Elektron-Zustande am Rand der Brillouinzone einen schwa-
cheren Einschluss des Confinements erfahren. Diese Situation ist der eines Ge/SiGe-
Quantenfilms relativ dhnlich, da sich die direkten Bandliicken von Ge und SiGe am
I'-Punkt deutlich unterscheiden, sich aber am L- und X-Punkt dhneln. In Abbildung
3.1 (b) ist das daraus resultierende Confinement-Potential fiir die Locher am I'-Punkt
und fiir die Elektronen am Rand der Brillouinzone und die zugehorigen Confinement-
Wellenfunktionen eingezeichnet.
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Abbildung 3.1.: Elektronische Eigenschaften des Modellhalbleiters. In (a) ist ist die
Bandstruktur des verwendeten Zweibandmodells gezeigt, wobei das
Elektronsubband am I'-Punkt und das Lochsubband am Rand der ers-
ten Brillouinzone als konstant angenommen wird und fiir die Einfach-
heit der Darstellung nicht eingezeichnet wurde. In (b) sind die zuge-
horigen Confinementpotentiale und -wellenfunktionen gezeigt.

In der Diamant- beziehungsweise der Zinkblendestruktur ist das optische Deformati-
onspotential der Elektron-Phonon-Streuung fiir Leitungsbandelektronen dsg * = 0. Des
Weiteren gibt es in Silizium keine Intervalley-Streuung zwischen dem I'- und dem X-Tal.
Aus diesem Grund wird zundchst nur ein Deformationspotential fiir Streuung innerhalb
des Valenzbandes angenommen (dsgt =40eV).

Fiir die Berechnung der Halbleiter-Bloch- und der phononassistierten Gleichungen neh-
men wir an, dass sich die Ladungstrager bereits im thermischen Gleichgewicht befinden
und dass der Lichtpuls zur Abfrage selbst keine Anderung der Ladungstragerdichten
verursacht. Dies bedeutet, dass man — wie in Kapitel 2.2.2 erwdhnt — die Verteilungs-
funktionen der Ladungstrager durch Fermifunktionen anndhern kann.

3.2. Vereinfachtes Ratengleichungsmodell

Ein besonders einfaches Modell zur Beschreibung der Absorption bzw. des optischen
Gewinns indirekter Halbleiter ist das Ratengleichungsmodell aus [72]. Hierbei werden
aus den Beziehungen fiir die Absorption direkter Halbleiter die zugehorigen Gleichun-
gen fiir indirekte Uberginge abgeleitet. Im Folgenden wird zunichst das Modell fiir
den direkten Halbleiter diskutiert und im Anschluss die Erweiterung auf den indirek-
ten Halbleiter gezeigt, um im Vergleich die unterschiedlichen Resultate der optischen
Eigenschaften aufzuzeigen.

Allgemein beruht das Ratengleichungsmodell auf der Annahme, dass die Absorption
bei einer bestimmten Energie liw gegeben ist, und zwar durch die Rate der absorbierten
Photonen dr,,s minus der Rate der emittierten Photonen drg;m, wobei man sich hier auf
die stimulierte Emission beschrankt. Die Absorption selbst beschreibt eine Anderung
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des Photonflusses dj,, wenn dieser ein Medium durchlduft. Es gilt also
a(hw)dj, = draps(hw) — drseim (hw) (3-4)

Es wird ein Zweiniveausystem mit den Energieniveaus Ep und E; und den Besetzungs-
dichten Np und N; mit Ny = Nj betrachtet. Die Besetzungswahrscheinlichkeiten der
beiden Niveaus sind durch die Quasi-Fermiverteilungen fy und f; mit

1

fi= g 1

gegeben, wobei i = 0,1 und po = 1 = pu das chemische Potential ist. Weiter wird ange-
nommen, dass die Ladunsgtragerzahlen in beiden Zustdnden gleich grofs sind, wodurch
gilt

(3-5)

p= @ (3.6)

Die Anderung der Ladungstragerzahlen in den beiden Niveaus wird durch eine An-
derung des chemischen Potentials von Ay; beschrieben. Eine Erhohung der Anzahl der
Elektronen im Zustand 1 wird durch

Ap

A =pt+— (3.7)
und die Erhéhung der Lochbesetzung des Zustands 0 durch
A
Do =p— 7” (3-8)

beschrieben.

Die Absorption des direkten Ubergangs bei der Energie iw = E1 — Ey ist durch
a (hw, po, p1) = MNoN1 (fo (Eo, po) — f1 (E1pa)), (3:9)

gegeben, wobei M ein Proportionalitdtsfaktor fiir die Absorption und die stimulierte
Emission ist. Die Zustandsdichten der beiden Biander werden mit Ny und N; bezeichnet.

Betrachtet man nun den Absorptionskoeffizient an der Bandkante fiir verschiedene La-
dungstragerdichten, so fiithrt dies auf einen punktsymmetrischen Kurvenverlauf, wobei
der Punkt der Ladungstriagerinversion durch Ay = Eg, gegeben ist. Die maximale Ab-
sorption entspricht dem maximal moglichen Gewinn, und optischer Gewinn ist erst ab
der Ladungstrdgerinversion # = 0 moglich. In Abbildung 3.2 ist der Absorptionsko-
effizient fiir verschiedene chemische Potentiale, also fiir verschiedene Ladungstrager-
dichten gezeigt. Die Energieliicke liegt bei E; = 1.1eV, entspricht also ungefdhr der
indirekten Bandkante Siliziums bei Raumtemperatur [74]. Ferner wurde eine Phonon-
energie von 1)y o = 50meV und eine Temperatur von T = 50K verwendet. Normiert
bedeutet hier, dass durch die Zustandsdichten Ny und N; sowie durch das Matrixele-
ment M geteilt wurde.

Im indirekten Halbleiter ist die Absorption oder stimulierte Emissionen von Photonen
begleitet von der Emission oder Absorption eines Phonons. Die Energie fiir die Ab-
sorption eines Photons unter gleichzeitiger Absoprtion eines Phonons betriagt fiw =
E; — Ep — Q) und bei gleichzeitiger Emission eines Phonons fiw = E; — Eg 4 7). Der
Absorptionskoeffizient der beiden Prozesse ist durch

a(hw) = M'NoNiNr (fo (1 - f1) fr — fr (1 = fo) (1 + fr)) (3.10)
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Abbildung 3.2.: Normierter Absorptionskoeffizient fiir den direkten Ubergang. Das
chemische Potential ist um die direkte Bandliicke Eg zu niedrigeren
Energien verschoben.

und
a(hw) = M"NoNiNr (fo (1 f1) (1 + fr) — f1 (1= fo) fr) (3.11)

gegeben, wobei M’ und M" Proportionalititsfaktoren sind, die die Informationen tiber
das Dipol- und Phononmatrixelement beinhalten. fr ist die Phononendichte. Berechnet
man die Absorptionsraten fiir die indirekten Ubergénge, so ergibt sich ein fundamental
anderes Verhalten fiir die Absorption bzw. den Gewinn. Die Absorption beziehungs-

Normierte max. Absorption

-1.0

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Chemisches Potential [eV]

Abbildung 3.3.: Normierter Absorptionskoeffizient fiir die indirekten Ubergange. Das
chemische Potential ist um die indirekte Bandliicke Eg jnq zu niedrige-
ren Energien verschoben.

weise der optische Gewinn der beiden indirekten Uberginge ist nicht gleich grof}, wie
von Dumke et al. [25] gefordert, was in Abbildung 3.3 deutlich zu erkennen ist. Im Falle
niedrigere Ladungstrdgerdichten, also kleinem chemischem Potential, ist die Absorption
des energetisch hoheren Ubergangs sehr viel grofler als die des energetisch niedrigeren.
Die Rollen der beiden Ubergéinge sind fiir den Fall grofler Ladungstragerdichten gera-
de vertauscht. Demnach {iibersteigt der maximale Gewinn des energetisch niedrigeren
Ubergangs bei hohen Dichten die maximale Absorption des dichtefreien Falls um ge-
nau den Wert, um den sich die Absorptionen der beiden Ubergéinge in diesem Fall
unterschieden haben. Es ist zusédtzlich deutlich zu erkennen, dass der Fall optischer Ver-
stairkung vor dem Punkt y = 0, den man Ladungstrdgerinversion nennt, erreicht wird.
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3.3. Lineare Absorption im Bereich der indirekten Bandkante

Zunichst wird die Diskussion auf den Niedrigdichtebereich beschrankt, um die bereits
hier auftretenden Unterschiede zum direkten Halbleiter und die Abhdngigkeiten der
optischen Eigenschaften von der Temperatur und der Phononenergie zu verstehen. Des
Weiteren sollen die Ergebnisse der mikroskopischen Rechnung mit denen des einfachen
Ratengleichungsmodells aus Gleichung (3.10) und (3.11) verglichen werden.
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Abbildung 3.4.: Phononassistierte Absorption im Bereich der indirekten Bandliicke.
Die durchgezogene Linie zeigt die gesamte Absorption und die bei-
den Fldchen reprisentieren den Anteil der beiden indirekten Prozesse
. 1q und Floe ”

Die Abbildung 3.4 zeigt die normierte Absorption des in Kapitel 3.1 beschriebenen in-

direkten Halbleiters mit einer Phononenergie von 7)o = 40 meV. Die durchgezogene

Linie zeigt dabei die gesamte Absorption, wohingegen die beiden Fliche den Anteil

der beiden indirekten Uberginge an der gesamten Absorption zeigen. Hierbei fillt das

asymmetrische Verhalten der beiden Ubergénge ins Auge. Die Absorption des niederen-
ergetischen Ubergangs ist deutlich geringer als die des hochenergetischen. Die Ursache
fir diese Asymmetrie ldsst sich auf die unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten fiir die

Absorption bzw. Emission eines Phonons zurtickfiihren. In Gleichung (2.86) ((c) und (d))

ist der — fiir die Ungleichheit verantwortliche — Quellterm in F__ 4 Proportional zu dyNg

+

und in F_ q proportional zu dy (Nq 4 1). Anschaulich verstehen lasst sich das Verhalten

¢
dadurch, dass es immer moglich ist, ein Phonon zu emittieren, jedoch das Absorbieren
eines Phonons nur moglich ist, wenn auch eins vorhanden ist. Die Asymmetrie der bei-
den Uberginge wird also folgerichtig von der Temperatur des Phononbades abhingen,
wobei fiir die Rechnung in Abbildung 3.4 eine Temperatur von T = 300K verwendet
wurde. Die resultierende Temperaturabhidngigkeit wird in Kapitel 3.3.4 diskutiert. Die-
selben Quellterme sind ebenfalls fiir die Abhdngigkeit des Verhéltnisses der indirekten
Absorption von der Phononenergie verantwortlich, da die Besetzungszahl der Phono-

nen N eine Funktion der Temperatur und der Phononenergie Nq = N(T,7()(q)) ist.
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3.3.1. Bedeutung der Zustandsdichte fiir die Absorption

Da zunéchst der numerische Aufwand fiir die Berechnung gering gehalten werden soll,
wird, wie in Kapitel 3.1 bereits erwédhnt, eine rotationssymmetrische Bandstruktur an-
genommen. Der Halbleiter wird indirekt, indem das Leitungsbandmaximum am Rand
und das Valenzbandminimum im Zentrum der ersten Brillouinzone liegt. Die Zustands-
dichte spielt im direkten Halbleiter fiir die maximale Absorption und den maximalen
optischen Gewinn, aber auch fiir die Exziton-Bindungsenergie eine entscheidende Rol-
le. Es hat sich beispielsweise herausgestellt, dass der optische Gewinn maximal wird,
wenn die effektiven Massen der Elektronen und Locher gleich sind [75]. Des Weiteren
wird auch die Exzitonbindungsenergie fiir gleiche effektive Massen extremal. Die Dis-
kussion der optischen Eigenschaften wird zunichst auf die Berechnung ohne Coulomb-
Wechselwirkung limitiert und erst im Kapitel 3.3.2 auf diese weitere Vielteilchenwech-
selwirkung erweitert.

Die Zustandsdichte ist eine in der Quantenmechanik haufig verwendete Grofie, und ihre
Definition kann verschiedenen Lehrbiichern, beispielsweise [27], enthommen werden.
Sie ist tiber

p(E) = %Zk:(S(E —€nk) (3.12)

gegeben, wobei N die Anzahl der Atome des Festkorpers ist. Die Zustandsdichte gibt die
Zahl der Zustdnde an, die in einem Energieintervall von E bis E + AE liegen. Vernach-
lassigt man die Coulomb-Wechselwirkung bei der Berechnung der Absorption in einem
direkten Halbleiter, so ist diese direkt proportional zur Zustandsdichte. Es werden im
folgenden die Zustandsdichten und deren Einfluss auf die Absorption im Bereich der
indirekten Bandkante in Abhédngigkeit von den effektiven Massen diskutiert.
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(a) Bandstruktur in der ersten Brillouinzone. (b) Zustandsdichte der Lochzustinde.

Abbildung 3.5.: Bandstruktur und Zustandsdichte fiir die effektiven Lochmassen im
Zentrum der ersten Brillouinzone m, r = 0.082, 0.132, und 0.182 my,.

In Abbildung 3.5 ist in (a) die Bandstruktur und in (b) die daraus resultierende Zu-
standsdichte des Leitungsbandes fiir die effektiven Lochmassen m,r = 0.082, 0.132,
und 0.182my. gezeigt. Der Verlauf der Zustandsdichte entspricht dem, was man an die-
ser Stelle erwartet, da fiir eine quadratische Energiedispersion in zwei Dimensionen die
Zustandsdichte einer Stufenfunktion gleicht. Mit steigender effektiver Lochmasse ver-
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groflert sich die Zustandsdichte aufgrund der Proportionalitat

p(E) ~ my. (3.13)

Im Bereich des Minimums des indirekten Halbleiters erhilt man, wie in Abbildung 3.6
gezeigt, ein deutlich anderes Ergebnis. Die Zustandsdichte am Rand der Brillouinzone
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(a) Bandstruktur in der ersten Brillouinzone. (b) Zustandsdichte der Elektronzustinde.

Abbildung 3.6.: Bandstruktur und Zustandsdichte fiir die effektiven Elektronenmassen
im Zentrum der ersten Brillouinzone mj, = 0.023, 0.033, und 0.043 my,.

ist bei einer als rotationssymmetrisch angenommenen Bandstruktur um fast zwei Gro-
lenordnungen grofler als die der Locher am I'-Punkt. Trotz quadratischer Dispersion
in kH—Richtung erhilt man keine Stufenfunktion fiir die Zustandsdichte, sondern eine
stark abfallende Funktion mit einem scharfen Maximum bei der Energie der indirekten
Bandliicke, aufgrund der Funktionaldeterminante bei der Integration {iber den zweidi-
mensionalen Raum. Die Abhdngigkeit der Zustandsdichte von der effektiven Masse ist
iiber

p(E) ~ /M1 (3.14)

gegeben und steigt somit von der kleinsten effektiven Elektronenmasse m.; = 0.023
tiber 0.033 nach 0.043 m( an. Es ist wichtig herauszustellen, dass dieses Zustandsdichte
ein Artefakt der Bandstruktur ist und in einem Halbleiter eine axialsymmetrische Band-
struktur ndherungsweise nur am I'-Punkt angenommen werden kann. Der Einfluss einer
anisotropen Bandstruktur wird in Kapitel 3.3.5 diskutiert.

Durch die Vernachldssigung der Coulomb-Wechselwirkung erwartet man, dass sich die
Absorption dhnlich verhdlt wie die Zustandsdichte. Die aus den oben diskutierten Band-
strukturen resultierenden Absorptionsspektren sind in den Abbildungen 3.7 (a) fiir die
verschiedenen Lochmassen und in (b) fiir die verschiedenen Elektronenmassen gezeigt,
wobei die jeweils andere Masse konstant gehalten wird. Die indirekte Absorption, die ei-
ne Zweiteilchenkorrelation darstellt, fiihrt — selbst bei vernachlassigter Coulomb-Wech-
selwirkung — nicht auf eine Absorption, die in ihrer Form der Zustandsdichte gleicht,
wird aber in ihrer Abhédngigkeit von den effektiven Massen dieser dhneln.

In der Tat erhdlt man auf diesem Weg die durch die Gleichungen (3.13) und (3.14) ge-
gebenen Abhingigkeiten der Absorption von den entsprechenden effektiven Massen,
obwohl sich die Form der Zustandsdichte selbst nicht im Absorptionsspektrum wieder-
finden lasst. Diese Abhdngigkeit ist zur Verdeutlichung in Abbildung 3.8 gezeigt. Die
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(b) Absorption fiir die verschiedenen Elektronen-
massen 1.7, = 0.023 tiber 0.033 nach 0.043 my und
der effektiven Lochmasse m, r = 0.132my.

Abbildung 3.7.: Indirekte Absorption in Abhédngigkeit von der effektiven Elektron- und

Lochmassen.

Quadrate zeigen jeweils die Absorption am energetische hoheren der beiden indirekten
Uberginge. Man erhilt eine sehr gute Ubereinstimmung mit einer Geraden in (a) und
einer Wurzelfunktion (b), die jeweils durch eine durchgezogene Linie représentiert wer-
den. Ein Einfluss auf die Verhiltnisse der beiden indirekten Uberginge zueinander ist
nicht zu erkennen. Die Asymmetrie der beiden Uberginge wird also nicht durch die
Zustandsdichte, sondern durch die Form der Quellterme der phononassistierten Glei-

chungen bestimmt.
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(a) Absorption bei E = Ej,q + Q1o in Abhingig-
keit der effektiven Lochmasse.
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(b) Absorption bei E = Ejgq + Q) o in Abhdngig-
keit der effektiven Elektronmasse.

Abbildung 3.8.: Absorption bei konstanter Energie in Abhingigkeit von den verschie-
denen effektiven Massen. Zur Verdeutlichung der Proportionalititen
wurde in (a) eine gerade und in (b) eine wurzelférmige durchgezoge-

ne Linie eingezeichnet.
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3.3.2. Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung

Die Coulomb-Wechselwirkung spielt bei den optischen Eigenschaften direkter Halblei-
ter eine entscheidende Rolle. Sie fiihrt dort zum einen zur Ausbildung exzitonischer
Resonanzen in der Absorption unterhalb der Bandkante und zum anderen zu einer Ver-
starkung der Absorption der Kontinuumszustande. Dieses Verhalten erhilt man bereits,
wenn man die Coulomb-Wechselwirkung in der Hartree-Fock-Naherung betrachtet [23].

Der Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung auf die optischen Eigenschaften indirekter
Halbleiter wurde bisher nicht mit gleichem Aufwand untersucht, wie es bei den direk-
ten Halbleitern der Fall ist. Die Arbeiten von R. Louden und N. O. Lipari sagen unter
Verwendung eines Modells effektiver Massen vorher, dass die Bindungsenergie eines
Elektrons am Rand der ersten Brillouinzone und eines Lochs am I'-Punkt des dreidi-
mensionalen Siliziumkristalls 12-14 meV und in Germanium 2-3 meV betragen [76—78].
Experimentelle Arbeiten ordneten bestimmte Signaturen ihrer Spektren der prognosti-
zierten Bindungsenergie des indirekten Exzitons zu. K. L. Shaklee und R. E. Nahory
interpretieren Signaturen wellenldingenmodulierter Absorptionsspektren im Bereich der
indirekten Bandliicke als die wasserstoffihnlichen Resonanzen des indirekten Exzitons
in Silizium [79]. Aus diesen Arbeiten ergibt sich ein Wert von 14.7 meV. Die Interpretati-
on ferninfraroter Absorptionsspektren von D. Labrie et al. als den 1S—2P—Ubergangs des
indirekten Exzitons liefert einen dhnlichen Wert fiir die Bindungsenergie [8o]. T. Suzuki
und R. Shimano interpretierten Signaturen von THz Absorptionsspektren ebenfalls als
den 1S—2P-Ubergang des indirekten Exzitons mit einer Bindungsenergie die konsistent
mit den vorherigen Ergebnissen ist [81].

Im Gegensatz zur Absorption von direkten Halbleitern sind in Absorptionsspektren
indirekter Halbleiter keine exzitonischen Signaturen zu erwarten, da aufgrund des zu-
sdtzlichen Phononimpulses bei der Absorption die komplette Zustandsdichte erreicht
werden kann. Es ist stattdessen ein energetisch niedrigerer Beginn der Absorption zu
erkennen [24, 82].
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Abbildung 3.9.: Indirekte Absorption mit (durchgezogene Linien) und ohne (gestri-
chelte Linien) Coulomb-Wechselwirkung fiir die effektiven Elektronen-
massen 1.1, = 0.023, 0.033 und 0.043 m und der effektiven Lochmasse
myr = 0.132mg. Der Versatz zwischen den unterschiedlichen effekti-
ven Massen dient der einfacheren Darstellung.

Die Abbildung 3.9 zeigt die indirekte Absorption mit und ohne Coulomb-Wechselwir-
kung fiir die effektiven Elektronmassen m.j, = 0.023, 0.033 und 0.043 mg. Es zeigt sich
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nur eine sehr geringe Verstarkung der Absorption durch die Coulomb-Wechselwirkung.

In differentiellen Spektren lassen sich geringe Anderungen deutlicher darstellen. Die
Anderung der Absorption, die durch die Coulomb-Wechselwirkung induziert wird, ist

durch
_&xc — g

X0

A (3.15)

gegeben, wobei ac die berechnete Absorption mit und «p die berechnete Absorption
ohne Coulom-Wechselwirkung ist. Der Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung liegt bei
den verwendeten Parametern im Prozentbereich, wie in Abbildung 3.10 (a) zu sehen ist.
An den indirekten Ubergéngen erhalt man deutliche Signaturen und es ist zu erkennen,
dass die Coulomb-Verstarkung asymmetrisch verlduft. Die Absorption auf der nieder-
energetischen Seite wird etwas mehr verstdarkt als auf der hochenergetischen Seite, was
konsistent mit den experimentellen und theoretischen Befunden aus der Literatur ist.
In Abbildung 3.10 (b) ist die Ableitung der Absorption nach der Energie gezeigt. Es

—m_;=0.043m - =
m;1=0033m, o033 me
7 ol 5° 0
2.6 m.;=0.023m, 250 | —my=0.023my ’\
24 =
o 2200
X202 5
3 (*50,15()
2.0 =
QS
100
1.8
0
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Energie E-Eg,ind [meV] Energie E-Egind [meV]
(a) Coulomb-induzierte Anderung der indirekten (b) Differentielle indirekte Absorption.
Absorption.

Abbildung 3.10.: Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung auf die indirekte Absorption
fuir verschiedene effektive Leitungsbandmassen. In b) wurde ein Ver-
satz zwischen den verschiedenen effektiven Massen eingefiihrt, um
einen einfacheren Zugang zu ermoglichen.

sind nur die beiden indirekten Ubergéinge und keine Aufspaltung durch die Exziton-
Niveaus zu erkennen. Da differentielle Spektren wesentlich rauschempfindlicher sind,
erhélt man fiir die Absorption des Kontinuums ein relativ starkes Oszillieren, was auf
die Auflésung im reziproken Raum zuriick zu fiihren ist.

Es kann verschiedene Griinde haben, warum der Einfluss der Coulomb-Wechselwir-
kung auf die indirekte Absorption so gering ist. Zunichst sind die Rechnungen fiir ein
Modellsystem und nicht mit den exakten Parametern von Germanium oder Silizium
durchgefiihrt worden. Es wire fiir zukiinftige Untersuchungen notwendig, eine mog-
lichst exakte Bandstruktur zu verwenden. Ein weiterer Grund fiir die unterschiedlichen
Ergebnisse kann sein, dass es sich bei allen vorherigen Untersuchungen um Volumen-
materialien gehandelt hat, wohingegen in dieser Arbeit die Eigenschaften von Quanten-
filmheterostrukturen untersucht werden. Der Einfluss der Dimensionalitdt auf die opti-
schen Eigenschaften, insbesondere der Coulomb-Wechselwirkung, kann sehr grofs sein.
Zwar verhilt es sich bei der direkten Absorption so, dass die Reduktion der Dimensio-
nalitdt zu einem grofierem Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung fiihrt, doch lasst sich
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dies nicht einfach so auf den indirekten Ubergang iibertragen. Eine letzte Moglichkeit
fiir die Abweichung der Ergebnisse von denen aus der Literatur stellt die Hartree-Fock-
Naherung der Coulomb-Wechselwirkung dar. Es ist im Bereich des Moglichen, dass es
sich bei den beobachteten Coulomb-Effekten um Korrelationen héherer Ordnung han-
delt, welche durch die Ndaherung der Coulomb-Wechselwirkung vernachldssigt wurden.
Es bleibt dabei zu erwihnen, dass das indirekte Exziton, sollte es sich aus einem Elektron
bei k = ky und einem Loch bei k = 0 zusammensetzen, einen von Null verschiedenen
Gesamtimpuls besitzt. Fiir einen Gesamtimpuls von Null wére eine Korrelation hoherer
Ordnung notwendig.

3.3.3. Abhangigkeit von der Phononenergie

Die bereits erwdhnten Quellterme aus Gleichung (2.86) (c) und (d) der beiden indirekten
Ubergénge fiihren auf die Abhéngigkeit der Absorption von der Phononenergie fiir den
einfachen Fall, dass das Deformationspotential der Elektron-Phonon-Wechselwirkung
innerhalb des Leitungsbands verschwindet. Das Verhiltnis der beiden Quellterme gibt

somit das Verhiltnis der beiden Ubergénge zu einander an:

+
FC'V’kH’qH SIC q +1 = [hQLO . (316)
Foox Ng ks T

VXA [ gre

Dieses Ergebnis entspricht der Vorhersage von Trupke et al. aus [72], der zwar diese Be-
ziehung urspriinglich fiir das Verhaltnis von maximaler Absorption zu maximalem op-
tischen Gewinn formulierte, es sich aber mit gleicher Begriindung auch fiir das Verhalt-
nis der beiden indirekten Uberginge zueinander anwenden lasst. Dass die Beziehung
nur ndherungsweise gilt, rithrt von den anderen Quelltermen und dem Licht-Materie-
Wechselwirkungsterm her, die fiir das Aufstellen dieser Beziehung vernachlassigt wer-
den mussten. Es zeigt sich, dass diese Terme zwar klein sind, jedoch ist nicht a priori
klar, welchen Einfluss sie unter bestimmten Voraussetzungen haben konnen.
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Abbildung 3.11.: Phononassistierte Absorption im Bereich der indirekten Bandliicke
ftir Phononenergien von Q)1 o = 20, 30, 40 und 50 meV.

Die Abbildung 3.11 zeigt die Absorption im Bereich der indirekten Bandliicke fiir die
Phononenergie 1)1 o = 20, 30, 40 und 50 meV. Es ist deutlich, dass sich die Verhéltnisse
der beiden indirekten Ubergénge in Abhéngigkeit der Phononenergie stark dndern. Fiir
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geringe Phononenergien ist die Gesamtabsorption sehr stark. Das Verhéltnis der beiden
indirekten Ubergingen zueinander liegt bei ca. einem Faktor zwei. Verdoppelt man die
Phononenergie von 20 meV auf 40 meV so vervierfacht sich das Verhiltnis der beiden
Ubergénge. In Abbildung 3.12 wird dies noch mal verdeutlicht, indem das Verhltnis
der maximalen Absorption des energetisch niedrigeren zum energetisch hoheren Uber-
gangs in Abhdngigkeit der Phononenergie aufgetragen wird. Die Quadrate zeigen die
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Abbildung 3.12.: Die Quadrate zeigen Verhaltms der maximalen Absorption der bei-

den indirekten Uberginge F_ X)q und F_ q 28 einander. Die

durchgezogene Linie zeigt den durch Gleichung (3.16) gegebenen Zu-
sammenhang zwischen Phononenergie und Verhltnis der Ubergénge
zu einander.

Ergebnisse aus der mikroskopischen Theorie und die durchgezogene Linie das durch
Gleichung (3.16) beschriebene exponentielle Verhalten. Die grofie Ubereinstimmung be-
statigt das von Trupke et al. [72] vorhergesagte Verhiltnis der beiden indirekten Uber-
gange zu einander. Fiir den Fall, dass die Phononenergie gegen Null geht, werden die
indirekten Ubergénge gleich grofs, da die Besetzung von Phononen mit einer verschwin-
denden Energie fiir alle Temperaturen T # 0 unendlich wird und somit die Absorption
und Emission eines Phonons gleich wahrscheinlich wird.

3.3.4. Temperaturabhangigkeit

Durch die Gleichung 3.16 ist neben der Abhédngigkeit der indirekten Absorption von der
Phononenergie auch die Temperaturabhdngigkeit gegeben. Fiir tiefer werdende Tempe-
raturen erwartet man, dass der Ubergang, der durch die Absorption eines Phonons
assistiert wird, schwécher wird, da die Besetzung der Phononen geringer wird. Die
Wahrscheinlichkeit, ein Phonon zu emittieren, ist aber fiir alle Temperaturen moglich,
weshalb man fiir den energetisch hoheren Ubergang eine deutlich schwichere Tempe-
raturabhédngigkeit erwartet. Die resultierende Temperaturabhdngigkeit der indirekten
Absorption ist in Abbildung 3.13 a) fiir den Temperaturbereich von 100 bis 500K bei
einer Phononenergie von 40 meV gezeigt. Man erhélt das oben beschriebene Verhalten.
Zunichst erkennt man, dass beide Uberg'ange mit der Temperatur an Intensitat verlie-
ren. Jedoch verliert der energetisch hohere Ubergang, welcher durch die Emission eines
Phonons assistiert wird, nicht in gleichem Mafle an Intensitdt wie der energetisch nied-
rigere Ubergang, welche bei 100 K kaum noch zu erkennen ist. Bei dieser Betrachtung
muss allerdings beachtet werden, dass der Intensitatsverlust des energetisch hoheren
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Abbildung 3.13.: a) Phononassistierte Absorption im Bereich der indirekten Bandliicke
mit einer Phononenergien von 7Q); o = 40 meV fiir Temperaturen von
T = 100 bis T = 500K in dquidistanten 50 K Schritten. b) Verhalt-
nis der maximalen Absorption der beiden indirekten Uberginge zu
einander (Quadrate) und die durch Gleichung (3.16) beschriebene ex-
ponentielle Abhiangigkeit (durchgezogene Linie).

Ubergangs sowohl durch die Verringerung des energetisch niedrigeren Ubergangs als
auch durch die Anderung des Quellterms von Fc:,k”, q bedingt wird, da hier die Ge-

samtabsorption aufgetragen ist.

Um die Abhingigkeit der beiden indirekten Uberginge von der Temperatur zu ver-
deutlichen, wird noch eine alternative Betrachtungsweise herangezogen. Die Abbildung
3.13 (b) zeigt eine Arrheniusdarstellung des oben genannten Sachverhalts. Hierbei wur-
de das Verhiltnis der maximalen Absorptionen der beiden indirekten Ubergénge loga-
rithmisch als Funktion der inversen Temperatur aufgetragen. Die Quadrate zeigen da-
bei wieder die Ergebnisse der mikroskopischen Rechnung und die durchgezogene Linie
den tiber Gleichung 3.16 beschriebenen exponentiellen Zusammenhang. Man erhilt ei-
ne bis zu einer Temperatur von 150K eine hervorragende Ubereinstimmung zwischen
den beiden Modellen. Fiir tiefere Temperaturen unterschitzt man das Verhaltnis der bei-
den indirekten Ubergéinge, was auf die numerische Genauigkeit zuriickzufiihren ist. Fiir
tiefe Temperaturen ist der energetisch niedrigere Ubergang, wie in Abbildung 3.13 (a)
gezeigt, kaum noch zu erkennen und wird kleiner als die numerische Genauigkeit der
Simulation. Fiir Temperaturen T — oo gleichen sich die beiden Ubergénge an, da auf-
grund der hohen Phononbesetzung die Emission und Absorption eines Phonons gleich-
wahrscheinlich wird.

3.3.5. Einfluss anisotroper Bandstruktur

In der bisherigen Diskussion wurde stets eine rotationssymmetrische Bandstruktur an-
genommen. Doch diese Annahme ist in den meisten Halbleitern lediglich ndherungs-
weise am I'-Punkt zulédssig. Betrachtet man die gesamte erste Brillouinzone, findet man
verschiedene Minima und Maxima eines jeden Bandes. Fiir Silizium und Germanium
sind, zum Vergleich, die Bandstrukturen in Abbildung 2.3 (a) und (b) gezeigt.

In diesem Abschnitt wird der Einfluss einer anisotropen Bandstruktur auf die lineare
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Absorption im Bereich der indirekten Bandliicke diskutiert. Die vorherigen Ergebnisse
zeigen, dass die Zustandsdichte fiir die phononassistierte Absorption von grofier Be-
deutung ist. Es ist daher zu erwarten, dass sich die Linienform unter Verwendung einer
anisotropen Bandstruktur deutlich &ndern wird.

Der Einfachheit halber werden fiir die anisotrope Bandstruktur trotzdem verschiedene
Symmetrien angenommen, damit der numerische Aufwand fiir die Berechnung gering
und im Bereich des Machbaren bleibt. Das Valenzband am I'-Punkt wird weiterhin als
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Abbildung 3.14.: Winkelabhédngige Bandstruktur (a) und Querschnitt entlang der
[110]-Richtung unter Verwendung der Massen m,r = 0.132 my und
me; = 0.233mg. Die achteckige Brillouinzone wird bei der numeri-
schen Berechnung durch einen Kreis mit Radius 77/ gendhert.

rotationssymmetrisch und parabolisch bis zu einer Energie von —1.6eV angenommen.
Fiir tiefere Energien wird wie bisher die Energie als konstant betrachtet, da Zustdande
mit tieferer Energie die indirekte Absorption nicht weiter beeinflussen. Auch fiir das
Leitungsband werden Paraboloide, diesmal allerdings mit dem Minimum am L-Punkt
angenommen. Die Bandstruktur besitzt im Zweidimensionalen hierdurch eine vierzdh-
lige Drehsymmetrie. Wie im Valenzband wird auch im Leitungsband ab einer bestimm-
ten Energie, hier 1.6 eV, eine konstante Energie angenommen, da Zustdnde mit hoherer
Energie nicht zur indirekten Absorption beitragen. Die effektiven Massen betragen im
Valenzband m,r = 0.132mg und im Leitungsband m.; = 0.233mg. Die resultierende
Bandstruktur ist in Abbildung 3.14 gezeigt. In (a) sind die Konturlinien des Leitungs-
und Valenzbands dargestellt. Das Valenzband befindet sich im Zentrum der Brillouin-
zone, und die Aquipotentiallinien sind durch Blautone gekennzeichnet. Die Leitungs-
bandminima befinden sich entlang der [110]-Richtung und die zugehérigen Aquipoten-
tiallinien sind in Rottonen gehalten. Die achteckige Brillouinzone wir durch einen Kreis
gendhert, da sich der numerische Aufwand dadurch deutlich reduzieren ldsst. Dabei
unterschitzt man die Zustandsdichte am Rand der Brillouinzone leicht. Folgt man vom
I'-Punkt der [110]-Richtung, so erhdlt man die in Abbildung 3.14 (b) gezeigte Band-
dispersion. Um die Ergebnisse der winkelabhéngigen Bandstruktur mit den bisherigen
vergleichen zu konnen, wird eine Berechnung mit rotationssymmetrischer Bandstruktur,
die die Form wie in Abbildung 3.14 (b) besitzt, ebenfalls winkelaufgelost durchgefiihrt.
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Eine quadratische Energiedispersion fithrt im zweidimensionalem Raum, wie in Kapi-
tel 3.3.1 gezeigt, auf eine stufenférmige Zustandsdichte. Die paraboloide Bandstruk-
tur des Leitungsbandes fithrt demnach auch, wie in Abbildung 3.15 (a) gezeigt, zu
einer kastenformigen Funktion. Die deutlichen Abweichungen von der analytischen
Zustandsdichte in Form von Oszillationen (ausgefiillte Flache) rithrt von der geringen
Winkelauflosung her. Zum Vergleich ist die Zustandsdichte der rotationssymmetrischen
Bandstruktur aufgetragen, welche der analytischen Losung deutlich mehr gleicht, da
sie nicht von der Winkelauflosung abhdngt. Die anisotrope Zustandsdichte ist um ei-
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Abbildung 3.15.: Zustandsdichte (a) und Absorption (b) unter winkelabhidngiger Be-
rechnung. In (a) sind als ausgefiillte Flichen zum Vergleich die ana-
lytischen Zustandsdichten aufgetragen.

ne Grofienordnung kleiner als die des winkelunabhdngigen Falls, was sich auch in der
Absorption in Abbildung 3.15 (b) widerspiegelt. Die Ergebnisse iiber die Proportionali-
tat von Zustandsdichte und Absorption, wie sie in Kapitel 3.3.1 getroffen wurden, sind
auch hier anwendbar. Neben der Stiarke der Absorption d@ndert sich auch die Linienform.
Der Wegfall des scharfen Maximums an der indirekten Bandliicke in der Zustandsdich-
te durch die Winkelabhédngigkeit fithrt dazu, dass die Absorption wesentlich flacher
ansteigt, was ebenfalls konsistent mit der Proportionalitdt zur Zustandsdichte ist.

Die Winkelauflosung der Bandstruktur ist notwendig, um eine korrekte Linienform und
Starke der Absorption zu erhalten. Die fundamentalen Aussagen und Zusammenhinge,
welche fiir die Absorption unter Verwendung einer rotationssymmetrischen Bandstruk-
tur getroffen wurden, dndern sich allerdings hierdurch nicht und lassen sich direkt
iibertragen.

3.4. Phononassistierter Gewinn

Wie bereits im Kapitel iiber die lineare Absorption 3.3 diskutiert, verhalten sich die in-
direkten Ubergénge fundamental verschieden von den direkten Ubergéngen. Das asym-
metrische Verhalten in der Absorption tibertragt sich auch auf den optischen Gewinn.
Die Abbildung 3.17 zeigt die Absorption des Modellhalbleiters fiir Ladungstragerdich-
ten zwischen 0.0001 - 10'2 und 2.6 - 10'> cm 2. Hierbei wurde eine Phononenergie von
40 meV und eine Temperatur von 300 K verwendet.
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Mit steigender Ladungstriagerdichte bleichen die Ubergénge aus, und ab einer bestimm-
ten Dichte wechselt das Vorzeichen der Absorption und wird negativ. Negative Absorp-
tion bedeutet optische Verstirkung bzw. optischer Gewinn. Die Ladungstrdgerdichte,
zu der die Absorption ihr Vorzeichen wechselt, wird Transparenzdichte genannt, da
bei einer Absorption von Null das Material transparent ist. Um das Verhalten des opti-
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Abbildung 3.16.: Schematische Darstellung eines Zweiniveausystems. Ist der Zustand
|1) besetzt (a), kann ein Photon absorbiert werden, wohingegen bei
Besetzung des Zustands |2) (b) ein Photon die Emission eines weite-
ren Photons stimulieren kann.

schen Gewinns im indirekten Halbleiter zu verstehen, wird kurz an die Eigenschaften
optischer Verstarkung fiir direkte Ubergénge erinnert. Man betrachte ein Zweiniveau-
system bestehend aus einem Ensemble der Zustidnde |1) und |2), wobei die Energie des
Zustands |2) grofer ist als die von |1). Die zugehorige schematische Darstellung ist in
Abbildung 3.16 gezeigt. Ein solches Modell geniigt bereits, um das Verhalten eines Gas-
lasers in Grundziigen zu verstehen. Die Transparenzdichte in diesem Zweiniveausystem
ist genau dann erreicht, wenn gleichviele Teilchen sich im Zustand |1) wie im Zustand
|2) befinden, da dann genau so viele Photonen durch stimulierte Emission erzeugt wie
absorbiert werden. Im Fall einer Ladungstrdgerinversion, zu der also mehr Teilchen
den Zustand |2) besetzen, wird optische Verstirkung erreicht, da hier die stimulierte
Emission grofser ist als die Absorption. Ein Laser mit einem direkten Ubergang beno-
tigt also immer eine Ladungstrdgerinversion, um Licht zu verstirken. In Analogie zu
diesem Zweiniveausystem verhilt sich auch der direkte Halbleiterlaser. Statt einem Sys-
tem beschrankter Zustdnde miissen hier quasikontinuierliche Bandzustdande betrachtet
werden, weshalb die Anzahl der Ladungstrager keine geeignete Grofie mehr darstellt,
sondern die Besetzung der Badnder, die durch das chemische Potential charakterisiert
wird. Die Ladungstragerinversion ist, in einem Zweibandmodell gedacht, nicht durch
den Zustand gegeben, in dem sich mehr als die Hélfte der Ladungstrager im Leitungs-
band befinden, sondern durch den Zustand, in dem sich das chemische Potential der
Verteilungsfunktionen in das Leitungsband verschiebt, welches im nichtangeregten Zu-
stand innerhalb der Bandliicke liegt.

Betrachtet man die Abbildung 3.17 genauer, so stellt man fest, dass zum einen beide
Ubergénge stark rotverschieben, was durch die Coulomb-Wechselwirkung unter ho-
hen Ladungstragerdichten verursacht wird, und zum andern, dass sich der Punkt der
Ladungstriagerinversion der beiden Ubergénge unterscheidet. Der Fall optischer Ver-
starkung tritt fiir den energetisch niedrigeren Ubergang bei geringeren Ladungstrager-
dichten ein als fiir den energetisch hohere Ubergang. Dies ist zunichst nichts unge-
wohnliches, da sich in direkten Halbleitern die optische Verstarkung hoherer ﬂbergén—
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ge analog verhilt. Fiir den Fall hoher Ladungstrdgerdichten ist die maximale optische
Verstarkung des energetisch niedrigeren Ubergangs betragsmafiig aber deutlich grofier
als die maximale Absorption, wohingegen der energetisch hohere Ubergang sich genau
andersherum verhilt. Ferner ist das Verhiltnis der beiden Ubergénge zueinander im
Falle hoher Ladungstriagerdichten umgedreht zum dichtefreien Fall. In diesem Punkt
weicht das Verhalten der indirekten optischen Verstarkung deutlich von dem der di-
rekter Halbleiter ab. Im direkten Halbleiter iibertrifft die optische Verstarkung eines
Ubergangs fiir keine Ladungstrigerdichte betragsméafig die maximale Absorption des
gleichen Ubergangs. Im direkten Halbleiter ist der Inversionspunkt dadurch gegeben,
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Abbildung 3.17.: Absorption des Modellsystems bei den Ladungstragerdichten d =
0.0001, 0.05, 0.2, 0.6, 1.0, 1.8 und 2.6 - 10'?cm 2 bei 300K und einer
Phononenergie von 40 meV.

dass das chemische Potential der Bandliicke entspricht. Trupke et al. deuten dies so,
dass das chemische Potential gerade der Energie des direkten optischen Ubergangs ent-
spricht. Der indirekte Halbleiter unterscheidet sich dahin gehend nicht vom direkten, da
auch hier die Inversion stattfindet, wenn das chemische Potential der Energie des Uber-
gangs entspricht [72]. Dieser Punkt ist jedoch fiir den energetisch niedrigeren Ubergang
deutlich friither erreicht als fiir den energetisch hoheren, da das chemische Potential die
Bedingung y = Eging — Qo erfiillen muss. Hierdurch ist ersichtlich, dass die Bedin-
gung fiir optischen Gewinn erfiillt wird, bevor eine Ladungstragerinversion (¢ = Ecg ind)
vorliegt. In dem oben erwidhnten Zweiniveausystem veranschaulicht, bedeutet dies, dass
es zu optischer Verstirkung kommen kann, obwohl die Besetzung des Zustands |2) ge-
ringer ist als die des Zustands |1).

In einem indirekten Halbleiter sind die chemischen Potentiale in der Regel stark ver-
schieden, denn das Maximum des Valenzbands liegt meist am I'-Punkt und das Mi-
nimum des Leitungsbands beispielsweise am X- oder L-Punkt, den es dann vier oder
sechs Mal innerhalb der Brillouinzone gibt. Dadurch ergibt sich ein deutlich geringe-
res chemisches Potential der Leitungsbandelektronen, und es ist nach dem Ratenglei-
chungsmodell nicht klar, wie sich die indirekten Ubergéinge dabei verhalten werden,
da hierbei die Giiltigkeit der Ratengleichungen tiberschritten wird. Die mikroskopische
Theorie funktioniert allerdings fiir beliebige Bandstrukturen und kann somit diese Frage
beantworten.

Die Annahme, dass das Deformationspotential der Elektron-Phonon-Wechselwirkung
im Leitungsband verschwindet, fithrt dazu, dass sich die phononassistierten Grofsen

Fl.j]? K| und Gl.i]. K| aufteilen lassen in Funktionen, die entweder von der Loch- oder von
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der Elektronverteilung abhdngen. Die Aufteilung erfolgt so, dass der energetisch nied-
rigere indirekte Ubergang durch die Elektron- und der energetisch hohere Ubergang
durch die Lochbesetzung bestimmt wird.

Maximale Absorption
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Abbildung 3.18.: Maximale Absorption der beiden indirekten Uberginge als Funktion
des chemischen Potentials. Der energetische hohere Ubergang hangt
vom chemischen Potential der Locher am I'-Punkt und der energe-
tisch niedrigere von dem der Elektronen am Rand der Brillouinzone
ab.

Die Abbildung 3.18 zeigt den maximalen optischen Gewinn der beiden indirekten Uber-
ginge fiir verschiedene chemische Potentiale. Der energetisch hthere Ubergang (tiirki-
se Dreiecke) ist gegen das chemische Potential der Locher im Valenzband aufgetragen
und der energetisch niedrigere Ubergang (griine Quadrate) gegen das chemische Po-
tential der Elektronen. Die Quadrate und Dreiecke reprasentieren die Ergebnisse der
mikroskopischen Rechnung und die durchgezogenen Linien die des Ratenmodells. Die
Ergebnisse zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung. Die Abweichungen der mikrosko-
pischen Theorie zum Ratengleichungsmodell haben verschiedene Ursachen. Durch die
phdnomenologische Behandlung der Dephasierung der Polarisation wird der direkte
Ubergang durch eine Lorentz-Funktion genihert, die einen sehr langsam abfallenden
niederenergetischen Ausldufer besitzt. Hierdurch entsteht ein Untergrund, der dafiir
sorgt, dass die Absorption leicht tiberschétzt wird, was durch die zeitliche Auflosung
bei der Berechnung verstarkt wird. Ein zweiter Grund ist, dass obwohl die Quellter-
me vollstandig in Terme zerfallen, die entweder von der Elektron- oder der Lochdichte
abhéngen, es trotzdem in den Halbleiter-Bloch-Gleichungen und in dem Licht-Materie-
Term der phononassistierten Gleichungen Abhédngigkeiten von der jeweils andern La-
dungstragerdichte gibt. Dies fiihrt dazu, dass der maximale Gewinn des energetisch
hoheren Ubergangs bei der mikroskopischen Rechnung nicht so frith wie im Ratenglei-
chungsgmodell sattigt.






4. Nichtgleichgewichtseigenschaften von
Ge/SiGe-Quantenfilmheterostrukturen

In den vorangegangenen Betrachtungen wurde fiir die Ladungstragerverteilung stets ein
thermisches Gleichgewicht angenommen. In diesem Teil werden die Folgen von nicht-
thermischen Verteilungen am Beispiel des Ge/SiGe-Materialsystems diskutiert. Das Be-
sondere an diesem Materialsystem ist die Existenz eines Leitungsbandminimums in
Zentrum und weiteren Minima am Rand der ersten Brillouinzone. Das erste befindet
sich am T'-Punkt, an welchem sich auch ein Maximum des Valenzband befindet, und
das zweite, welches auch das globale Minimum des Leitungsbands bildet, am L-Punkt,
also beispielsweise in der [111]-Richtung.

Anhand von experimentellen Daten, die in der Gruppe von Prof. Dr. W. W. Riihle und
PD Dr. S. Chatterjee an der Philipps-Universitdat Marburg durchgefiihrt wurden, werden
zwei Formen von Nichtgleichgewichtseffekten diskutiert. Die erste Form ist das schnel-
le phononassistierte Streuen von Elektronen vom I'-Punkt in das energetisch niedrigere
L-Tal. Dieser Effekt findet auf einer sehr kurzen Zeitskala unmittelbar nach einer opti-
schen Anregung statt und fiihrt letztlich dazu, dass ein Ge/SiGe-Quantenfilm optische
Verstarkung nur innerhalb der ersten 50 — 100 fs zeigt. Der zweite Effekt findet auf einer
deutlich langsameren Zeitskala statt. Durch die Streuung der Elektronen in das L-Tal
heizen sich die Ladungstrager sehr stark auf. Durch nahezu vollstindige Trennung der
Elektronen und Locher innerhalb des reziproken Raumes kann man das Abkiihlen des
Lochsystems unabhdngig von dem der Elektronen betrachten. Dieses Abkiihlen findet
zuerst durch optische und auf einer deutlich ldngeren Zeitskala durch akustische Pho-
nonen statt.

Die typische Methode zur Berechnung der Intervalley-Streuung von Ladungstragern
stellt die Monte-Carlo-Simulation dar [59, 83]. In dieser Arbeit wird der Zugang iiber
die Bewegungsgleichungen verfolgt, welcher einen alternativen Zugang bietet.

4.1. Probenstruktur und Materialparameter

Bei der untersuchten Probe handelt es sich um eine Ge/SiGe-Quantenfilmheterostruk-
tur. Sie wurde mittels einer besonderen Form chemischer Gasphasenepitaxie auf ei-
nem Siliziumwafer in (100)-Richtung hergestellt. Alle Details zum Wachstum der Probe
und der Wachstumsmethode allgemein konnen [84, 85] entnommen werden. In Abbil-
dung 4.1 ist eine schematische Darstellung der verschiedenen Schichten der untersuch-
ten Probe gezeigt. Auf den Siliziumwafer wird zunéchst eine Schicht Si; «Gex mit linear
steigendem Germaniumgehalt bis x = 0.9 aufgebracht. Im Anschluss wird eine voll-
standig relaxierte Schicht Si, ;Ge, 4 aufgebracht. Diese Schicht bildet dann ein virtuelles
Substrat fiir alle darauf folgenden Schichten. Dies bedeutet, dass alle weiteren Schich-
ten beziiglich der Gitterkonstante des virtuellen Substrates verspannt sind. Es folgen
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die 19.8 nm dicken Barrieren aus Si, g;Ge,.15 und die 14.3nm dicken Ge-Quantenfilme.
Diese zwei Schichten werden alternierend 50 mal auf das virtuelle Substrat aufgebracht.

A
19.8nm Siyy 15Ge g5 Barriere } <50
2| 14.3nm Ge Quantenfilm
g 19.8nm Si,, 15Ge, g5 Barriere
= Buffer-Schicht
g Zpm relaxiertes Si,;Ge
=
2z Linear ansteigender Ge-Gehalt auf
& 13pm :
= Sig1Gegg
Silizium Substrat (100)

Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung der untersuchten Ge/SiGe-Probe.

Aufgrund der unterschiedlichen Gitterkonstanten von Ge und SiyGe,.x ist der Quanten-
film kompressiv und die Barriere tensil verspannt. Dies fiihrt zu einer Aufspaltung des
Schwer- und Leichtlochbandes, was in Abbildung 4.2 (a) gezeigt ist. Das Einschluss-
potential bildet sich durch die unterschiedlichen Bandliicken und einem Leitungsband-
versatz von ca. 200 meV zwischen den Energieniveaus der beiden Materialien, welcher
[86, 87] entnommen wurde. Durch die unterschiedlichen Verspannungen liegt in der
Barriere das Leichtloch- energetisch tiber dem Schwerlochband wohin gegen die Situati-
on im Quantenfilm umgekehrt ist. Unterschiedliche effektive Massen fiihren in Quanten-
filmen stets zu einer Aufspaltung von Schwer- und Leichtlochband. Die verspannungs-
bedingte Verstarkung der Aufspaltung der beiden Lochbéander fiihrt zu einer hoheren
Besetzung des Schwerlochbandes am I'-Punkt, was die optische Verstarkung begtinstigt.
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Abbildung 4.2.: Elektronische Eigenschaften des verspannten Ge/Si, 15Ge, g5-Quanten-
films am I'-Punkt. Die unteren fiinf Wellenfunktionen in (b) reprasen-
tieren die Valenz- und die oberen drei die Leitungsbandzustande. Der
Versatz zwischen den Zustdnden dient der besseren Darstellung.
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Durch das Confinementpotential erhdlt man im Quantenfilm eine bestimmte Anzahl
lokalisierter Zustdnde, welche in Abbildung 4.2 (b) gezeigt sind. Im Volumenhalbleiter
sind die Zustdnde am I'-Punkt noch reine Elektron- beziehungsweise Schwerloch- oder
Leichtlochzusténde, wohingegen man im Quantenfilm bereits bei k; = 0 gemischte
Zustande erhélt. Dennoch verwenden wir der Einfachheit halber eine Einteilung der
Zustinde in den Volumenhalbleiterbidndern, wobei die Zustinde nach ihrem maximalen
Anteil unterteilt werden. Fiir die gegebene Struktur erhdlt man demnach drei Elektron-,
drei Schwer- und zwei Leichtlochsubbander. Die zugehorigen dominanten Anteile des
Betragsquadrats der I'-Punkt-Wellenfunktionen sind in der Abbildung 4.2 (b) gezeigt.

Die elektronischen Eigenschaften wurden mit der k - p-Bandstruktur-Methode aus Ka-
pitel 2.1.1.2 berechnet und mit den Ergebnissen aus den Referenzen [86, 87] abgegli-
chen, in denen eine 6-Band k - p-Theorie fiir die Berechnung der I'-Punkteigenschaften
verwendet wurde. Die resultierende Bandstruktur am I'-Punkt in [110]-Richtung ist in
Abbildung 4.3 (a) fiir die Leitungs- und in (b) fiir die Valenzbander gezeigt. Es wurde
in den Abbildungen darauf verzichtet, die ungebundenen Volumenlosungen zu zeigen.
Fiir die Leitungsbander erhidlt man ein weitestgehend parabelformiges Verhalten. Die
Valenzbander zeigen ein deutlich komplexeres Verhalten, wobei es unter anderem zu
Bandkreuzungen und Abstoflungen kommt.
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Abbildung 4.3.: Bandstruktur des Ge/Si, 15Ge, g5-Quantenfilms um den I'-Punkt in
[110]-Richtung. Die Nullpunktenergie entspricht dem Valenzbandma-
ximum Germaniums.

Mithilfe der k - p-Theorie lassen sich auch die k-abhdngigen Dipolmatrixelemente be-
rechnen. Da es eine relativ starke Abhdngigkeit dieser optischen Matrixelemente von
der Wellenzahl gibt, ist deren Betrachtung sehr wichtig, um die korrekte Wichtung der
Uberginge iiber einen grofien Energiebereich zu erhalten. Die Dipolmatrixelemente des
Quantenfilms in der TE-Polarisation und in der TM-Polarisation, ebenfalls in [110]-
Richtung, sind in Abbildung 4.4 gezeigt. Um die Bedeutung der k-abhéngigen Dipol-
matrixelementen etwas hervorzuheben, werden exemplarisch die Ubergénge des ersten
Schwerlochsubbands mit den Elektronsubbdndern diskutiert. Aufgrund der Symme-
trie der Zustdnde am I'-Punkt ist der Dipoliibergang hhi-e2 verboten. Fiir steigende
k|-Werte sieht man allerdings, dass diese Auswahlregel nicht mehr gilt, da die Wellen-
funktion ihren dominanten Schwerlochanteil nach und nach verliert und es grofsere Bei-
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trage vom Leichtloch, Spin-Bahn-abgespaltenem Loch und den Leitungsbdndern gibt.
Der Einfluss dieser Abhédngigkeit macht sich in berechneten Absorptionsspektren beson-
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Abbildung 4.4.: Dipolmatrixelemente des Ge/Si, 15Ge,g5-Quantenfilms um den TI'-
Punkt in [11 0]-Richtung.

ders in den Kontinuumszustdnden bemerkbar. Verwendet man lediglich eine Effektive-
Masse-Theorie fiir die Bandstruktur, so unterschitzt man haufig die Absorption inner-
halb des Kontinuums. Wie sich spater zeigen wird, liegt die Starke eines solchen Modells
fiir die Bandstruktur in der leichteren Anpassbarkeit der Parameter.

Ein wichtiger Vorteil der 30-Band k - p-Theorie gegeniiber denen mit geringerer Anzahl
von Bandern ist der, dass man die Bandstruktur iiber der gesamten ersten Brillouinzone
ausrechnen kann. Da das Leitungsbandminimum von Germanium am L-Punkt liegt,
werden die Eigenschaften des Ge/Si, 15Ge, g5-Quantenfilms dort diskutiert.

Aufgrund des Leitungsbandversatzes zwischen Silizium und Germanium entsteht — wie
auch am I'-Punkt — ein Confinement der Elektronen am L-Punkt. Da hier die Schwer-
und Leichtlochzustdnde bei ca. —1.6€eV liegen, spielen sie fiir die in Kapitel 4.2 beob-
achteten Effekte keine entscheidende Rolle. Das resultierende Confinementpotential am
L-Punkt ist in Abbildung 4.5 (a) gezeigt. Der Potentialtopf fallt hier deutlich kleiner
aus als am I'-Punkt, was auf die indirekte Bandliicke des Siliziums zuriickzufiihren ist,
die am L-Punkt der von Germanium &hnlicher ist als im Zentrum der ersten Brillouin-
zone. Man erhilt bereits fiir das Germaniumvolumenmaterial am L-Punkt eine starke
Aufspaltung zwischen Leicht- und Schwerlochband von ca. 150 meV, sodass die Leicht-
lochsubbander komplett vernachldssigt werden konnen. Der dominante Anteil der Wel-
lenfunktionen ist erneut als Betragsquadrat in Abbildung 4.5 (b) gezeigt. Dass diese hier
deutlich kleiner als die der I'-Punkt-Wellenfunktionen sind, liegt daran, dass die Bander
am L-Punkt nicht mehr ndherungsweise als reiner Volumenhalbleiterzustand bezeichnet
werden konnen, sondern einen Mischzustand aus allen Volumenbiandern bilden.
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(a) Confinementpotential im Bereich des energe- (b) Betragsquadrat des dominanten Anteils der L-
tisch hochsten Valenz- und niedrigsten Leitungs- Punkt-Wellenfunktionen der Valenz- und Leitungs-
band. subbéinder.

Abbildung 4.5.: Elektronische Eigenschaften des verspannten Ge/Sio.15Ge, g5-Quanten-
films am L-Punkt. Der Versatz zwischen den Wellenfunktionen dient
nur der besseren Darstellung.

Durch das geringere Confinement erhédlt man am L-Punkt lediglich ein Elektronsub-
band. Alle hdheren Subbdnder sind nicht mehr innerhalb des Quantenfilms lokalisiert
und verhalten sich dadurch wie Zustdnde eines Volumenmaterials. Das Maximum des
Leitungsbandes liegt, wie beim dreidimensionalem Germaniumbkristall, in der Ndhe von
2eV. Die Bandstruktur ist in Abbildung 4.6 gezeigt.
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Abbildung 4.6.: Bandstruktur des Ge/Si, 15Ge, g5-Quantenfilms um den L-Punkt in
[11 0]-Richtung. Die Nullpunktenergie entspricht dem Valenzbandma-
ximum aus dreidimensionalem Germanium.

Auch am L-Punkt lassen sich die kH—abhéngigen Dipolmatrixelemente berechnen, wel-
che in der Abbildung 4.7 fiir die TE- (a) und fiir die TM-Polarisation (b) in der [110]-
Richtung gezeigt sind. In der TM-Polarisation wird das Dipolmatrixelement mit kleiner
werdendem k; monoton kleiner, bis der Ubergang dipolverboten wird. Dieses Ergeb-
nis ist konsistent mit den Dipolmatrixelementen im Bereich des I''Punktes aus Abbil-
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dung 4.4 (b), die ebenfalls zur Mitte der Brillouinzone in [1 1 0]-Richtung verschwinden.
In der TE-Polarisation fillt das Dipolmatrixelement ebenfalls zur Mitte der ersten Bril-
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Abbildung 4.7.: Dipolmatrixelemente des Ge/Sio.15Ge,g5-Quantenfilms um den L-
Punkt entlang der [110]-Richtung.

louinzone hin ab, zunédchst deutlich langsamer als in der TM-Polarisation, zum Schluss
dann allerdings sprunghaft. Dieser Sprung liegt vermutlich an einem Kreuzen mit ande-
ren Subbiandern in der Mitte der Brillouinzone, wie es ebenfalls schon bei den I'-Punkt-
Matrixelementen der Fall war. In diesem Bereich der Brillouinzone wechselt vermutlich
die Zahl der gebundenen Elektronsubbander, was auch das starke Abknicken der Band-
struktur erkldren wiirde. Des Weiteren ist die Konvergenz der gesamten k - p-Theorie in
diesem Bereich relativ gering, da die Wellenfunktionen weder der Form der I'- noch der
L-Punktswellenfunktionen gentigen. Fiir die weitere Betrachtung ist dieser Fakt nicht
weiter von Bedeutung, da die Energien der Subbdnder sehr weit von der Bandliicke
entfernt sind, an der sich die im Folgenden diskutierten Effekte abspielen.

4.2. Experimentelles Vorgehen

Alle Experimente an der in Kapitel 4.1 vorgestellten Probe wurden in der Gruppe von
Prof. Dr. W. W. Riihle und PD Dr. S. Chatterjee an der Philipps-Universitdt Marburg
durchgefiihrt. Hierbei konnte der gleiche Versuchsaufbau fiir die beiden hier diskutier-
ten Experimente verwendet werden.

Die lineare Absorption wurde in einer Standardtransmissionsgeometrie unter Verwen-
dung einer Wolframlampe gemessen. Um das Signal zu detektieren wurde ein Spektro-
meter, bestehend aus einer Matrix gekiihlter (InGa)As-Photodioden, verwendet. Lineare
Absorption bedeutet in diesem Kontext, dass die Probe weder optisch noch elektrisch
stark angeregt wurde und in der Probe das Valenzband fast vollstandig gefiillt und das
Leitungsband fast vollstandig leer ist.

Das gemessene lineare Absorptionsspektrum des Ge/Si, 15Ge, g5-Quantenfilms bei T =
10K ist in Abbildung 4.8 (a) gezeigt. In dem ausgewdhlten Energiebereich sind die ener-
getisch niedrigsten Intersubbandiibergdnge am I'-Punkt anhand ihrer deutlichen exzi-
tonischen Resonanz zu erkennen. Das lineare Absorptionsspektrum eignet sich hervor-
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ragend fiir die Probencharakterisierung, da nicht nur der niedrigste Intersubbandiiber-
gang, sondern auch hohere Ubergéinge zu erkennen sind.
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Abbildung 4.8.: (a) Gemessenes und (b) berechnetes Absorptionsspektrum des
Ge/Sio.15Geg g5-Quantenfilms bei T = 10 K.

Die Abbildung 4.8 (b) zeigt das berechnete Absorptionsspektrum unter Verwendung der
30-Band k - p-Bandstrukturrechnung. Man erhélt mit den im Anhang B angegebenen
Parametern eine sehr gute Ubereinstimmung der ersten Ubergange Hohere Ubergénge
reagieren sehr sensibel auf die k - p-Parameter, und geringe Anderungen fiihren somit
leicht zu Abweichungen. So erhilt man, wie in Referenz [86], eine zu grofse Energie der
hoheren Uberginge. Die Balken in der Abbildung 4.8 (b) reprasentieren das Betrags-
quadrat der Dipolmatrixelemente der jeweiligen Ubergingen bei k| = 0 und sind an
der Energie des Intersubbandiibergangs im Einteilchenmodel aufgetragen. Die Energie-
differenz zwischen der Einteilchenenergie und dem tatsichlichen Ubergang wird durch
die Coulomb-Wechselwirkung verursacht.

4.3. Intervalley-Streuung von Elektronen

Erzeugt man eine Besetzung des Leitungsbandes im Bereich des I'-Punkts innerhalb
eines Ge/SiGe-Quantenfilms, so befinden sich diese Ladungstrager nicht im Gleich-
gewicht, da sich an diesem Punkt der ersten Brillouinzone nur ein lokales Minimum
befindet. Durch die Intervalley-Deformationspotentialstreuung (s. Kapitel 2.1.3.2) bewe-
gen sich die Elektronen allerdings in das globale Minimum am L-Punkt. In diesem Ka-
pitel wird diese Elektron-Phonon-Streuung auf zwei Wegen berechnet und der Einfluss
verschiedener Parameter auf die Streuzeit diskutiert. In beiden Fillen werden die pho-
nonassistierten Gleichungen, einmal in Markov-Ndherung und das andere Mal unter
Berticksichtigung der Gedachtniseffekte, gelost.

Eine schematische Darstellung des Intervalley-Streuprozesses ist in Abbildung 4.9 ge-
zeigt. Durch optische Anregung kann ein Elektron am I'-Punkt erzeugt werden. Da es
sich dort nicht im globalen Minimum des Leitungsbandes befindet, kann es durch die
Emission (oder aber auch Absorption) eines Phonons an den Rand der Brillouinzone
streuen.
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Abbildung 4.9.: Schematische Darstellung der Intervalley-Streuung vom I'-Punkt iiber
die Erzeugung eines Phonons zum L-Punkt in Germanium

Die Intervalley-Deformationspotentiale sind nicht exakt bekannt, da sie experimentell
schwer zugénglich sind und zusétzlich stark vom Bandindex, der Temperatur und der
Richtung abhdngen. Des Weiteren hingen die hier diskutierten Prozesse noch von der
ebenfalls nicht exakt bekannten Phonon-Kohédrenzliange ab, welche im Produkt mit dem
Deformationspotential auftauchen. Es soll hier keine Aussage iiber die Grofie dieses
Parameters getroffen werden. Ziel dieses Kapitels ist es, auf der einen Seite den Ein-
fluss dieses Parameters auf die Streuzeit zu untersuchen und auf der anderen Seite
den Einfluss von Gedéachtniseffekten bei dieser Form der Elektron-Phonon Streuung zu
untersuchen.
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Abbildung 4.10.: Startverteilung der Ladungstrager fiir die drei Elektronsubbander im
Bereich des I'-Punkts (a) und des L-Punkts (b) bei T = 300K

Als Anfangsbedingung fiir die Berechnung der Streuzeit ist, dass alle Ladungstrager
zum Zeitpunkt t = 0 im Bereich des I'-Punkts sind und sich in einem thermischen
Gleichgewicht befinden. Die Ladungstragerverteilung tiber dem reziproken Raum ist
Abbildung 4.10 gezeigt. Bei der Berechnung werden die drei Elektronsubbdnder am I'-
und das Elektronsubband am L-Punkt betrachtet. Die Locher befinden sich zum Zeit-
punkt t = 0 ebenfalls in der Umgebung des I'-Punkts. Da aber sie sich dort bereits
im globalen Maximum des Valenzbandes befinden, wird deren Dynamik im Folgenden
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nicht weiter diskutiert. Sie verweilen im thermischen Gleichgewicht, da keine Elektron-
Loch-Streuungen implementiert wurden.

Streut ein Ladungstrager vom I'-Punkt in das L-Tal, so besitzt er weiterhin eine tiber-
schiissige Energie von ca. 180 meV =+ 1)1 o, je nachdem ob der Streuprozess durch die
Emission (-) oder Absorption (+) eines Phonons zustande kam. Des Weiteren bildet sich
eine hohe Ladungstragerbesetzung bei diesen Energien im reziproken Raum im L-Tal
aus. Die Elektronen verweilen allerdings nicht lange an diesem Punkt, sondern sie re-
laxieren in eine thermische Gleichgewichtsverteilung. Dieser Prozess des Equilibrierens
wird durch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung erzeugt, weshalb hierbei die Energie-
und Ladungstragererhaltung nach den Gleichungen (2.76) und (2.77) gelten muss. Die-
ser Relaxationsprozess wurde in dieser Arbeit phdnomenologisch behandelt und durch
eine Relaxationszeit von 50 fs modelliert. Aufgrund des Energietiberschusses heizt sich
das elektronischen Ladungstragersystem sehr stark auf. Dadurch steht das Ladungstra-
gersystem nicht mehr im thermischen Gleichgewicht mit dem Gitter. Durch die Streu-
ung der Elektronen mit Phononen geht es dann auf einer grofieren Zeitskala wieder
in eine thermische Gleichgewichtsfunktion mit der Gittertemperatur iiber. Diese Form
des Ladungstragerabkiihlens wird in Kapitel 4.4 fiir das Lochsystem im Vergleich mit
experimentellen Daten diskutiert.

4.3.1. Experimenteller Nachweis von optischer Verstarkung

In der Referenz [88] wurde auf einer Femtosekundenskala optische Verstarkung an dem
in Kapitel 4.1 vorgestellten Quantenfilm gemessen. Die Abbildung 4.11, welche [88]
entnommen wurde, zeigt eine negative Absorption bei 5fs nach der Anregung. Die-
se Verstarkung verschwindet allerdings schon nach 15fs aufgrund der Streuung der
Elektronen vom I'-Punkt in eins der L-Téler. Details zu dem Experiment konnen der
Referenz [88] entnommen werden.
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Abbildung 4.11.: Gemessene Absorption des 14.3nm verspannten Ge/Sio 15Geo85-
Quantenfilms zu verschiedenen Zeiten nach der Anregung bei T =
300K [88].

Anhand eines Zweibandmodells und unter Verwendung der Halbleiter-Bloch-Gleichun-
gen mit Elektron-Elektron- und Elektron-Phonon-Streuung in zweiter Born-Markov-Na-
herung wurden in Referenz [89] die zugehorigen Ladungstragerdichten und eine daraus
resultierende Streuzeit der Elektronen von 140 fs in das L-Tal abgeschétzt.
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4.3.2. Markov-Naherung

Die Markov-Nédherung der phononassistierten Gleichungen ist in Kapitel 2.2.4 gezeigt
und werden hier mit den oben genannten Anfangsbedingungen fiir den Ge/Si,.15Ge, g5-
Quantenfilm gelost. Alle Rechnungen werden bei einer Temperatur von 300 K durchge-
fiihrt.

Die resultierende Ladungstragerdynamik des ersten Elektronsubbands ist in der Abbil-
dung 4.12 in einer Falschfarbendarstellung gezeigt. Die Wellenzahl k| verlduft entlang
der Abszisse und die Zeitachse entlang der Ordinate. In Falschfarben ist die Ladungs-
tragerdichte von blau (keine Besetzung) bis rot (hohe Besetzung) um den I'- (a) und
um den L-Punkt (b) gezeigt. Betrachtet man zunéchst die Besetzung um den I'-Punkt,
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Abbildung 4.12.: Falschfarbendarstellung der zeitabhdngigen Ladungstrégerbesetzung
um den I'- (a) und um den L-Punkt des jeweils ersten Elektronsub-
bands des Ge/Sio.15Ge, g5-Quantenfilms bei der Verwendung eines

Intervalley-Deformationspotentials von di,qp = 7 - 108eVem ™! bei
T =300K.

so ist zu erkennen, dass die Besetzung sich weitestgehend in der Hohe, nicht aber in
der Form &ndert. Dies liegt daran, dass die Relaxationszeit von 50 fs sehr viel grofier
als die Intervalley-Streuzeit bei dem in dieser Rechnung verwendeten Deformations-
potential ist. Die kleineren Unregelméfsigkeiten entlang der Abszisse sind numerischen
Fehlern geschuldet. Um den L-Punkt bildet sich ein Bereich zwischen k| ~ 0.82 (77/a;)
bis k| ~ 0.92(7/a;;) heraus, in den die Ladungstréger streuen. Diese verweilen nicht
lange dort, sondern relaxieren in eine thermische Verteilung so das fiir t — 1 ps sich das
Maximum der Ladungstragerverteilung am L-Punkt befindet.

Betrachtet man Querschnitte parallel zur Abszisse, also Ladungstriagerverteilungen in
Abhédngigkeit von der Wellenzahl k| bei fester Zeit ¢, erhélt man ein konkreteres Bild
der Verteilungsfunktion. Die resultierenden Verteilungen sind in Abbildung 4.13 fiir
die Zeiten t = 0, 50, 100, 200, 500 und 950 fs gezeigt. Der oben bereits angesprochene
ky-Bereich hort auf der Seite zum L-Punkt hin sehr abrupt auf, wohingegen auf der ge-
gentiberliegenden Seite bei k| ~ 0.82 (7/a;) der Ubergang kontinuierlicher wirkt. Dies
lasst sich dadurch erklédren, dass es aufgrund der Bandstruktur keine weiteren Zustande
um den I'-Punkt gibt, die durch Emission eines Phonons zu tieferen Zustdnden streuen
konnen.
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Abbildung 4.13.: Ladungstrdgerverteilungen bei verschiedenen Zeiten ¢t des jeweils ers-
ten Elektronsubbands. Das Rauschen der Verteilungsfunktionen wird
durch die geringe numerische Auflosung im reziproken Raum er-
zeugt.

Beim Losen der Halbleiter-Bloch-Gleichungen unter Verwendung der Elektron-Phonon-
Streuung kommt das Wechselwirkungsmatrixelement quadratisch vor. Fiir den Fall,
dass es kein Auffiillen des Phasenraums gibt, erwartet man eine quadratische Abhang-
igkeit von den Streuzeiten vom Deformationspotential. Aufgrund der sehr hohen Zu-
standsdichte am L-Punkt, die durch das Vernachladssigen der Winkelabhéingigkeit ent-
steht, bildet sich auch bei schnellen Streuzeiten kein Auffiillen des Phasenraums. Die
Streuzeit der Ladungstrager ldsst sich bestimmen, indem man die iiber den reziproken
Raum integrierte Ladungstragerdichte des energetisch niedrigsten Elektronsubbands
in Abhédngigkeit von der Zeit betrachtet. Dies ist in Abbildung 4.14 fiir verschiedene
Intervalley-Deformationspotentiale gezeigt.
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Abbildung 4.14.: Integrierte Elektron-Ladungstragerdichte in Abhéngigkeit von der
Zeit fiir verschiedene Intervalley-Deformationspotentiale.

Die Ladungstragerdichten konvergieren am I'-Punkt alle gegen eine Dichte von nr ~
1.7 -10% cm~2 und am L-Punkt gegen n; ~ 9.7 - 10" em~2. Die Differenz zwischen
der Anfangsladungstrigerdichte von 1ges = 1.0 - 10'? cm™2 und der Summe der beiden
Endzustdnden ist auf die beiden anderen Elektronsubbadnder verteilt. Dass die Dichte
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am I'-Punkt nicht weiter sinkt, sondern gegen einen endlichen Wert konvergiert, liegt
daran, dass sich das Ladungstragersystem sehr stark aufheizt und die Gleichgewichts-
verteilung nicht vollstindig am L-Punkt lokalisiert ist, sondern bis zum I'-Punkt weiter
lauft.

Die gestrichelten Linien in der Abbildung 4.14 sind nach der Formel

N(t) = No + Nj exp (—%) (4.1)

mithilfe eines nichtlinearen Anpassungsalgorithmus den integrierten Ladungstrager-
dichten angepasst worden. Die Anpassung ist relativ gut, allerdings nicht perfekt, was
daran liegt, dass das Streuverhalten nicht einer so einfachen Formel folgt, sondern sich
die Streuzeiten aufgrund der jeweils aktuellen Besetzung und Ladungstragertemperatur
andert. Da der Einfluss dieser Parameter aber aufgrund der hohen Zustandsdichte im
L-Tal ziemlich gering ist, erhdlt man dennoch eine sehr gute Ubereinstimmung.

Die resultierenden Streuzeiten sind in der Abbildung 4.15 fiir den Abfall der Besetzung
am I'-Punkt und den Anstieg am L-Punkt dargestellt. Die einfache Vorstellung, dass
die Streuzeit quadratisch von der Grofie des Intervalley-Streupotentials abhédnge, erfiillt
sich nicht. Griinde hierfiir sind das Entleeren des Phasenraumes am I'-Punkt, da die
Elektronen von dort mittels Intervalleystreuung genauso schnell wegstreuen, wie sie
aus hoheren k-Zustdnden mittels Coulomb-Streuung an den I'-Punkt streuen. Am L-
Punkt fiillt sich der Phasenraum hingegen sehr schnell bei bestimmten Wellenzahlen
und verringert so die Streuung.
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Abbildung 4.15.: Intervalley-Streuzeiten in Abhidngigkeit von dem Deformationspoten-
tial. Um eine Vorstellung tiber den Fehler der Streuzeit zu bekommen,
sind die Streuzeiten fiir das Wegstreuen aus dem I'- und das Hin-
streuen in das L-Tal aufgetragen.

4.3.3. Losung unter Beriicksichtigung von Gedachtniseffekten

Fiir die Berechnung der Intervalley-Streuung unter Berticksichtigung der Gedéchtnisef-
fekte wird der Anfangszustand genauso prédpariert wie im Kapitel 4.3.2, was bedeutet,
dass sich zum Zeitpunkt t = 0 alle Ladungstrdager am I'-Punkt befinden. Die Gedédcht-
niseffekte werden bei der Losung der vollen phononassistierten Gleichungen bertick-
sichtigt, welche in den phononassistierten Dichten (i = j.) beziehungsweise in den

Kohérenzen (i, # j.) FZ.jE und G enthalten sind.

. *
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4.3 Intervalley-Streuung von Elektronen 75

Die Anfangsbedingung der phononassistierten Polarisationen kann man auf null setzen,
da es zu Zeiten t < 0 keine Polarisation und kein Lichtfeld gibt, welches diese Grofie
hitte erzeugen konnen. Bei den phononassistierten Dichten ist dies nicht der Fall, da
diese von den Ladungstragerdichten zu Zeiten t < 0 abhdngt. Allerdings handelt es
sich bei den phononassistierten Dichten um komplexe Grofien, fiir die die Gleichge-
wichtsfunktionen nicht bekannt sind, weshalb die Grofie zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf null
gesetzt wird. Hierdurch befinden sich diese Grofsen aber in einem starken Nichtgleich-
gewichtszustand, welcher sich in der Streuung der Ladungstrdger bemerkbar machen
wird.

Die Falschfarbendarstellung in Abbildung 4.16 zeigt die Ladungstragerdichte in Ab-
héngigkeit von der Zeit (Ordinate) und der Wellenzahl k| (Abszisse). Zunéchst ist, wie
unter Verwendung der Markov-Ndherung ein Streuen der Elektronen vom I'-Punkt in
das L-Tal zu erkennen, wobei sich das Ladungstragersystems aufgrund des Energie-
tiberschusses deutlich aufheizt. Als Unterschied ldsst sich hier jedoch feststellen, dass
das Ladungstrdgerstreuen langsamer als in der Markov-Naherung ist.
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Abbildung 4.16.: Falschfarbendarstellung der zeitabhiangigen Ladungstrédgerbesetzung
um den I'- (a) und um den L-Punkt des jeweils ersten Elektronsub-
bands des Ge/Si,.15Ge, g5-Quantenfilms bei der Verwendung eines

Intervalley-Deformationspotentials von djyqp = 10 108 eV em ™! bei
T = 300K unter Berticksichtigung der Gedachtniseffekte.

Betrachtet man erneut Querschnitte des Falschfarbenbildes, wie in Abbildung 4.17 ge-
zeigt, so ergibt sich ein stark unterschiedliches Bild zu den Ergebnissen der Markov-
Naherung in Abbildung 4.13. Die Ladungstrdagerdichte um den I'-Punkt (a) verringert
sich fiir den Fall ohne Gedachtniseffekte deutlich schneller als bei Losung der vollen
Gleichungen, wobei sich die Form allerdings nicht stark dndert, da es sich in beiden Fal-
len um die Gleichgewichtsfermiverteilung handelt. Auch der Aufheizvorgang scheint in
beiden Féllen gleich zu verlaufen. Im L-Tal (b) sieht man neben dem geringeren An-
stieg der Dichte mit der Zeit auch einen grofien Unterschied in der Form der Verteilung.
Fiir kurze Zeiten bildet sich bei der vollstindigen Rechnung zunichst eine sehr brei-
te Verteilung aus, die sich mit der Zeit in ein immer schirfer werdendes Maximum
verdndert, welches fiir lange Zeiten wieder verschwindet. Hier macht sich die Energie-
Zeit-Unscharfe deutlich, da der Anfangszustand der phononassistierten Dichten exakt
bestimmt ist. Indem man die Anfangsbedingung der phononassistierten Dichten fiir
t = 0 auf null setzt, lasst sich die Energie nicht exakt bestimmen und die Streuung ist
zundchst energetisch unscharf, was dann erst mit der Zeit verschwindet. Die Existenz
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Abbildung 4.17.: Ladungstragerverteilungen bei verschiedenen Zeiten ¢ des jeweils ers-
ten Elektronsubbands.

des spéter sehr scharfen Maximums, welches auch noch fiir lange Zeiten zu erkennen
ist, ist vermutlich auf die starke Nichtgleichgewichtsverteilung der phononassistierten
Dichten zurtickzufiihren, da diese Resonanz mit steigender Zeit immer geringer wird
und sich die Form der Ladungstrigerverteilung im L-Tal immer mehr der Verteilung
anpasst, welche sich unter Verwendung der Markov-Néherung ergeben hat.

Diese Unterschiede bei den Berechnungen fiihren jetzt dazu, dass sich die Intervalley-
Streuung der Elektronen deutlich langsamer verhilt als bei Vernachldssigung der Ge-
déchtniseffekte. Die resultierenden, iiber dem jeweiligen Tal integrierten, Ladungstra-
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Abbildung 4.18.: Integrierte Elektron-Ladungstragerdichte in Abhéngigkeit von der
Zeit fiir verschiedene Intervalley-Deformationspotentiale.

gerdichten in Abbildung 4.18 zeigen, dass die Dichten deutlich langer brauchen, um
sich an den Gleichgewichtszustand anzupassen, als bei der Markov-Nédherung, welche
in Abbildung 4.14 dargestellt sind.

Die Anderung der integrierten Ladungstrigerdichten wurde wieder nach dem einfachen
exponentiellen Zerfall aus Gleichung (4.1) angepasst, was durch die gestrichelten Linien
in Abbildung 4.18 reprasentiert wird. Die daraus resultierenden Streuzeiten sind in Ab-
hangigkeit von den Phononmatrixelementen in Abbildung 4.19 gezeigt. Im Vergleich mit
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den Ergebnissen aus der Markov-Naherung ergibt sich zwar die gleiche Abhdngigkeit
von dem Phononmatrixelement, allerdings eine deutlich grofiere Streuzeit bei gleichem
Intervalley-Deformationspotential.
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Abbildung 4.19.: Intervalley-Streuzeiten in Abhdngigkeit des Deformationspotentials.
Um eine Vorstellung tiber den Fehler der Streuzeit zu bekommen sind
die Streuzeiten fiir das Wegstreuen aus dem I'- und das Hinstreuen
in das L-Tal aufgetragen.

Das Problem bei der Beurteilung, ob die Markov-Nédherung anwendbar ist, ist die Un-
kenntnis dariiber, wieweit die Anfangsbedingung der phononassistierten Dichten von
der tatsdchlichen Verteilung abweichen. Zunichst konnte man argumentieren, dass nach
einer starken optischen Anregung, die zu der Ladungstragerdichte am I'-Punkt gefiihrt
hat, die phononassistierten Dichten auch nicht instantan im Gleichgewicht sind, son-
dern erst in dieses relaxieren miissen. Doch ist eben auch nicht klar, ob die verwen-
dete Anfangsbedingung der phononassistierten Dichten besser dem dadurch praparier-
ten Nichtgleichgewicht entspricht. Es kann an dieser Stelle nicht entschieden werden,
ob die Markov-Naherung zuldssig ist oder nicht. In der Arbeit sollte gezeigt werden,
dass das Phanomen der Intervalleystreuung auch mit der hier vorgestellten mikrosko-
pischen Theorie beschrieben werden kann und welchen Einfluss die Vernachlédssigung
der Gedachtniseffekte auf die Streuung hat. Fiir eine genauere Beurteilung miissen wei-
tere Untersuchungen durchgefiihrt werden, und es ist zu erwarten, dass es stark von
den Materialien und Anregungsbedingungen abhdngen wird. Auf theoretischem Wege
konnte man in einem ersten Schritt die Gleichgewichtfunktionen der phononassistier-
ten Dichten bestimmen und {iiberpriifen, wie sich die Streuzeiten fiir die veranderte
Anfangsbedingung verhalten. In einem zweiten Schritt konnte man dann die optische
Anregung, die zur Erzeugung der Ladungstrager um den I'-Punkt fiihrt mit simulie-
ren und untersuchen, wie sich die Intervalleystreuung mit und ohne Beachtung der
Gedichtniseffekte verhilt.

4.4. Phononassistiertes Abktihlen von heil3en Lochern

Durch die Trennung der Ladungstrdger im reziproken Raum aufgrund der Lage der
Bandextrema und der sehr langsam stattfindenden phononassistierten Ladungstrager-
rekombinationen kann das Lochsystem nach der Anregung unabhingig von den Elek-
tronen betrachtet werden. Die Absorption am I'-Punkt wird mafsgeblich durch die Lo-
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cher bestimmt [9o]. Nach der Intervalley-Streuung der Elektronen in das L-Tal der ersten
Brillouinzone kann das Lochsystem weitestgehend unabhingig von dem der Elektronen
untersucht werden [91].

Im Experiment kann die Anderung der Absorption am I'-Punkt zeitaufgeldst untersucht
werden. Es wird das gleiche Experiment wie bei der Betrachtung des optischen Gewinns
durchgefiihrt, wobei man in diesem Fall solange wartet, bis die Elektronen in das L-Tal
gestreut sind. Die Absorption am I'-Punkt ist dann ausschliefilich durch die Locher und
deren Verteilung im reziproken Raum bestimmt.

Das Auftreten heiffer Locher und deren Abkiihlen wurde in volumenartigem Germani-
um von Woerner et al. [92, 93] experimentell untersucht, und die Ergebnisse wurden mit
Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation reproduziert [94]. Das Abkiihlen des Lochsystems
wird zu Beginn durch optische Phononen bestimmt [92] und erst auf langen Zeitskalen
nach mehreren 100 ps durch akustische Phononen voran getrieben.

4.4.1. Experimenteller Befund

Die Absorption am I'-Punkt wird durch die Ladungstrdgerbesetzung der Elektronen
und Locher der jeweiligen Subbdnder und deren Bandstruktur bestimmt. Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten, diese Faktoren experimentell zu variieren und somit deren
Eigenschaften zu untersuchen.

Die Abbildung 4.20 zeigt die Absorption des 14.3 nm Ge/Si, 15Ge, g5-Quantenfilms bei
10K fiir verschiedene Zeiten nach der Anregung. Der Versatz zwischen den Absorp-
tionen zu verschiedenen Zeiten dient der schnelleren Erfassung der Daten und hat
keine physikalische Bedeutung. Die Abbildungen 4.20 (a) und (b) zeigen beide den
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Abbildung 4.20.: Experimentelle Absorption des Ge/Sio.15Ge, g5-Quantenfilms bei ei-
ner Gittertemperatur von 10K fiir zwei Anregungsszenarien.

gleichen experimentellen Befund und unterscheiden sich durch die geringfiigig un-
terschiedlichen Anregungsleistungen und die deutlich unterschiedlicheren Anregungs-
energien, mit denen das Experiment durchgefiihrt wurde. In 4.20 (a) erkennt man, dass
mit zunehmender Zeit der Ubergang e1-h1 ausbleicht beziehungsweise die exzitoni-
sche Signatur verschwindet. Die iibrigen Ubergéinge bleiben in ihrer Form und Star-
ke nahezu unverédndert. Dies ldsst sich wie folgt erkldren: Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird
tiber eine starke optische Anregung eine Ladungstragerbesetzung am I'-Punkt erzeugt.
Durch die Intervalley-Streuung streuen die Elektronen auf einer sehr kurzen Zeitska-
la, wie in Kapitel 2.1.3.2 beschrieben, in das L-Tal, wobei sie eine Uberschussenergie
von ca. 180 meV besitzen, die zu einem Aufheizen der Ladungstrdgersysteme tiber die
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Coulomb-Wechselwirkung fiithrt. Zum Zeitpunkt ¢+ = 1ps befinden sich nahezu alle
Elektronen im L-Tal, und die Locher sind immer noch am I'-Punkt, allerdings nicht im
thermischen Gleichgewicht mit dem Gitter, sondern mit einer hohen Ladungstragertem-
peratur. Uber die Elektron-Phonon-Wechselwirkung beginnt das Ladungstragersystem
abzukiihlen, wodurch die Besetzung bei kH = 0 steigt, was ein Ausbleichen der exzito-
nischen Signatur zur Folge hat. Dass die hoheren Uberg'ange sich dabei nicht in ihrer
Form &ndern, liegt an der geringen Ladungstragerdichte, die hier betrachtet wird, und
daran, dass selbst bei hohen Temperaturen keine signifikante Besetzung der hoheren
Zustande vorhanden ist. In der Abbildung 4.20 (b) ist der gleiche experimentelle Befund
zu erkennen. Zwar sind die beiden Experimente bei einer gleichen Anregungsleistung
durchgefiithrt worden, doch ldsst sich daraus nicht der Schluss ziehen, dass die La-
dungstragerdichten deshalb gleich sein miissten. Aufgrund der hoheren Zustandsdichte
lassen sich bei hoheren Anregungsgenergien auch deutlich mehr Ladungstrager erzeu-
gen. Hierdurch folgt ein stirkeres Ausbleichen der exzitonischen Resonanz aufgrund
der grofieren Besetzung der Locher am I'-Punkt. Die Absorption energetisch hoherer
Ubergéinge scheint sich nicht mit der Zeit zu dndern, was darauf schlieflen liasst, dass
die Ladungstrdagerdichten nicht so hoch sind, dass eine signifikante Besetzung dieser
Zustédnde vorladge.

Die experimentellen Ergebnisse werfen Fragen auf, die im weiteren Verlauf durch ei-
ne Analyse der experimentellen Daten und durch einen Experiment-Theorie-Vergleich
beantwortet werden sollen. Ziel ist es, ein konsistentes Bild iiber die Vorgédnge fiir die
Zeiten t = 0 bis t = 100 ps nach der optischen Anregung zu erlangen.

Die erste Frage, die sich stellt, ist, weshalb sich das Lochsystem tiberhaupt so stark auf-
heizt, da durch die Uberschussenergie zwischen dem Leitungsbandminimum am I'- und
am L-Punkt sich zundchst nur die Elektronen aufheizen konnen. Erzeugt man die Lo-
cher durch optische Anregung nicht im ersten, sondern in hoheren Subbandern, so ha-
ben diese auch einen Uberschussenergie, die zu einem Aufheizen fithren konnte. Doch
es wird gezeigt, dass die Temperatur der Locher nur geringfiigig von der Anregungs-
wellenldnge abhédngt, was diese Moglichkeit ausschliefit. Die wahrscheinlichere Erkla-
rung ist durch die Elektron-Loch-Streuung gegeben. In Kapitel 3.3.2 wurde diskutiert,
dass der Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung in der Hartree-Fock-Néaherung zwar
gering ist, es aber in der Literatur Hinweise auf eine starke Wechselwirkung zwischen
L-Punkt-Elektronen und I'-Punkt-Lochern gibt. Dies konnte ein Aufheizen der Locher
auf einer Subpikosekundenskala erkldren. Da in dieser Arbeit die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung allerdings nur auf Singlet-Ebene betrachtet wurde, ldsst sich diese Fra-
ge nicht mittels theoretischer Betrachtungen beantworten.

Die zweite Frage ist, wie das Abkiihlen des Lochsystems von den experimentellen Ge-
gebenheiten wie beispielsweise der Anregungsleistung oder der Anregungswellenldnge
abhédngt und ob sich der Abkiihlvorgang iiber die Elektron-Phonon-Wechselwirkung mit
optischen Phononen auf der Zeitskala bis 100 ps nach der Anregung erklédren ldsst. Hier-
bei ist ferner zu kldren, ob es bei den Experimenten zur Erzeugung heiffer Phononen
gekommen ist. Phononen, die nicht der Bose-Einstein-Verteilung aus Gleichung (2.85)
geniigen (heiffe Phononen), konnen bei starker optischer Anregung durch die Ener-
gieabgabe der Elektronen an das Gitter erzeugt werden. Hierfiir sind in nicht-polaren
Kristallen aufgrund der schwicheren Elektron-Phonon-Wechselwirkung deutlich hohe-
re Dichten als in polaren Kristallen notwendig [95, 96]. Der Effekt heifser Phononen
konnte in Germaniumvolumenkristallen nachgewiesen werden [91]. Wo die Schwelle
fiir diesen Effekt in Quantenfilmsystemen liegt, ldsst sich aber hieraus nicht ableiten.
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4.4.2. Experiment-Theorie-Vergleich

Um die experimentellen Befunde aus dem Kapitel 4.4.1 zu verifizieren, wird unter Ver-
wendung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen die Absorption des Ge/Si,.15Ge, g5-Quant-
enfilms berechnet und die Ladungstrdgertemperaturen in Abhéngigkeit von der Zeit
durch einen Vergleich der experimentellen Daten mit den simulierten Spektren be-
stimmt. In einem zweiten Schritt wird der Abkiihlvorgang mithilfe der phononassis-
tierten Gleichungen berechnet und die Abhidngigkeit des Abkiihlens von den Material-
parameter diskutiert.

Fiir die Simulation der Spektren wird die Absorption des Ge/Si,.15Ge, g5-Quantenfilms
fiir unterschiedliche Ladungstragertemperaturen und Dichten berechnet und mit den
experimentellen Ergebnissen verglichen. Bei der Berechnung der Absorption wird eine
konstante Ladungstragertemperatur angenommen. Diese Néaherung ist gerechtfertigt,
da sich die Ladungstragertemperaturen auf einer langsameren Zeitskala abkiihlen als in
der Zeit, die fiir die Absorption simuliert wird.

Obwohl die hoheren Ubergénge im Vergleich der linearen Absorption in Abbildung 4.8
keine exakte Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie zeigten, lassen sich
die Abkiihlprozesse aus zwei Griinden trotzdem vergleichen. Zunichst dndert sich die
Absorption der hoheren Uberginge, wie beispielsweise der el-hh2- oder auch der el-
lhl—Ubergang, aufgrund der geringen Ladungstragerdichte nicht oder nur sehr gering,
weshalb deren Betrachtung nicht relevant ist. Der zweite Grund ist, dass es einen deutli-
chen Hinweis gibt, dass die Elektronmasse unterschitzt wird und somit die energetische
Position der hoheren Elektronsubbander iiberschitzt wird. Die Position der Lochsub-
bander hingegen hat einen geringeren Fehler, weshalb die Verteilungsgfunktionen der
Locher ebenfalls einem geringen Fehler unterliegen.

Experiment

o — Theorie
S 06
&
2
2 04
it
g
£ 02
o)
Z

0.0

0.90 0.95 1.00 1.05

Energie [eV]

Abbildung 4.21.: Experimentelle (hellblaue Fldche) und simulierte (durchgezogenen
dunkelblaue Linie) Absorption des Ge/Sio.15Ge, g;-Quantenfilms. Bei
der Simulation wurde das zweite Elektron-Subband um 30 meV zu
niedrigeren Energien verschoben.

Die Abbildung 4.21 zeigt die gemessene (hellblaue Fliche) und berechnete (durchge-
zogenen dunkelblaue Linie) Absorption der Probe, wobei das zweite Elektron-Subband
um 30meV zu niedrigeren Energien verschoben wurde. Hierdurch erreicht man eine
ausgezeichnete Ubereinstimmung der hoheren Ubergéngen mit dem zweiten Elektron-
Subband. Es ist daher anzunehmen, dass die energetische Lage der Lochsubbander kor-
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rekt ist und lediglich die hoheren Elektronsubbdnder mit den Literaturparametern der
30-Band k - p-Theorie zu hoheren Energien verschoben sind. In Folge dessen ist anzu-
nehmen, dass mit der richtigen Lage der Lochsubbédnder auch die korrekten Lochbeset-
zungen der jeweiligen Subbdnder berechnet werden. Die Abweichungen zwischen Ex-
periment und Theorie beschrianken sich auf die Linienform, die erst bei der Berechnung
des Dephasierens iiber die Elektron-Elektron-Streuung korrekt wiedergegeben werden
kann.

Ein moglicher Grund fiir die nicht exakte Ubereinstimmung der Quantenfilm-Band-
struktur mit dem Experiment, obwohl die Bandstruktur fiir das Volumenmaterial Ger-
manium und Silizium perfekt wiedergegeben werden kann, wire eine Mehrdeutigkeit
der verwendeten Kopplungsparameter in der k - p-Theorie. Eine anderer Grund konnte
in der Berechnung der Verspannung liegen. Der Einfluss der Verspannung auf die hohe-
ren Leitungsbander, die bei der 30-Band k - p-Theorie verwendet werden, wurde bisher
nicht ausfiihrlich untersucht.
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Abbildung 4.22.: Vergleich der Absorptionsspektren des Ge/Sio 15Ge, 85-Quantenfilms
bei einer Gittertemperatur von Tj. = 10 K. Die experimentellen Daten
(gestrichelte Linien) zeigen die Absorption fiir verschiedene Zeiten
nach der Anregung fiir die beiden Anregungsszenarien. Die simu-
lierten Spektren (durchgezogenen Linien) sind fiir verschiedenen La-
dungstragertemperaturen berechnet worden.

Ein Vergleich der simulierten und gemessenen Absorptionsspektren der beiden oben
diskutierten Anregungsszenarien sind in Abbildung 4.22 gezeigt. In (a) sind die Mes-
sungen fiir eine Anregungsleistung von P = 0.025 mW und einer Anregungsenergie von
Epump = 0.96€V und in (b) fiir von P = 0.029 mW beziehungsweise Epymp = 1.016eV
fiir verschiedene Zeiten nach der optischen Anregung gezeigt. Die simulierten Spektren
sind in (a) mit einer Lochdichte von d = 0.1-102cm~2 und in (b) von d = 0.5 - 10'? cm 2
berechnet worden, wobei die Dichte solange variiert wurde, bis eine Ubereinstimmung
zwischen Experiment und Theorie erreicht wurde. Um die zeitliche Verzogerung zu
simulieren, wurde fiir die unterschiedlichen Spektren die Ladungstragertemperatur va-
riiert. Man erhélt fiir den el-hh1- und den el-Ih1-Ubergang eine sehr gute Ubereinstim-
mung zwischen Experiment und Theorie. In beiden Fillen wird das Ausbleichen der
exzitonischen Resonanz des el-hh1-Ubergangs reproduziert, wihrend der energetisch
nichst hohere Ubergang nahezu unveriandert bleibt. Bei den Berechnungen wurde in
beiden Fillen eine Dephasierungszeit von T, = 0.2fs verwendet. Da es sich bei dieser
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Zeit allerdings um eine phdnomenologische Grofse handelt, die sowohl von der La-
dungstragertemperatur als auch von der Ladungstragerdichte abhédngt, wird die exakte
Form des Absorptionsspektrums nicht wiedergegeben. Die berechneten Spektren wur-
den um 5meV zu niedrigeren Energien verschoben. Im Experiment wurde vermutlich
eine andere Stelle der Probe untersucht, was diese Verschiebung rechtfertigt. Die Dicke
der Quantenfilme kann sich leicht iiber der Probe um ein paar Monolagen dndern, was
eine Verschiebung der Spektren in der Gréflenordnung von wenigen meV zur Folge hat.

Damit die zeitliche Verdnderung der Absorption etwas deutlicher zu erkennen ist, ist
in Abbildung 4.23 die maximale Absorption des energetisch niedrigsten Ubergangs in
Abhiangigkeit von der Zeit fiir die beiden Anregungsbedingungen gezeigt und mit den
simulierten Werten fiir die verschiedenen Ladungstragertemperaturen verglichen. Man
findet konsistent mit den vorherigen Ergebnissen eine sehr gute Ubereinstimmung ZWi-
schen Experiment und Theorie. Im Vergleich zwischen (a) und (b) zeigt sich ein unter-
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Abbildung 4.23.: Vergleich der maximalen Absorption des e1-hh1-Ubergangs bei einer
Gittertemperatur von T). = 10K. Die blauen Quadrate reprasentieren
die experimentellen Daten und die ttirkisen Dreiecke die berechneten.

schiedliches Verhalten der maximalen Absorption mit der Zeit. In (a) scheint die Ab-
sorption sich relativ linear mit der Zeit zu verringern, wiahrend es in (b) eher nach
einer exponentiellen Abhingigkeit ausschaut. Die Absorption des e1-hh1-Ubergangs
folgt keiner einfachen Funktion in der Zeit, da die Bandstruktur stark von einer quadra-
tischen Dispersion abweicht, was dazu fiihrt, dass die Besetzungsverteilung ebenfalls
keine einfache Funktion in der Zeit oder Temperatur darstellt. Riickschliisse tiber den
Zusammenhang zwischen Ladungstragertemperatur und Absorption kénnen demnach
nur tiber einen Vergleich zwischen den simulierten und gemessenen Spektren erfolgen.

Mithilfe des Experiment-Theorie-Vergleichs konnen die Ladungstragertemperaturen der
Locher bestimmt werden. Dafiir wird die Ladungstragertemperatur der Locher bei der
Berechnung solange variiert, bis eine Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theo-
rie erreicht wird. Hierdurch ergibt sich die in Abbildung 4.24 gezeigte Lochtemperatur
als Funktion der Zeit. Neben den beiden bisherigen Anregungsszenarien wurde hier
noch ein weiterer Fall (Ppump = 0.0045mW, Epump = 1.016 €V) betrachtet, um die Aus-
sagekraft zu erhohen. Vergleicht man das zeitliche Temperaturverhalten der drei Anre-
gungsszenarien, so erhdlt man eine extrapolierte Anfangstemperatur von ca. 800 K und
ein Abkiihlen der Locher, das unabhidngig von Energie und Leistung der Anregung ist.
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Abbildung 4.24.: Ladungstragertemperatur der Locher am I'-Punkt als Funktion der
Zeit fiir verschiedenen Anregungsgleistungen und Anregungsenergi-
en.

Selbst fiir den Fall, dass die Anregung resonant mit dem el—hhl—ﬂbergang (>) erfolgt,
erhidlt man ein starkes Aufheizen des Lochsystems. Dies wird als starkes Indiz fiir
eine schnelle Elektron-Loch-Kopplung interpretiert. Die Leitungsbandelektronen besit-
zen durch die Streuung vom T'- zum L-Tal eine Uberschussenergie, die zu einem Auf-
heizen der Elektronen fiihrt. Jetzt heizt sich das Lochsystem ebenfalls auf einer Sub-
Pikosekundenskala auf, obwohl sich die Locher am I'-Punkt bereits im energetischen
Maximum des Valenzbandes befinden. Die zusétzliche Energie kann nur durch eine
starke Elektron-Loch-Kopplung zwischen den beiden Ladungstragersystemen ausge-
tauscht werden. Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung fiir optische Phononen fiihrt zu
einem Abkiihlen der Locher auf einer Pikosekundenskala, wie spater noch diskutiert
wird. Die Wechselwirkung mit akustischen Phononen ist dann noch einmal Grofsenord-
nungen langsamer und fithrt zu einem langsamen Abkiihlen iiber mehrere 100 ps. Es
bleibt nach diesen Uberlegungen nur die Coulomb-Wechselwirkung iibrig, die auf einer
Sub-Pikosekundenskala zu diesem Energieaustausch fithren kann.

Um die Ergebnisse weiter zu verifizieren, wird anhand von anregungsleistungsabhan-
gigen Messungen bei konstant gehaltener Anregungsenergie bei zwei verschiedenen
Zeiten erneut eine Anpassung von Theorie und Experiment durchgefiihrt. Dabei wird
die Absorption bei den Zeiten t = 5ps und 500 ps fiir Anregungsleistungen von P =
0.00045 mW bis zu 0.25 mW bei quasiresonanter Anregungsenergie von Epump = 0.963 eV
gemessen. Durch Variieren der Ladungstragertemperatur und Dichte kann bei der Be-
rechnung der Spektren eine hervorragende Ubereinstimmung erreicht werden, wie in
Abbildung 4.25 gezeigt ist. Nach 5 ps besitzt das Lochsystem in allen Féllen eine Tem-
peratur von ca. 300 K, was konsistent mit den Ergebnissen aus den zeitabhdngigen Be-
trachtungen des Abkiihlens ist. Da sich das Lochsystem nach dem anfanglich schnellen
Abkiihlen bis ca. 40 ps sehr langsam der Gittertemperatur anpasst, besitzt das Lochsys-
tem nach 500 ps noch eine Temperatur von ca. 20 K.

Es muss demnach fiir dieses Materialsystem angenommen werden, dass das Relaxie-
ren der Ladungstrager zu einer Gleichgewichtsfunktion auf derselben Zeitskala wie das
Thermalisieren beider Ladungstrédgertypen stattfindet. Diese Erkenntnis ist hinsichtlich
der Beurteilung der Laserfdhigkeit dieses Materialsystems von grofler Bedeutung. Es
ist daher nicht ausreichend, wie im Kapitel 2.1.3.2 diskutiert, eine geniigend grofse La-
dungstragerbesetzung am I'-Punkt zu erzeugen, um optische Verstarkung zu erreichen.
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Abbildung 4.25.: Anregungsleistungsabhéngige Absorption zu zwei verschiedenen
Zeiten nach der Anregung. Die Anregungsenergie liegt bei Epump =
0.963¢€V. In (a) ergibt sich eine Ladungstriagertemperatur von T =
300K und in (b) von T = 20K

Denn neben dem schnellen Streuen der Elektronen vom I'-Punkt ins L-Tal heizt sich das
Lochsystem zusitzlich auf gleicher Zeitskala stark auf, was die optische Verstarkung
ebenfalls verringert.

Das phononassistierte Abkiihlen mittels longitudinal-optischer Phononen kann eben-
falls mit Hilfe der mikroskopischen Theorie berechnet werden. Hierfiir werden die
phononassistierten Gleichungen unter Verwendung der Markov-Naherung gelost. Die
Markov-Nédherung fiir die Elektron-Phonon-Streuung von Lochern am I'-Punkt der Bril-
louinzone fiir kleine Impulse g ist sehr etabliert und Gedéachtniseffekte konnen ver-
nachldssigt werden[17, 64]. Bei der Simulation des Abkiihlens wird ferner angenom-
men, dass sich die Verteilung der Phononen nicht dndert und stets einer Bose-Einstein-
Verteilung mit konstanter Gittertemperatur von 10K gentigt. Der von Othonos et al. [91]
beobachtete Effekt heifler Phononen, also einer Nichtgleichgewichtsverteilung der Pho-
nonen, wird vernachléssigt, da dieser Effekt nur bei starken Anregungen auftrat.

800 > d=0.1-10"/cm’
7001 A d=0.2:10"/cm’
Y 4050
—_— = Del. I"Ot. e
x4, 600 A — Def. Pot. 100eV
5 — Def. Pot. 120eV
£ 500f Def. Pot. 140eV| T
&. 400
<)
& 300+
200}
100}
5 10 15 20
Zeit [ps]

Abbildung 4.26.: Temperatur der Locher fiir die ersten 20 ps. Die durchgezogenen Li-
nien reprasentieren den unter Verwendung der Markov-Néherung si-
mulierten Abkiihlprozess und die Dreiecke die Ergebnisse aus dem
Angleich der experimentellen Absorptionsspektren.
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Die Abbildung 4.26 zeigt das Abkiihlen der Locher als Funktion der Zeit fiir verschiede-
ne optische Deformationspotentiale. Im Vergleich zu der Annahme, dass das Abkiihlen
der einfachen exponentiellen Funktion (4.1) folgt, wie es in Abbildung 4.24 eingezeich-
net ist, erhdlt man bei der mikroskopischen Berechnung ein deutlich schnelleres Ab-
kiithlen der Locher in den ersten zehn Pikosekunden. Obwohl eine Gittertemperatur von
10K angenommen wurde, konvergiert die Ladungstragertemperatur unabhiangig vom
optischen Deformationspotential gegen eine Temperatur von ca. 100 K. Leider gibt es in
dem gezeigten Ausschnitt des Temperaturverlaufs nicht ausreichend Messpunkte, um
den Verlauf der Temperatur zu verifizieren. Sollte doch so etwas wie der von Othonos
et al. [91] beobachtete Effekt heifser Phononen bei diesem Experiment auftreten, so wiir-
de sich dieser in den ersten Pikosekunden des Abkiihlens in Form eines verlangsamten
Abkiihlens gegentiber dem in Abbildung 4.26 gezeigten bemerkbar machen.

Die Streuung mit longitudinal-optischen Phononen mit wellenzahlunabhingiger Ener-
gie wird fiir kleine Temperaturen ineffektiv und kann nicht zu einem weiteren Abkiihlen
beitragen. Verstehen ldsst sich das, wenn man sich die Fermiverteilung der Ladungstra-
ger als Funktion der Energie vor Augen fiihrt, wie sie in Abbildung 4.27 dargestellt ist.
Fiir hohe Temperaturen gleicht die Verteilung einer Boltzmannverteilung, und es exis-
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Abbildung 4.27.: Fermifunktion fiir drei verschiedene Temperaturen. Fiir tiefe Tempe-
raturen wird ein weiteres Abkiihle tiber die Emission optischer Pho-
nonen ineffektiv, da die Energiedifferenz zwischen den besetzten Zu-
standen iiberhalb der Fermienergie E¢ und den freien Zustianden un-
terhalb kleiner wird als die Phononenergie 7(); .

tieren fiir alle Energien freie Zustdnde. Es ist fiir Ladungstrdger fast immer moglich, ein
Phonon mit der Energie 71(); o zu emittieren und zu einem Zustand mit niedrigerer Ener-
gie und Wellenzahl zu gelangen. Fiir tiefere Temperaturen gleicht die Fermiverteilung
einer Stufe, bei der nur noch in einem schmalen Bereich unter dem chemischen Potential
freie Zustande existieren. Die Ladungstrdger mit Energien grofier als dem chemischen
Potential konnen nicht mehr in die freien Zustdnde streuen, wenn die Energiedifferenz
zwischen den Zustinden kleiner als die Phononenergie wird. Ein weiteres Abkiihlen
der Ladungstrédger ist dann nur noch tiber akustische Phononen moglich, die fiir klei-
ne Wellenzahlen einen ndherungsweise linearen Zusammenhang zwischen Wellenzahl
und Energie aufweisen. Dieser durch akustische Phononen bedingte Abkiihlprozess fin-
det dann auf einer Zeitskala von einigen 100 ps bis zu wenigen Nanosekunden statt.






5. Zusammenfassung

Luke: “What'’s in there?”
Yoda: “Only what you take
with you.”

(Star Wars: Episode V -
The Empire Strikes Back)

Durch die wachsende Bedeutung indirekter Halbleitermaterialien hinsichtlich optischer
und opto-elektronischer Anwendungen entsteht auch eine Notwendigkeit fiir eine mi-
kroskopische Theorie {iber die optischen Eigenschaften dieser Materialien. Bisherige
Theorien beschiftigen sich entweder nur mit dem direkten Ubergang oder sind phéno-
menologischer Natur, wenn es um die Beschreibung der indirekten Ubergénge geht. In
dieser Arbeit wird eine mikroskopische und, abgesehen von der klassischen Behandlung
des Lichtfelds, vollstindig quantenmechanische Theorie entwickelt, die es ermdglicht,
Gleichgewichts- und Nicht-Gleichgewichtseffekte in indirekten Materialien zu beschrei-
ben.

Als Ausgangspunkt fiir die theoretische Behandlung des Problems diente der Fest-
korper-Hamiltonoperator, der in der Born-Oppenheimer-Ndherung behandelt wurde.
Auf Basis der Heisenberg-Bewegungsgleichungen wurden die Gleichungen fiir phonon-
assistierte Prozesse, welche an die wohlbekannten Halbleiter-Bloch-Gleichungen kop-
peln, hergeleitet. Im Zuge dessen wurde das Problem der dabei auftretenden unend-
lichen Hierarchie mithilfe der sogenannten Cluster-Entwicklung behandelt. Die Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung wurde auf Hartree-Fock-Ebene gendhert und die Elek-
tron-Phonon-Wechselwirkung in der Singlet-Doublet-Ndherung. Die dabei entstehen-
den Doublets entsprechen den phononassistierten Grofien, da sie unter anderem die
indirekte Absorption unter der gleichzeitigen Absorption oder Emission eines Phon-
ons beschreiben. Fiir eine mogliche Vereinfachung des Rechenaufwands und zur spéa-
teren Beurteilung der Bedeutung der Gedéachtniseffekte bei der Elektron-Phonon-Streu-
ung wurde die Markov-Nédherung durchgefiihrt. Fiir die Berechnung der Absorption
oder auch der optischen Verstarkung hat sich jedoch gezeigt, das es bei der Markov-
Néherung nicht zu einem Aufbau von Kohdrenzen kommt und die Berechnung der
phononassistierten Absorption nicht mit der Vernachldssigung von Gedéchtniseffekten
vertraglich ist.

Anhand eines Modellsystems eines indirekten Halbleiters wurden Absorption und op-
tische Verstarkung unter der Annahme, dass sich das System im thermischen Gleichge-
wicht befindet, berechnet. Dabei wurden die Ergebnisse der mikroskopischen Rechnung
mit fritheren Vorhersagen aus Ratengleichungsmodellen verglichen. Trupke et al. [72]
prognostizierte ein fundamental anderes Verhalten der optischen Verstarkung als das in
direkten Halbleitern. Seine Vorhersage, dass die optische Verstarkung eines indirekten
Ubergangs um Gréflenordnungen stirker sein kann als die maximale Absorption dieses
Ubergangs, konnte, genau wie die Abhidngigkeiten der Absorption von Phononener-
gie und Gittertemperatur, bestitigt werden. Die These, dass fiir indirekte Uberginge
optische Verstarkung vor der Ladungstragerinversion stattfinden kann, wurde ebenfalls
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durch die mikroskopische Berechnung bestédtigt. Der Einfluss der Zustandsdichte auf die
Absorption zeigte eine direkte Proportionalitdt und gleicht somit dem direkten Halblei-
ter unter Vernachldssigung der Coulomb-Wechselwirkung. Die Ergebnisse, die zunédchst
unter einer stark vereinfachten, ndmlich rotationssymmetrischen, Bandstruktur ange-
fertigt wurden, lassen sich auch auf kompliziertere, winkelabhdngige Bandstrukturen
iibertragen. Hierbei ergab sich die gleiche Abhédngigkeit von der Zustandsdichte wie im
Falle der winkelabhdngigen Rechnung.

Bei direkten Halbeitern sorgt die Coulomb-Wechselwirkung fiir eine starke Anderung
des Absorptionsspektrums. Hierbei entstehen neben einer Verstarkung der Absorption
im Bereich des Kontinuums auch exzitonische Signaturen im Bereich der Bandliicke. Das
Auftauchen von indirekten exziotnischen Signaturen, wie es beispielsweise von R. ]. El-
liott vorhergesagt wurde, konnte in dieser Arbeit nicht gezeigt werden. Es zeigte sich
stattdessen ein vernachldssigbarer Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung hinsichtlich
der Stirke der Absorption. Zwar zeigte sich eine Coulomb-bedingte Verschiebung der
Absorption zu kleineren Energien fiir hohe Ladungstragerdichten, doch keine exzito-
nischen Zustidnde innerhalb der indirekten Bandliicke. Fiir dieses Verhalten wurden
verschiedene mogliche Griinde aufgefiihrt, und es sind weitere Untersuchungen not-
wendig, diesen Sachverhalt abschlieffend zu kldren.

Im zweiten Teil der Arbeit wurden Nichtgleichgewichtsphdnomene an einem Ge/SiGe-
Quantenfilm untersucht. Die Beschreibung der elektronischen Zustdnde der verspann-
ten Quantenfilm-Heterostruktur erfolgte iiber eine 30 Band k - p-Theorie, die es ermog-
licht, die Bandstruktur iiber die gesamte erste Brillouinzone zu reproduzieren. Ferner
wurden hiermit die Wellenfunktionen, die Dipol-, Coulomb- und Phonon-Matrixele-
mente berechnet.

Durch starke optische Anregung eines Ge/SiGe-Quantenfilms konnten C. Lange et
al. [88] optische Verstarkung auf einer sehr kurzen Zeitskala nachweisen. Dieser hielt,
aufgrund der schnellen Intervalley-Streuung der Elektronen vom I'-Punkt ins L-Tal,
nicht fiir sehr lange Zeit an, sondern verschwand nach wenigen Pikosekunden. Dies
wurde zum Anlass genommen, die Ladungstriagerstreuung mithilfe der phononassis-
tierten Gleichungen zu berechnen. Friihere Zugédnge gab es iiber phdnomenologische
Ansédtze oder mittels Monte-Carlo-Simulationen. Die Behandlung dieses Problems iiber
die Losung der Heisenberg-Bewegungsgleichung stellt eine alternative Methode dar.
Fiir die Intervalley-Streuzeiten ergab sich eine Abweichung bei der Losung der Glei-
chungen unter Beachtung oder Vernachlassigung der Gedachtniseffekte. Der Grund fiir
diese Abweichung ldsst sich auf die unbekannte Anfangsverteilung der phononassistier-
ten Dichten zurtiickfiihren. Ob die Markov-Naherung bei der Behandlung dieser Proble-
me anwendbar ist, miissen weitere Untersuchungen zeigen. Durch einen Experiment-
Theorie-Vergleich der Absorption fiir verschiedene Zeiten kann, wie das in der Refe-
renz [88] ausgefiihrt wurde, die I'-Punktsbesetzung bestimmt werden. Hieraus erhalt
man die tatsdchliche Intervalley-Streuzeit der Elektronen. Mit der 30 Band k - p-Theorie
muss die Bandstruktur winkelabhédngig am I'-Punkt und sowohl am X- als auch am L-
Punkt berechnet werden und im Anschluss darauf die phononassistierten Gleichungen
gelost werden. Der numerische Aufwand bei dieser Berechnung ist aufgrund der Band-
strukturrechnung sehr grofs, kann aber parallelisiert werden. Gleichwohl belduft sich die
Berechnung der Bandstruktur auf die Diagonalisierung der 30N x 30N-k - p-Matrix fiir
die Anzahl der k-Stiitzstellen mal die Anzahl der Winkelstiitzstellen.
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Die Auswertung der zeitabhangigen Absorption fiir mehrere Pikosekunden nach der op-
tischen Anregung in der Gruppe von Dr. Sangam Chatterjee gab Hinweise auf ein star-
kes Abkiihlen des Lochsystems. Fiir einen Abkiihlprozess muss allerdings auch ein Auf-
heizen voran gehen, fiir das es zundchst mehrere Moglichkeiten gibt. Um auszuschlie-
B8en, dass das Aufheizen der Locher durch die Uberschussenergie bei nicht-resonanter
Anregung entsteht, wurde das Experiment fiir verschiedene, unter anderem auch re-
sonante Anregungen durchgefiihrt, und mithilfe eines Experiment-Theorie-Vergleichs
wurden die Ladungstragertemperaturen in Abhdngigkeit von der Zeit bestimmt. Es
konnte keine Abhdngigkeit von der Anregungsenergie festgestellt werden. Der zweite
Prozess, der ausgeschlossen werden konnte, ist, dass die Anregungsleistung das Auf-
heizen beeinflusst. Durch Anregungsleistungsabhdngige Experimente und zugehorige
Simulationen konnte auch diese Moglichkeit ausgeschlossen werden. Es ergab sich in
allen Fillen das gleiche Abkiihlen mit der gleichen Anfangstemperatur von ca. 800 K.
Dieses Ergebnis wird als starker Hinweis auf eine schnelle Elektron-Loch-Kopplung
zwischen I'-Punkt-Lochern und L-Punkt-Elektronen interpretiert, der auf der gleichen
Zeitskala stattfindet wie die Intervalley-Streuung der Elektronen. Hinsichtlich der An-
wendung von Ge/SiGe-Quantenfilmheterostrukturen als optisch verstirkende Medien
zeigt dieses Phanomen, dass nicht nur die Reduktion der I'-Punktbesetzung durch die
Intervalley-Streuung sondern auch das Aufheizen des Lochsystems zu einer Verringe-
rung der optischen Verstarkung beitrdgt. Der mikroskopische Prozess, der zu diesem
schnellen Thermalisieren der beiden Ladungstrdgerdichten fiihrt, konnte bisher nicht
identifiziert werde und stellt Teil von zukiinftigen Untersuchungen dar. Die Hinweise
auf exzitonische Resonanzen in indirekten Absorptionsspektren deuten ebenfalls auf
eine starke Kopplung der I'-Punkt-Locher und der L-Punkt-Elektronen, obwohl eine
1/g-Abhangigkeit zunédchst auf eine schwache Coulomb-Wechselwirkung hindeutet.

Diese Arbeit bildet einen Anfang in der mikroskopischen Beschreibung indirekter Halb-
leiter und hat neben der erfolgreichen Beschreibung zahlreicher Phanomene auch eine
Reihe von Fragen aufgeworfen, die es wert sind, in Zukunft untersucht zu werden.
Durch die Verwendung der Cluster-Entwicklung kann moglicherweise, wenn es dann
die Leistung der Computer erlaubt, die Coulomb-Wechselwirkung in hoherer Ordnung
berechnet werden. Auch kann durch die Verwendung eines quantisierten Lichtfelds eine
vollstandig quantenmechanische Beschreibung der indirekten Halbleiter erfolgen, die es
dann ermoglicht, die Photolumineszenz von Silizium oder Germanium zu berechnen.






A. Rotating Wave Approximation (RWA)

Die Rotating Wave Approximation (RWA) stellt ein Ndherungsverfahren dar, um die Zeit-
schritte fiir die numerische Losung der Differentialgleichungen wie die Halbleiter-Bloch-
Gleichungen moglichst grofs wiahlen zu konnen. Die Idee beruht auf der Annahme, dass
die Zeitabhingigkeit der Grofle, die berechnet werden soll, sich aufteilen ldsst in einen
schnell und einen langsam mit der Zeit verdnderlichen Anteil. Damit die Ndherungs-
methode leicht nachvollziehbar ist und sich die Gleichungen leichter erfassen lassen,
werden die Subbandindices nicht explizit angegeben.

A.1. RWA der mikroskopischen Polarisation

Die Halbleiter-Bloch-Gleichung (2.66) haben in vereinfachter Schreibweise die Form

ddL;( == % (ecrku - euku) Px, — % (”kau - ”U/kn) O — kaz” Ax)
a %;hgz‘; (F;’/knﬂu + FC;/k||+qH) + %;hga” (G;’rkﬁqu + G;’rkqu) o
Die mikroskopische Polarisation kann nach der Gleichung
pi (1) = P, (He 7™ (A.2)

in einen zeitlich langsam veranderlichen Teil py (t) und einen schnell oszillierenden
Teil exp(iwt) zerlegt werden. Die bei dieser Zerlegung auftretende Frequenz w ist in
der Grofienordnung der Energie der Bandliicke des Halbleiterquantenfilms. Durch Ein-
setzen von Gleichung (A.2) in (A.1) und anschlieBendem Multiplizieren mit exp(iwt)
ergibt sich die Halbleiter-Bloch-Gleichung in der RWA:

dpi i i _ P
= D I
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Die neue renormierte Rabifrequenz f)k” ist durch
an - Zvﬂn Pij+q, dcv,k||5<f)eiwt (A.g)
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gegeben. Als optische Anregung verwendet man einen gauf3formigen Lichtpuls der
Form
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mit der Standardabweichung ¢ und der Intensitit &. Die Frequenz des Lichtpulses
wy, liegt ebenfalls im Bereich der Bandkantenenergie. Die Multiplikation von £(t) mit
der Exponentialfunktion exp iwt bei der Berechnung der renormierten Rabifrequenz in
Gleichung (A.4) fithrt dazu, dass das Lichtfeld einen mit w + wy, und einen mit w — wy,
oszillierenden Anteil erhilt. Die Ndherung in der RWA besteht darin, den Term mit der
grofien Frequenz gegeniiber dem langsam oszillierendem Term zu vernachldssigen, da
dieser die Absorption im Bereich der Bandkante nicht stark beeinflussen wird. Hier-
durch hédngt die Halbleiter-Bloch-Gleichung (A.3) fiir die mikroskopische Polarisation
P, ausschliefSlich von zeitlich langsam verdnderlichen Grofien ab, und die Schrittweite
des numerischen Losungsalgorithmus kann ohne Beachtung der schnell oszillierenden
Terme gewdhlt werden. Dies gilt allerdings nur, wenn die phononassistierten Grofsen
sich ebenfalls in einen schnell und einen langsam oszillierenden Anteil zerlegen lassen,
was im Anhang A.2 gezeigt wird.

Die Ladungstragerdichten vertragen sich mit dieser Ndherung, da hier ein Produkt von
mikroskopischer Polarisation und renormierter Rabifrequenz auftaucht. Die Gleichung
fir die Ladungstragerdichte 2.67 kann als

dnck 2 dnck
[ — I
ars = A [P Qs | +
4 corr (A6)
2056 fleky
- ﬁlm |:pCZi,kH QCU,k||i| + dt
corr

geschrieben werden, wobei hier erneut der Term des klassischen Lichtfeldes vernachlis-
sigt wird, der sich mit der Frequenz w + wy, zeitlich dndert.

A.2. RWA der phononassistierten Polarisation

Damit die RWA angewandt werden kann, muss diese auch mit phononassistierten Po-
larisationen und Dichten aus Kapitel 2.2.3 vertrédglich sein. In der gendherten Gleichung

fiir die mikroskopische Polarisation wurden bereits die Grofien ?Cj; Kjq und F Civ K ver-

wendet, die die phononassistierten Grofien in der RWA bezeichnen. Sie beruhen auf der
gleichen Annahme, wie die fiir die Polarisation (vergleiche Gleichung (A.2)), ndmlich
dass die phononassistierte Polarisation sich schreiben ldsst als

Feopea) = FC;/k”,q”e*‘”t. (A7)
Wie bereits im Kapitel 2.2.3, lassen sich die Gleichungen fiir die anderen phononassis-
tierten Grofien analog herleiten. In (2.86) treten ausschliefSlich Terme auf, die entweder
von einer mikroskopischen oder einer phononassistierten Polarisation abhidngen, nie
von einem Produkt aus beiden. Daher lédsst sich unter Verwendung der Néaherung fiir
die renormierte Rabifrequenz aus Gleichung (A.5) eine Gleichung herleiten, die nur von
dem Anteil der phononassistierten Polarisation abhdngt, der sich langsam mit der Zeit
dandert.

Fiir die phononassistierten Dichten ldsst sich die RWA aus dem gleichen Grund wie fiir
die Ladungstrdagerdichten anwenden, da hier ausschliefilich Produkte von mikrosko-
pischer oder phononassistierter Polarisation und renormierten Rabifrequenzen auftau-
chen. Diese lassen sich durch die Vernachldssigung der schnell oszillierenden Terme des
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klassischen Lichtfeldes wieder in Gleichungen der Form wie die Ausgansgleichungen
uberfiihren.






B. Materialparameter

Ge Si ‘ Ge Si
I'sc 3.22 3.40 I'7. 3.01 3.40
Te 0.90 4.185 T's 0.0 0.0

I; —0290 —0.044 | T, —13.14 —12.92
Te, 1836 1346 | gy 170 1278
T,g 170 1278 |Tg.s 1047  9.66
Teu 7.77 7.07

Tabelle B.1.: Energien der 30 Bander am I'-Punkt bei T = 0K der Materialien Silizium
und Germanium in eV [40].

Ge Si ‘ Ge Si

E, 2460 1996 | E,, 1765 1481
Eps 5212 4475 | E,p 2510 3.993
Eps 1071 1.092 | Epq 0.0051 1.193
Epxd 1223 7491 | Epq 1576 9.856
Epd 2759 2076 | Eou  17.84 1636

Tabelle B.z.: Kopplungsparameter fiir die 30Band k - p-Bandstrukturparameter der
Materialien Silizium und Germanium [40]. Die Parameter sind in Einhei-
ten (fip)?/2m in eV angegeben.

Ge Si ‘ Ge Si
C;; 12853GPa” 167.72GPa® | C; 48.28GPa” 64.98 GPa”
ar, 8.5eV? 10.0eV? | br, - 8.2eV*
cr. 3.8eV? 153eV? | ar, 13.8eV4 10.2eV?
br,  22eV¢ 3.0eV?

Tabelle B.3.: Deformationspotentiale und relevante Elemente des Verspannungstensors
fiir Germanium und Silizium. ¢ Referenz [87]; ¥ Referenz [42]; ¢ Refe-
renz [97]; ¢ Diese Arbeit.
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