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❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐r❡❦t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♣✐❡✲
③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✐♥ ❇❧❡❝❤str✉❦t✉r❡♥ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t s✐♥❞✳

❙❝❤❧❛❣✇♦rt❡✿ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧✱ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣✱ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✱ ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣✐❡③♦ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ♠♦❞✉❧❡s

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛t ❈❤❡♠♥✐t③ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❚♦♦❧s ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s✱ ❈❤❡♠♥✐t③✱ ✷✵✶✷

✶✻✼ ♣❛❣❡s✱
✹✵ ✜❣✉r❡s✱
✶✹ t❛❜❧❡s✱
✶✶✼ r❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❢✜❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
♣✐❡③♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ❛❝t✉❛t♦rs ♦r s❡♥s♦rs t♦ ✐♥❢❧✉❡♥❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s
♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❋❊✕❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ t❤❡ ❡❢❢❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♣✐❡③♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚♦
❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛s❡s ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞
❝❛s❡s ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭♦r ❢❧✉❝t✉✲
❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✮ ♦❢ str❡ss✴str❛✐♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✴❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡❢❢❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❋❊✕❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜②
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐❢❢♥❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♣❛❝✐✲
t❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❤❛s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛s ❢❡❡❞t❤r♦✉❣❤ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❛❧ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♠❡♥❞❡❞ ❜②
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✉❡ t♦ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
❝❤❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✜❧t❡r ♠❛tr✐❝❡s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s ❢♦r str❡ss✴str❛✐♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✴❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss ❛♥❛❧②s❡s✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
♣✐❡③♦✕♠❡t❛❧✕♠♦❞✉❧❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❘❈✴❚❘ P❚✕P■❊❙❆ ✭●❡r♠❛♥✿ ❙❋❇✴❚❘❘ P❚✕P■❊❙❆✮✳
❚❤❡s❡ ♣✐❡③♦✕♠❡t❛❧✕♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦❝❡r❛♠✐❝ ❜❛s❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s❤❡❡t ♠❡t❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ♣✐❡③♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞✉❧❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❤♦♠♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥✱ str❡ss✱ str❛✐♥✱ st❛t❡

s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧



▲❡ s❛✈❛♥t ♥✬ét✉❞✐❡ ♣❛s ❧❛ ♥❛t✉r❡
♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ✉t✐❧❡❀
✐❧ ❧✬ét✉❞✐❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ② ♣r❡♥❞ ♣❧❛✐s✐r ❡t
✐❧ ② ♣r❡♥❞ ♣❧❛✐s✐r ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❜❡❧❧❡✳
❙✐ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❜❡❧❧❡✱
❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛✉❞r❛✐t ♣❛s ❧❡ ♣❡✐♥❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ ❥❡ ✈❡✉① ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❡❛✉té ♣❧✉s ✐♥t✐♠❡
q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❤❛r♠♦♥✐❡✉① ❞❡s ♣❛rt✐❡s✱
❡t q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♣✉r❡ ♣❡✉t s❛✐s✐r✳

❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ❬✶✾✵✽❪✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ❡t ▼ét❤♦❞❡✳ P❛r✐s

❉❡r ●❡❧❡❤rt❡ st✉❞✐❡rt ❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t✱
✇❡✐❧ ❞❛s ❡t✇❛s ◆üt③❧✐❝❤❡s ✐st❀
❡r st✉❞✐❡rt s✐❡✱ ✇❡✐❧ ❡r ❞❛r❛♥ ❋r❡✉❞❡ ❤❛t✱ ✉♥❞
❡r ❤❛t ❋r❡✉❞❡ ❞❛r❛♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s♦ s❝❤ö♥ ✐st✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ◆❛t✉r ♥✐❝❤t s♦ s❝❤ö♥ ✇är❡✱
s♦ ✇är❡ ❡s ♥✐❝❤t ❞❡r ▼ü❤❡ ✇❡rt✱ s✐❡ ❦❡♥♥❡♥③✉❧❡r♥❡♥✱ ✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ ■❝❤ ✇✐❧❧ ✈♦♥ ❞❡r ✈✐❡❧ ✐♥t✐♠❡r❡♥ ❙❝❤ö♥❤❡✐t r❡❞❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❞❡r ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❚❡✐❧❡ ❤❡r✈♦r❣❡❤t
✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥③ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ❬✶✾✶✹❪✿ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ▼❡t❤♦❞❡✳ ❇❡r❧✐♥



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼

❱♦r✇♦rt

❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❡♥tst❛♥❞ ✇ä❤r❡♥❞ ♠❡✐♥❡r ❚ät✐❣❦❡✐t ❛❧s ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ▼✐t❛r❜❡✐t❡r ❛♠

❋r❛✉♥❤♦❢❡r✕■♥st✐t✉t ❢ür ❲❡r❦③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✉♥❞ ❯♠❢♦r♠t❡❝❤♥✐❦ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙♦♥✲

❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡s✴❚r❛♥sr❡❣✐♦ ✸✾ ✔●r♦ÿs❡r✐❡♥❢ä❤✐❣❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥st❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❢ür

❧❡✐❝❤t♠❡t❛❧❧✲ ✉♥❞ ❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞❜❛s✐❡rt❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥♠✐t ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ P✐❡③♦s❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞

✲❛❦t♦r❡♥✓ P❚✕P■❊❙❆✱ ❣❡❢ör❞❡rt ✈♦♥ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t✳

❍❡rr♥ Pr♦❢✳ ❘❡✐♠✉♥❞ ◆❡✉❣❡❜❛✉❡r ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ■♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ✉♥❞ ❞✐❡

❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s ❚❤❡♠❛s s♦✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ Ü❜❡r♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇❡tr❡✉✉♥❣✳ ❇❡✐

❍❡rr♥ Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❛s ❙❛tt❡❧ ❜❡❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❢ür ❞❛s ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡❜r❛❝❤t❡ ■♥t❡r✲

❡ss❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡✐ts❝❤❛❢t ③✉r Ü❜❡r♥❛❤♠❡ ❞❡s ❑♦rr❡❢❡r❛ts✳

▼❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ❞❡r ❆❜t❡✐❧✉♥❣ ✔❆❞❛♣tr♦♥✐❦ ✉♥❞ ❆❦✉st✐❦✓ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❣✉t❡ ❩✉s❛♠✲

♠❡♥❛r❜❡✐t ✉♥❞ ♠❛♥❝❤❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥✳ ❆✉s ❞❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ❞❡r ❑♦❧❧❡❣❡♥ ♠ö❝❤t❡

✐❝❤ ♥❛♠❡♥t❧✐❝❤ ❤❡r✈♦r❤❡❜❡♥✿ ❍❡rr♥ ❉r✳ ❲❡❧❢✲●✉♥tr❛♠ ❉r♦ss❡❧ ❛❧s ❚❡✐❧♣r♦❥❡❦t❧❡✐t❡r ✐♥♥❡r✲

❤❛❧❜ ❞❡s ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡♥ ♣r✐♠är❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ●❡s♣rä❝❤s♣❛rt♥❡r✱ ❍❡rr♥

❆♥❞ré ❇✉❝❤t✱ ❍❡rr♥ ❑❡♥♥② P❛❣❡❧ ✉♥❞ ❍❡rr♥ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❍❡♥s❡❧ ❛❧s ❆♥s♣r❡❝❤♣❛rt♥❡r ❢ür ❞✐❡

✈✐❡❧❡♥ ❉❡t❛✐❧❢r❛❣❡♥ ❡✐♥❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t s♦✇✐❡ ❍❡rr♥ ❈❤r✐st♦♣❤ ❖❤s❡♥❜rü❣❣❡✱

♠❡✐♥❡♥ ❩✐♠♠❡r❦♦❧❧❡❣❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❦✉r③❢r✐st✐❣ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ▼❡✐♥✉♥❣sä✉ÿ❡r✉♥❣❡♥✳ ❍❡rr♥

❇❥ör♥ ❙❡♥❢ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❡r ♠✐❝❤ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡r❢❛ss❡♥s ❞❡r ❆r❜❡✐t

✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❛♥❞❡r✇❡✐t✐❣❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❡♥t❧❛st❡t ❤❛t✳ ❍❡rr ❉r✳ ❍❛♥s✲❏ür❣❡♥ ❘♦s❝❤❡r

ü❜❡r♥❛❤♠ ❞✐❡ ❢❛❝❤❧✐❝❤❡ ❉❡t❛✐❧❦♦rr❡❦t✉r ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✉♥❞ ❤❛t ♠✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ✐♠✲

♠❡r ✇✐❡❞❡r ❛✉❢s ◆❡✉❡ ♠♦t✐✈✐❡rt✳ ❍❡r③❧✐❝❤❡♥ ❉❛♥❦ ❞❛❢ür✳

■❝❤ ❞❛♥❦❡ ♠❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐r ❡✐♥❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞❡r

●r✉♥❞st❡✐♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡✳ ▼❡✐♥❡r ❋❛♠✐❧✐❡ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❘ü❝❦s✐❝❤t ✉♥❞

❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ❜❡✐♠ ❱❡r❢❛ss❡♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t✳

❇❡s♦♥❞❡rs ❤❡r③❧✐❝❤ ❜❡❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ●❡✐❧❤✉❢❡✱ ♦❤♥❡ ❞❡ss❡♥ ❡✐♥❢ü❤❧✲

s❛♠❡ ♣❡rsö♥❧✐❝❤❡ ❇❡❣❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ❡♥tst❛♥❞❡♥ ✇är❡✱ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ❉r✳ ▼❛tt❤✐✲

❛s ●r✐♠s❡❧✱ ❞❡r ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧ ✉♥❞ s♣r❛❝❤❧✐❝❤ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡ ✉♥❞ ❡rst ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡

❩✉s❛❣❡ ❞❛③✉ ❞✐❡ ❋❡rt✐❣st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ❍♦❧❣❡r ❑✉♥③❡ ❢ür

❥❡❞✇❡❞❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣✳

■❝❤ ✇✐❞♠❡ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♠❡✐♥❡♠ ❱❛t❡r✳

❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ❉r❡s❞❡♥✱ ❞❡♥ ✶✺✳ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✶✷





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✾

■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✶✸

❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✶✺

✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ✶✼

✶✳✶ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✷✶

✷✳✶ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✸ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❑♦♥t✐♥✉❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✸✳✶ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✸✳✷ ❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✸✳✸ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✸✳✹ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✸✳✺ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✹ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✸✼

✸✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❱❡r❜✉♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❜❡❞❛r❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ✹✼

✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✷✳✶ ❊♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✷✳✷ ▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ♦rt❤♦tr♦♣❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✷✳✸ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✸ ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✹ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽



✶✵ ■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ✻✸

✺✳✶ Pr♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✷ ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✷✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✷✳✷ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✸ ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✹ ❘❡❞✉③✐❡rt❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✹✳✶ ▼♦❞❛❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✹✳✷ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s ❞✉r❝❤ st❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✺ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✺✳✶ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✺✳✷ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ✉♥❞ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✺✳✸ ❆❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✻ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✻✳✶ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼♦❞❡❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✻✳✷ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✼ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✾✺

✻✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛❜❧❛✉❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✶ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✷ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼♦❞❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✷✳✸ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✷✳✹ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✸ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✸✳✶ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✶✶✶

▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✶✶✺

❙②♠❜♦❧✲ ✉♥❞ ❆❜❦ür③✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✶✷✺

❇❡❣r✐❢❢s❡r❦❧är✉♥❣❡♥ ✶✸✶



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✶

❆♥❤❛♥❣ ✶✸✺

❆ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✶✸✼

❇ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✶✸✾

❇✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❇✳✷ ❱❡r❜✉♥❞ ❛✉s ♠❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❈ ◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧ ✶✹✼

❈✳✶ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

❈✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❉ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐③❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✶✺✸

❊ ●❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙ ✶✺✼

❋ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s

P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✶✻✶

▲❡❜❡♥s❧❛✉❢ ✶✻✼





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸

❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✶✳✶ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶ P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠ ✈♦♥ ❇❧❡✐✕❩✐r❦♦♥❛t✕❚✐t❛♥❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ❉✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❍②st❡r❡s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸ ❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣s❤②st❡r❡s❡ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✹ ❉❡❤♥✉♥❣s❤②st❡r❡s❡ ❜❡✐ ✉♥✐♣♦❧❛r❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺ ✎▼❛❝r♦ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡✍ ❆❦t♦r✴❙❡♥s♦r✱ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ✉♥❞ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✻ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧✱ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ✉♥❞ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✼ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✽ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❇❧♦❝❦s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ❡✐♥❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✶ ▼♦❞❡❧❧tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✷ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✸ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st ❛✉❢ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✉♥❞ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✺✻

✹✳✹ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✺ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛s❡r✲

✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✻ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ ✭❙❝❤✉❜❞❡❤♥✉♥❣✮ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐✲

♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✼ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ ✭◆♦r♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣✮ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐✲

♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✽ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✶ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s

❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✸ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛❜❧❛✉❢❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷ ❇❧♦❝❦s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ③✉r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✸ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽



✶✹ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✻✳✹ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧s ❢ür ❞❛s

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✺ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ♠✐t ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❛❦✲

t✐✈❡r ❙❝❤✐❝❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✻ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✼ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✽ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✾ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✶✵ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡✲

❣✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✶✶ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣r❡♥③✇❡rt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

❇✳✶ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❈✳✶ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❈✳✷ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ x1 ❜✐s x4 ❞❡s ❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s

❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

❈✳✸ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ x5 ❜✐s x8 ❞❡s ❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s

❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❈✳✹ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❇❛s✐s✲

♠♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

❋✳✶ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✶ ❜✐s ✹ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

❋✳✷ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✺ ❜✐s ✽ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

❋✳✸ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s

P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

❋✳✹ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s

P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✺

❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✹✳✶ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ♦rt❤♦✲

tr♦♣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✷ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cE✱ e

✉♥❞ εS ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✹ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cD✱ h ✉♥❞ βS ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P✐❡③♦❢❛✲

s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✶ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠r❡❞✉❦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✸ ●❡♦♠❡tr✐❡♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐✲

❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✹ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐✲

❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✺ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✻ ▼♦❞❡❧❧❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✼ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✷ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cE✱ e ✉♥❞ εS ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✸ ❯♠❢❛♥❣ ✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✳ ✳ ✶✵✽





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✼

✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✶ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡

❆❦t✉❡❧❧❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ③✐❡❧❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ t❡❝❤♥✐s❝❤❡r ●üt❡r ❜❡✐

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡♠ ❊♥❡r❣✐❡✲ ✉♥❞ ❘❡ss♦✉r❝❡♥❡✐♥s❛t③ ❬◆❡✉❣❡❜❛✉❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ■♥

❋❛❝❤❜❡r❡✐❝❤❡♥ ✇✐❡ ❞❡♠ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲ ✉♥❞ ❋❛❤r③❡✉❣❜❛✉ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋✉♥❦✲

t✐♦♥s✇❡r❦st♦❢❢❡♥ ❡✐♥❡♥ ❆♥s❛t③♣✉♥❦t✱ ❞✐❡s❡s ❩✐❡❧ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳

❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡r❦st♦❢❢❡ ③❡✐❝❤♥❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❤❡r❦ö♠♠❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥s✇❡r❦✲

st♦❢❢❡♥ ❞✉r❝❤ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉s✱ ❞✐❡ ✐❤r❡♥ ❊✐♥s❛t③ ü❜❡r ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙tüt③✲

❢✉♥❦t✐♦♥ ❤✐♥❛✉s ❣❡st❛tt❡♥✳ ❖❢t ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡r❦st♦❢❢❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❑♦♣♣✲

❧✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❋❡❧❞❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡r❦st♦❢❢❡✱ ❞✐❡ ✐❤r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ä♥❞❡r♥ ✭❞✐r❡❦t❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r

❊❢❢❡❦t✮ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ s✐❝❤ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✈❡r❢♦r♠❡♥ ✭✐♥✈❡rs❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊❢❢❡❦t✮✳ ❉✐❡ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✇✐r❞ ❞✉r❝❤

❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳

◆❡❜❡♥ ♠❛ss✐✈❡♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❱❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧s ❆❦t♦r ♦❞❡r ❙❡♥s♦r✳ ❉✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❇❛✉❢♦r✲

♠❡♥ ✇✐❡ P✐❡③♦st❛♣❡❧❛❦t♦r✱ P✐❡③♦❢♦❧✐❡♥❛❦t♦r ♦❞❡r P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞ü♥♥❡

●r✉♥❞❢♦r♠❡♥ ✇✐❡ P❧❛tt❡♥✱ ❋♦❧✐❡♥ ✉♥❞ ❋❛s❡r♥ ❛❧s ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡✱ ❞❛ ❢ür

❤❡r❦ö♠♠❧✐❝❤❡ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ③✉r st❛t✐s❝❤❡♥ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ♣r❛❦t✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❉❡❤✲

♥✉♥❣ ✈♦♥ 1%� ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ 1 kV/mm ♥♦t✇❡♥✲

❞✐❣ ✐st✳ ❇❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞ü♥♥❡r ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♠ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞ ❦❛♥♥ ❞✐❡

❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣❡r✐♥❣ ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❛rt✐❣❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s

✈♦♥ ❑✉♥stst♦❢❢trä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ❬❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ❉✐❡s❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣s✲

❢♦r♠❡♥ ✉♠❢❛ss❡♥ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✎❆❝t✐✈❡ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡s✍ ✭❆❋❈✮ ❬❇❡♥t ✶✾✾✼❪✱ ✎▼❛❝r♦ ❋✐✲

❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡✍ ❆❦t♦r❡♥✴❙❡♥s♦r❡♥ ✭▼❋❈✮ ❬❲✐❧❦✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✱ ❉✉r❛❆❝t✕❋❧ä❝❤❡♥✇❛♥❞❧❡r

❬❲✐❡r❛❝❤ ✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ✎▼✉❧t✐❧❛②❡r ♣✐❡③♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✍ ❬❲✐❡r❛❝❤ ✷✵✵✻❪✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣

t❤❡r♠♦♣❧❛st✕❜❛s✐❡rt❡r P✐❡③♦♠♦❞✉❧❡ ③✉r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❛s❡r✈❡r❜✉♥❞str✉❦✲

t✉r❡♥ ✐st ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ❬❉✉♥♥ ✷✵✵✷❀ ❍✉❢❡♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❛✱❜❪✳

❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ♠♦♥♦❧✐t❤✐s❝❤❡♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥✲

t❡♥ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❤♦❤❡ ❋❧❡①✐❜✐❧✐tät✱ ❙❝❤❛❞❡♥st♦❧❡r❛♥③✱ ❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ▲❡✲

❜❡♥s❞❛✉❡r✳ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧✲

❧✉♥❣ ❛❦t✐✈❡r ●❡s❛♠tstr✉❦t✉r❡♥ ✐st ❞✐❡ ◆♦t✇❡♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r s❡♣❛r❛t❡♥ ❆♣♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞❡r P✐❡✲



✶✽ ✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛✉❢ ❞❛s ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢ä❧❧❡♥ ❞❡s ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲ ✉♥❞ ❋❛❤r③❡✉❣✲

❜❛✉s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❇❛s✐s❜❛✉t❡✐❧✳ ❉✐❡ ❋✐①✐❡r✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧

♠❛♥✉❡❧❧ ❞✉r❝❤ ✷✕❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✕❑❧❡❜st♦❢❢❡✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ◆❛❝❤✲

❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞✐❡ ●❡s❛♠tstr✉❦t✉r ❡✐♥❣❡❢ü❣t ✇✐r❞✳

❊✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡✲

♠❡♥t❡♥ ✭❋❛s❡r♥✱ ❙tä❜❝❤❡♥✮ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ✐♥ ❞❛s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧✱ ✉♠ ❞❡♥ s❡♣❛✲

r❛t❡♥ ❆♣♣❧✐❦❛t✐♦♥ss❝❤r✐tt ✐♥ ❞❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡ ③✉ ❡❧✐♠✐♥✐❡r❡♥✳

❉✐❡s❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾✶ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡♥

✈❡r❢♦❧❣t ❬◆❡✉❣❡❜❛✉❡r ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❪✳ ❇❡✐ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡✲

♠❡♥t❡ ✐♥ ❞❛s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✐st ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥

✇✐❡ ❞✐❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❞❡r ❑❛✈✐tät❡♥✱ ❞❛s ❊✐♥❧❡❣❡♥ ✉♥❞ ❋✐①✐❡r❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛✲

s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❑♦♥t❛❦t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ■s♦❧✐❡r✉♥❣ ③✉ ❧ö✲

s❡♥✳ ❉✐❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠♦♠❡♥t❛♥ ♥♦❝❤ ✐♥t❡♥s✐✈ ✉♥t❡rs✉❝❤t

❬P❡t❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❀ ❙❝❤✉❜❡rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵❛✱❜❪✳

❆❧❧❡ ❞✐❡s❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤st❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧✐✲

❡♥ s✐♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧ ③✉r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❞❡t❡❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✲❜❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣ ❬■rs❝❤✐❦ ✷✵✵✷❀ ❙♦❞❛♥♦

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❜❀ ❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ✎❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣✍ ❬❙♦❞❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❛❀ ❆♥t♦♥

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ✎❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣✍ ❬P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❀ ❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❀

■♥♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❡✐♥s❡t③❜❛r ❜③✇✳ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❊✐♥s❛t③ ✈♦r❣❡s❡❤❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❆✉s❧❡❣✉♥❣

❞✐❡s❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡♥öt✐❣t ❬❍✉r❧❡❜❛✉s

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ▼✐t ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät ❞❡s ●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧s ✐st ❞✐❡

s✐♠✉❧❛t✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐♥

❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧❡ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

❊✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠✲

♠❡♥❤❛♥❣ ✐♥ ③✇❡✐❡r❧❡✐ ❍✐♥s✐❝❤t ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✱ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ♠✐t ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ♠✐t ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧✲

❧❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❉❡♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳

❍❛❧❧ ✷✵✵✶❀ ❩❤♦✉ ✷✵✵✸❪✳

❉❛❜❡✐ ✐st ❢ür ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥✲

t❡ ❛✉❢ ♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❡ ❑❧❡❜st♦❢❢✲ ❜③✇✳ ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤✐❝❤t❡♥ ✈❡r③✐❝❤t❡♥ ✭✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ P✐❡③♦✕

▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡✮ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡ ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❡r③✐❡❧❡♥✱

❞❛s ❘✐s✐❦♦ ❡✐♥❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❤ö❤❡r✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣sü❜❡rtr❛❣✉♥❣

③✇✐s❝❤❡♥ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ ✐st✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ❖♣✲

t✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉✲

✶❙♦♥❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤✴❚r❛♥sr❡❣✐♦ ✸✾ ✔●r♦ÿs❡r✐❡♥❢ä❤✐❣❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥st❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ❢ür ❧❡✐❝❤t♠❡t❛❧❧✲ ✉♥❞ ❢❛✲
s❡r✈❡r❜✉♥❞❜❛s✐❡rt❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♠✐t ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ P✐❡③♦s❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞ ✲❛❦t♦r❡♥✓ P❚✕P■❊❙❆✱ ❣❡❢ör❞❡rt ✈♦♥ ❞❡r ❉❡✉t✲
s❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✾

❝❤✉♥❣s❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ❆❜✇ä❣✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡r ❖♣t✐✲

♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❡r❢♦❧❣❡♥ ♠✉ss✳

✶✳✷ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t

❩✐❡❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ③✉r

❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦✲

❞✉❧❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼❡t❤♦❞❡ ✭❋❊▼✮✳✷ ❉✐❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✇❡r❞❡♥

❞❛❜❡✐ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r♥❞ ❛❧s ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❛s ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡ ♣❛ss✐✈❡ ❇❛✉t❡✐❧

s✐♥❞✳ ▼✐t ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❙②st❡♠❛t✐❦ s♦❧❧ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❣❡s❝❤❛❢❢❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥✱ s♦❧❝❤❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧♠♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥③✉❜✐♥❞❡♥✱ s❡✐

❡s ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❋❊▼ ♦❞❡r s❡✐ ❡s ❛✉❢ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥❞❡r❡rs❡✐ts

s♦❧❧ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉❡✲

t❛✐❧❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐♠ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❧❧ ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r

❉②♥❛♠✐❦ s♦❧❧❡♥ ❞❛❜❡✐ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❊s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊rr❡❣✉♥❣ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛✲

♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡✳ ❉✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ❙②s✲

t❡♠s ❦❛♥♥ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡r❢♦❧❣❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧❡ ü❜❡r❣❡♦r❞♥❡t❡r ❙tr✉❦✲

t✉r❡❜❡♥❡♥ ✭❇❛✉t❡✐❧✱ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲✴❆♥❧❛❣❡♥❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ●❡s❛♠t♠❛s❝❤✐♥❡✮ ✐st ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥✲

❞✉♥❣ ✈♦♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛

❡✐♥❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ P✐❡③♦❡❧❡✲

♠❡♥t❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t ✈❡rtr❡t❜❛r❡♠ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❉✐❡

❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✐❡ ❘ü❝❦❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r♠✐t ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ▲♦✲

❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ P✐❡③♦❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ✲s❡♥s♦r❡♥ ✐♥ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③✳ ❇✳ ❢ür ❞❡♥

❘❡❣❡❧✉♥❣s✲ ♦❞❡r ❙❝❤❛❧t✉♥❣s❡♥t✇✉r❢ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛♥✱ ✇✐❡

s✐❡ st❛♥❞❛r❞♠äÿ✐❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❩✉st❛♥❞s✲

r❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✇✐r❞ ✐♥

❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❜③✇✳ ❩✉st❛♥❞s✲

✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡r✐♥❣ ③✉ ❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡r ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ③✉

✷❋ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❬❆◆❙❨❙❀ ▼❆❚▲❆❇❪ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳



✷✵ ✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✉♥t❡r③✐❡❤❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❤✲

♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ s✐♠✉❧❛t✐✈❡ ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ③✉♠ ❋❊✕

▼♦❞❡❧❧ ③✇❡❝❦s ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❡r❛✉s✳

❇✐❧❞ ✶✳✶ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ❞✐❡ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t✳

✶✳✸ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣

❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✇✐r❞ ✐♥

❑❛♣✐t❡❧ ✷ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❜❡✈♦r ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ③✉ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡r✲

♣✉♥❦t❡♥ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣✴▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✴▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦✲

t✐♦♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✐r❞✳

■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✇✐r❞ ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣

✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ P✐❡③♦✲

✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ✇✐❞♠❡t s✐❝❤ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r

♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ♠✐t ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✳ ■♥ ❑❛♣✐✲

t❡❧ ✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ③✉s❛♠✲

♠❡♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✷ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t♠❡t❤♦❞❡ ❛♠ ❇❡✐✲

s♣✐❡❧ ❞❡r P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✳

❑❛♣✐t❡❧ ✼ ❣✐❜t ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t✳

❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t✿
❉❡t❛✐❧❧✐❡rt❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧
❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s

❘❡❞✉③✐❡rt❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧
③✉r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

✐♥ ●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧♠♦❞❡❧❧❡

❘❡❞✉③✐❡rt❡s
❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧

❢ür ❞✐❡ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲
❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r
r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡

❇✐❧❞ ✶✳✶✿ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✷✶

✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✷✳✶ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät

❉❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊❢❢❡❦t ✐st ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❡✐♥❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡✐

❡✐♥❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

❇❡✐ ❞❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥✱ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ✇✐❡ ❇❛r✐✉♠✲

t✐t❛♥❛t ♦❞❡r ❇❧❡✐✕❩✐r❦♦♥❛t✕❚✐t❛♥❛t ✭P❩❚✮ ✇✐r❞ ❞✐❡ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❞✉r❝❤ ❋❡r✲

r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥✳

❲✐❡ ✐♠ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠ ❢ür P❩❚ ✭❇✐❧❞ ✷✳✶✱ ❬❏❛❢❢❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✶❀ ■✈❡rs✲❚✐❢❢é❡

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✮ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✇✐r❞✱ tr✐tt ❢ür s♦❧❝❤❡ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❞✐❡ P❡r♦✇s❦✐t✕❙tr✉❦t✉r ✉♥t❡r✲

❤❛❧❜ ❞❡r ❈✉r✐❡✕❚❡♠♣❡r❛t✉r ❥❡ ♥❛❝❤ ▼✐s❝❤✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s r❤♦♠❜♦❡❞r✐s❝❤ ♦❞❡r t❡tr❛❣♦♥❛❧

❛✉❢✳ ❉✐❡s ✐st ♠✐t ❞❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✐♠ ❑r✐st❛❧❧ ✈❡r✲

❜✉♥❞❡♥ ✭s♣♦♥t❛♥❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❇❡✐ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❲❡r❦st♦❢❢❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ P♦❧❛✲

r✐s❛t✐♦♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ✇✐r❦s❛♠✱ ❞❛ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r

❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✈❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉♦♠ä♥❡♥ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣

❛✉❢❤❡❜❡♥✳

❉❛s ❲✐r❦❡♥ ❡✐♥❡s st❛r❦❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s EPol ✭P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣✮ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r

❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✈❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡ ✭❋❡rr♦❡❧❡❦tr✐③✐tät✮ ✉♥❞ ❞❛♠✐t

③✉r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ P ❞❡r ❑❡r❛♠✐❦✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❊♥t❢❡r♥❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐✲
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Srem = 0
EPol

E

S

❇✐❧❞ ✷✳✹✿ ❉❡❤♥✉♥❣s❤②st❡r❡s❡ ❜❡✐ ✉♥✐♣♦❧❛r❡r
❆♥r❡❣✉♥❣

s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✐♠❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛❧s r❡♠❛♥❡♥t❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ Prem ✈❡r❜❧❡✐❜t✳ ❉✐❡s❡ r❡♠❛♥❡♥t❡

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ Prem ✐st ♠✐t ❡✐♥❡r r❡♠❛♥❡♥t❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ Srem ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✭P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät✮✳

❉❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♠✱ ä✉ÿ❡r❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❦❛♥♥ ♠✐t

❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❍②st❡r❡s❡ ✭❛✉❝❤ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❤②st❡r❡s❡✮ ♥❛❝❤ ❇✐❧❞ ✷✳✷ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡

s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✔❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣s❤②st❡r❡s❡✓ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❇✐❧❞ ✷✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t

✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❛❧s ❆❦t♦r ✇✐r❞ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥❛❝❤

❞❡r P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ✉♥✐♣♦❧❛r❡ ❇❡tr✐❡❜s❜❡r❡✐❝❤ 0 ≤ E ≤ EPol ❣❡♥✉t③t✳ ❇✐♣♦❧❛r❡r ❇❡tr✐❡❜

♠✐t ❡✐♥❡♠ ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✱ ❞❛s ❞❡♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❧❞ ❡♥t❣❡✲

❣❡♥❣❡r✐❝❤t❡t ✐st✱ ❢ü❤rt ❜❡✐ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❑♦❡r③✐t✐✈❢❡❧❞stär❦❡ Ec ③✉ ❡✐♥❡r ❯♠♣♦❧❛r✐s✐❡✲

r✉♥❣ ❞❡r ❑❡r❛♠✐❦✳ ❇❡✐ ❜✐♣♦❧❛r❡♠ ❇❡tr✐❡❜ ✐♠ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ −Ec < E ≤ EPol
✐st ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ✉♥✐♣♦❧❛r❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❡✐♥❡ stär❦❡r❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✉♥❞ ❍②st❡r❡s❡ ③✉

✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥ ✭✈❣❧✳ ❞❛③✉ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✷✳✷ ✉♥❞ ✷✳✸✮✳

❲✐r❞ ❢ür ❡✐♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❆❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❙❡♥s♦r❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡✲

r❡✐ts ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ❛❧s ❉❡❤♥✉♥❣s❜❡③✉❣s♣✉♥❦t ❞❡r ❩✉st❛♥❞

♦❤♥❡❲✐r❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ♠✐t r❡♠❛♥❡♥t❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ r❡♠❛♥❡♥✲

t❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣s❜❡③✉❣s♣✉♥❦t❡s ✐st ✐♥s♦❢❡r♥

❛✉❝❤ ❛♥✇❡♥❞✉♥❣s♦r✐❡♥t✐❡rt✱ ❞❛ ✐♠ ◆♦r♠❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❆♣♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥

♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❢r❡✐❡ ♣❛ss✐✈❡ ❙tr✉❦t✉r ❡r❢♦❧❣t✳ ❉✐❡

❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ✈♦♠ ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ st❡❧❧t s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ✉♥✐♣♦❧❛r❡



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✷✸

❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❇✐❧❞ ✷✳✹ ❞❛r ✉♥❞

✐st ♠✐t ❡✐♥❡r ❍②st❡r❡s❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳

❇❡✐ P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐❡ ❞✐❡s ③✳ ❇✳ ❢ür t❤❡r✲

♠♦♣❧❛st✈❡r❜✉♥❞❦♦♠♣❛t✐❜❧❡ P✐❡③♦♠♦❞✉❧❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐st ❬❍✉❢❡♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❛✱❜❪✱ ✐st ❞✐❡

❇❡❧❛st✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ✔❙❝❤♠❡tt❡r❧✐♥❣s❤②st❡r❡s❡✓ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❉✐❡s ✐st ♥✐❝❤t ●❡✲

❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t✱ s♦♥❞❡r♥ ✇✐r❞ ③✳ ❇✳ ❞✉r❝❤ ◆✐❝♦❧❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥t❡r✲

s✉❝❤t✳

❉❛s ❍②st❡r❡s❡✈❡r❤❛❧t❡♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❆❦t♦r❡♥ ✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆♥st❡✉❡✲

r✉♥❣ ♠✐t ❣r♦ÿ❡♥ ❋❡❧❞stär❦❡ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✭●r♦ÿs✐❣♥❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥✮ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡

❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❍②st❡r❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ✉♥t❡r✲

s✉❝❤t ❬❙♠✐t❤ ✷✵✵✺❀ ❉❛♠❥❛♥♦✈✐❝ ✷✵✵✺❀ ❍❡❣❡✇❛❧❞ ✷✵✵✽❀ ❑✉❤♥❡♥ ✷✵✵✽❀ ❑❛❧t❡♥❜❛❝❤❡r

❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞❛s ❍②st❡r❡s❡✈❡r❤❛❧t❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳

▼✐t ❞❡♥ ❢❡rr♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ✐st

❛✉❝❤ ✐♠♠❡r P②r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♠ ❋♦❦✉s st❡❤❡♥❞❡ ❆♥✇❡♥✲

❞✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❛❧s ❆❦t♦r ♦❞❡r ❙❡♥s♦r ❢ür ❞②♥❛♠✐s❝❤❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡

❜❡tr✐❢❢t ❡✐♥❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ❛❧s ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ s♦❧❝❤❡r

❙②st❡♠❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ ✐st✳ ❋ür q✉❛s✐st❛t✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞sä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❡r✲

❢♦❧❣t ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❧✉stströ♠❡♥ ❡✐♥ ▲❛❞✉♥❣s❛❜❜❛✉✳ ❉❡s❤❛❧❜

✇✐r❞ ❞❡r ♣②r♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊❢❢❡❦t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳

✷✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❡r ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❊s ✇❡r❞❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❆s♣❡❦t❡ ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞

❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❡r❣❡❜❡♥✳

■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✷✳✺ ✉♥❞ ✷✳✻ s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦✲

❞✉❧❡ ❢♦t♦❣r❛✜s❝❤ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐✲

s❝❤❡♥ ❆✉s❢♦r♠✉♥❣ ❜❡st❡❤❡♥ ❞✐❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ♦❞❡r ♠❡❤r❡r❡♥ str✉❦t✉✲

r❡❧❧❡♥ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❞❡♠ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r ❜③✇✳ ♠❡❤r❡r❡♥ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ✭✈❣❧✳ ❇✐❧❞ ✷✳✼✮✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥✲

❞✉♥❣s❢❛❧❧ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ♠❡❤r❡r❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠

P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧ ❞❡♥❦❜❛r✳

❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❞✐❡♥❡♥ ✐♠ ❛❦t♦r✐s❝❤❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❞❛③✉✱ ❡✐♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈❡r❧✉st❛r♠ ✐♥ ❞❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r ❡✐♥③✉❦♦♣♣❡❧♥ ❜③✇✳

❞❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❛✉s③✉s❡t③❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦✲



✷✹ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡

❊♣♦①✐❞❤❛r③

P♦❧②✐♠✐❞

1mm

❇✐❧❞ ✷✳✺✿ ✎▼❛❝r♦ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡✍ ❆❦t♦r✴❙❡♥s♦r✱
❉r❛✉❢s✐❝❤t❛ ✉♥❞ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt❜ ❡♥t❧❛♥❣
❡✐♥❡r P✐❡③♦❢❛s❡r

P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥

❆❧✉♠✐♥✐✉♠

0,5mm

❇✐❧❞ ✷✳✻✿ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❝✱ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ✉♥❞
◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❡✐♥❡s ❱❡rs✉❝❤s♠✉st❡rs ③✉r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❋ü❣❡♥s ❞❡r P✐❡③♦✲
stä❜❝❤❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ▼❡t❛❧❧❦❛✈✐tät❡♥ ✭❤✐❡r
♦❤♥❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✉♥❞ ■s♦❧❛t✐♦♥✮

❛ ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t ✈♦♥ ❋r❛✉ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛ ❇ö❤♠✱ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■❲❯
❜ ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t ✈♦♥ ❍❡rr♥ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❍❡♥s❡❧✱ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■❲❯
❝ ❬❙❝❤✉❜❡rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❛❪

▼❛tr✐①

P✐❡③♦

❊❧❡❦tr♦❞❡♥

∆φ

❇✐❧❞ ✷✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥

tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ❛♥❣❡❧❡❣t ❜③✇✳ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✉❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s ✐st ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳

❉❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❜③✇✳ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❢❢❡r❡♥③ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❡r

✈♦♥ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❚❡✐❧ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❞❡❤♥✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡s

P♦t❡♥t✐❛❧ ❬✎str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✍ ③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❇❡♥❥❡❞❞♦✉ ✷✵✵✽❪ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❋ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ✇❡s❡♥t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ ❛♥ ❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✳ ❋r❡✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥

✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ♥✐❝❤t ❛✉❢✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❛❧s ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

♦❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s❧❛st ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❘❡❛❦✲

t✐♦♥s❧❛st❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ♦❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❡✐♥❡s



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✷✺

♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♠✐t P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥✳ ❉❛❤✐♥❣❡❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✇✐❡ ❑r❛❢t✱ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ♦❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♠ ❖rt ❞❡s ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛❧s ❊✐♥✲ ♦❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ s❡✐♥✳

✷✳✸ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❑♦♥t✐♥✉❛

❉✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑ör♣❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt

♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♠ Ü❜❡rs✐❝❤ts❛rt✐❦❡❧ ③✉r ❋❊✕▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❙tr✉❦t✉✲

r❡♥ ✈♦♥ ❇❡♥❥❡❞❞♦✉ ❬✷✵✵✵❪✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❬■❊❊❊

❯❋❋❈ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❈r②st❛❧s ✶✾✾✻❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥ ✐♥ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❙✉♠♠❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥

✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ■♠ ❙♣ät❡r❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✉r ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✉♥t❡r

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❱♦✐❣ts❝❤❡♥ ◆♦t❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

❉✐❡ ❇❛s✐s ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rsΩ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ✈♦❧✉♠❡♥❜❡✲

③♦❣❡♥❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑rä❢t❡❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✭■♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③✮ ✭✷✳✶✮ ✉♥❞ ❞❛s ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡

●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✭▲❛❞✉♥❣s❜✐❧❛♥③✮ ✭✷✳✷✮ ❣❡❜✐❧❞❡t✿

ϱüi = Ti j,j + fi ♠✐t✿ i , j ∈ {1, 2, 3} ✭✷✳✶✮

Di ,i = 0 , ✭✷✳✷✮

✇♦❜❡✐ ϱ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡✱ ui ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ Ti j ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣✸✱ fi ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡ ✉♥❞ Di ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✹ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❋r❡✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❧❛❞✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥ ✐♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦❢✲

❢❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✮ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳

✷✳✸✳✷ ❑✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ Si j ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❖rts✲

❛❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ui ✳ ❊✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡r✇❡✐t❡rt❡r ❉❡❤♥✉♥❣s♠❛ÿ❡ ❡rs❝❤❡✐♥t ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♥✐❝❤t

✸ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐❢❢ ✔❙♣❛♥♥✉♥❣✓ ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❩✉s❛t③ st❡ts ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❋ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐❢❢ ✔P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③✓ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✹❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ D ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ♦❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡♥❛♥♥t✳



✷✻ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❛♥❣❡❜r❛❝❤t✱ ❞❛ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♠ ✉♥✲

t❡r❡♥ ❡✐♥st❡❧❧✐❣❡♥ Pr♦♠✐❧❧❡❜❡r❡✐❝❤✮ ❡r③❡✉❣❡♥ ✉♥❞ ❡rtr❛❣❡♥ ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳ ❉✐tt♠❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱

❚❛❜❡❧❧❡ ■■❪✳

❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s Ei ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ●r❛✲

❞✐❡♥t❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s φ ❣❡❜✐❧❞❡t✿

Si j =
1

2
(ui ,j + uj,i) ✭✷✳✸✮

Ei = −φ,i . ✭✷✳✹✮

✷✳✸✳✸ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❊✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r Ω ❦❛♥♥ ❛♥ s❡✐♥❡r ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❜③✇✳ ❛♥ s❡✐♥❡♠ ❘❛♥❞ Γ ✈❡r✲

s❝❤✐❡❞❡♥❛rt✐❣❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❛✉s❣❡s❡t③t s❡✐♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✿

✶✳ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

✭❛✮ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❡✐❧r❛♥❞ Γu ✭✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❜③✇✳

❉✐r✐❝❤❧❡t✕❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✮

ui = u
o

i , ✭✷✳✺✮

✭❜✮ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❡✐❧r❛♥❞ ΓT ✭♥❛tür❧✐❝❤❡✱ ❞②♥❛✲

♠✐s❝❤❡ ❜③✇✳ ◆❡✉♠❛♥♥✕❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✮

Ti j nj = p
o

i , ✭✷✳✻✮

✷✳ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

✭❛✮ ❢ür ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❡✐❧r❛♥❞ Γφ ✭✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✮

φ = φo , ✭✷✳✼✮

✭❜✮ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❡✐❧r❛♥❞ ΓD ✭♥❛tür❧✐❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡✲

❞✐♥❣✉♥❣✮

Di ni = −σ
o . ✭✷✳✽✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✷✼

P♦t❡♥t✐❛❧r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ◆✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣sr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞

ört❧✐❝❤ ♥✉r ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ③✉③✉♦r❞♥❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r✲

❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡s ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❖rt❡s ❞❡r ❥❡✇❡✐✲

❧✐❣❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✳

✷✳✸✳✹ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

❆❧❧❣❡♠❡✐♥

▼✐t ❞❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❊✐♥❣r❡♥③✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡

❱❡r❤❛❧t❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❧✐♥❡❛r❡♥✱ ❡❧❡❦tr♦✕❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣❡s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ Ti j ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣ Si j s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥

❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ Di ✉♥❞ ❋❡❧❞stär❦❡ Ei ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❬■❦❡❞❛ ✶✾✾✻❀ ❇❡♥❥❡❞❞♦✉ ✷✵✵✵❪✿

Ti j = c
E
i jkl Skl − ekij Ek ♠✐t✿ i , j, k, l ∈ {1, 2, 3} ✭✷✳✾✮

Di = eikl Skl + ε
S
ik Ek . ✭✷✳✶✵✮

❉❛❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ cEi jkl ✱ ekij ✉♥❞ ε
S
ik ✐♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥

❙t❡✐✜❣❦❡✐ts❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✱ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥✲

♥✉♥❣s❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät❡♥ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❉❡❤♥✉♥❣✳ ❊✐♥❡

❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❦❛♥♥

③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❇✉t③ ❬✷✵✵✻✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✸❪ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❲❡r❞❡♥ st❛tt ❱❡r③❡rr✉♥❣ Si j ✉♥❞ ❋❡❧❞stär❦❡ Ei ❛♥❞❡r❡ ❩✉s❛♠♠❡♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ✉♥❛❜✲

❤ä♥❣✐❣❡♥ ●röÿ❡♥ ✉♥❞ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦ ❡r❤ä❧t

♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❞r❡✐ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❬■❦❡❞❛ ✶✾✾✻❪✿

Ti j = cDi jkl Skl − hkijDk ✭✷✳✶✶✮

Ei = −hikl Skl + β
S
ikDk , ✭✷✳✶✷✮

Si j = sEi jkl Tkl + dkij Ek ✭✷✳✶✸✮

Di = dikl Tkl + ε
T
ik Ek , ✭✷✳✶✹✮

Si j = sDi jkl Tkl + gkijDk ✭✷✳✶✺✮

Ei = −gikl Tkl + β
T
ikDk . ✭✷✳✶✻✮



✷✽ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❉✐❡ ●röÿ❡♥ cDi jkl ✱ s
D
i jkl ✉♥❞ s

E
i jkl ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❜③✇✳ ◆❛❝❤❣✐❡✲

❜✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✳ ❉✐❡ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❣r✉♣♣❡ ♠✐t hkij ✱ dkij
✉♥❞ gkij ❜❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥ βSik ✉♥❞ β

T
ik st❡❤❡♥ ❢ür ❞✐❡ r❡③✐♣r♦❦❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐tät❡♥ ❜❡✐

❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ❜③✇✳ ❙♣❛♥♥✉♥❣✳

❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤✇❡rt✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥❡✐♥❛♥✲

❞❡r ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ✭s✳ ❆♥❤❛♥❣ ❆✮✳ ❍❡rst❡❧❧❡r ✈♦♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ st❡❧❧❡♥

✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✶✸✮

✉♥❞ ✭✷✳✶✹✮ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳ P■ ❈❡r❛♠✐❝❪✱ ❛❧s♦ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t❡♥ sEi jkl ✉♥❞ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ dkij ✳ ■♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✇❡r❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✲

❡✐♥❣❛❜❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✾✮ ✉♥❞ ✭✷✳✶✵✮ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✶✸✮

✉♥❞ ✭✷✳✶✹✮ ✉♠❣❡s❡t③t ❬❆◆❙❨❙✱ ❚❤❡♦r✐❡❤❛♥❞❜✉❝❤✿ ❑❛♣✐t❡❧ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät❪✳

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

■♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦❛ s❡t③t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ D ❛✉s ❡✐♥❡♠ ♠❛t❡r✐❛❧✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥

✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ♠❛t❡r✐❛❧✐♠♠❛♥❡♥t❡♥ ❆♥t❡✐❧ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉❡r ♠❛t❡r✐❛❧✐♠♠❛♥❡♥t❡ ❆♥t❡✐❧ ❡♥t✲

s♣r✐❝❤t ❞❡r ✐♠ ❑ör♣❡r ✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ P ✭❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❉❛rst❡❧✲

❧✉♥❣✱ ✈❣❧✳ ❞❛③✉ ③✳ ❇✳ ❬P✐❡❢♦rt ✷✵✵✶✱ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶❪✮✿

D = ε0E + P . ✭✷✳✶✼✮

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♠ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ D ✉♥❞

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ ❋❡❧❞ E ✐♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦❛ ❦❛♥♥ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ P ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t✿

P = (ε− ε0)E . ✭✷✳✶✽✮

■♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❦♦♠♠t ③✉ ❞✐❡s❡r ❢❡❧❞✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❞❡❤♥✉♥❣s✲

✐♥❞✉③✐❡rt❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ e S ❤✐♥③✉✿

P = (ε− ε0)E + e S , ✭✷✳✶✾✮

✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ③✉r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✵✮ ❢ü❤rt✿

D = e S + εSE . ✭✷✳✷✵✮

❉✐❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❆♥t❡✐❧ ε0E ✉♥❞

❞✐❡ ♠❛t❡r✐❛❧❣❡❜✉♥❞❡♥❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ P ✐st ❢ür ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ♥✐❝❤t

r❡❧❡✈❛♥t✱ ❞❛ P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣s✈♦r❣ä♥❣❡ ✉♥❞ ❍②st❡r❡s❡✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✷✾

✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✉♥❞ ✐r✲

r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❆♥t❡✐❧❡ ❬❍❡❣❡✇❛❧❞ ✷✵✵✽❪✮ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶

♥✐❝❤t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐❡❢❡rt ❦❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉ ❞❡♥ ❢r❡✐❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❬P✐❡❢♦rt ✷✵✵✶❪✳ ❉❡♠❡♥t✲

s♣r❡❝❤❡♥❞ ✐st ❞❛s ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡✲

❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✼✮ ❜③✇✳ ✭✷✳✽✮ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ D

❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❉✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r r❡♠❛♥❡♥t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r Prem ✉♥❞ ❞❡r

♠✐t ✐❤r ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ r❡♠❛♥❡♥t❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ Srem ✐♥ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ❞❡r

❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋♦r♠✿

T = cE (S − Srem)− eE ✭✷✳✷✶✮

D = e (S − Srem) + ε
SE + Prem . ✭✷✳✷✷✮

❉✐❡s❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧✲

t❡♥s ✐♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥ ♥❛❝❤ ❇✐❧❞ ✷✳✷ ❜③✇✳ ✷✳✸✱ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✾✮ ✉♥❞

✭✷✳✶✵✮ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♥❛❝❤ ❇✐❧❞ ✷✳✹✳ ❊✐♥❡ r❡♠❛♥❡♥t❡

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐st ❡ss❡♥t✐❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✐♥ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐✲

❦❡♥✳ ■♥ ❞✐❡ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ♠✉ss s✐❡ ❥❡❞♦❝❤

♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤ ✐st ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❆✉s✲

r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s r❡♠❛♥❡♥t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✈❡❦t♦rs ❜❡✐ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❘✐❝❤✲

t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s✳

❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❚❡♥s♦r❡♥ st❡❧❧t ❞❡♥ ❢♦r♠❛✲

❧❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ r✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ③✉r ❱❡r❢ü✲

❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❆✉s❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✐st ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳

❇❡✐ t❡❝❤♥✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥✱ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ tr✐tt ❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧✲

✈♦r③✉❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s r❡♠❛♥❡♥t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✈❡❦t♦rs✳ ❙♦✇♦❤❧ ❞❛s

❡❧❛st✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞❛s ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✐♥ P♦✲

❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✭r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣ ③✉r P♦✲

❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥✮ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❉❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡

▼❛t❡r✐❛❧ ❦❛♥♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❛❧s tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❬■❊❊❊ ❯❋❋❈ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❈r②st❛❧s ✶✾✾✻✱ ❚❛❜❡❧❧❡ ✽❪ s✐♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ✸✷ ❑r✐s✲

t❛❧❧❦❧❛ss❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠❛✲

tr✐①❜❡❧❡❣✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❀ ❡❜❡♥s♦ ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣✱ ♦❜ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❑r✐st❛❧❧❦❧❛ss❡ ♣✐❡③♦✲



✸✵ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ③❡✐❣t✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥

❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❛✉s❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣♦❧②✲

❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ P✐❡③♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❑r✐st❛❧❧✲ ❜③✇✳ ❙②♠♠❡tr✐❡❦❧❛ss❡ ✻♠♠ ✉♥❞ ❞❛♠✐t

❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s ❜③✇✳ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣ ✐st ❬■❊❊❊ ❯❋❋❈ ❈♦♠✲

♠✐tt❡❡ ♦♥ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❈r②st❛❧s ✶✾✾✻✱ ❙❡✐t❡ ✷✸❪✳

❇❡✐ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❞r❡✐ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ♠✐t ✶✱ ✷ ✉♥❞ ✸ ❦❡♥♥③❡✐❝❤✲

♥❡t ❞✐❡ ✸✕❘✐❝❤t✉♥❣ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥ ✶✕ ✉♥❞ ✷✕

❘✐❝❤t✉♥❣ ✐st ✐❞❡♥t✐s❝❤✳ ❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ■♥❞✐③❡s ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠üss❡♥ ♥✐❝❤t

✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉❛s ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ❢ür tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ♠✐t ✺ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥

❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐ts❦♦♥st❛♥t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥

❞✉r❝❤ ✷ P❡r♠✐tt✐✈✐täts❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❞r❡✐ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥✲

❣❡♥ ③✉ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥✿

✶✳ ❊✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ E3 ✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣ S33

✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s d33✕❊❢❢❡❦t
✺ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✷✳ ❊✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ E3 ✐♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣

S11 ❜③✇✳ S22 q✉❡r ③✉r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s d31✕❊❢❢❡❦t
✺

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✸✳ ❊✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ E1 ❜③✇✳ E2 q✉❡r ③✉r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ❙❝❤✉❜✲

✈❡r③❡rr✉♥❣ S31 ❜③✇✳ S32 ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡✱ ❞✐❡ ✈♦♠ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✈❡❦t♦r ✉♥❞ ❞❡♠ ❛♥✲

❣❡❧❡❣t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s d15✕❊❢❢❡❦t
✺

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞

❞❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s s♦✇✐❡ ❞❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❑♦♣♣❧✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✾✮ ✉♥❞ ✭✷✳✶✵✮ ❜❡✐

✺❉❡r ❡rst❡ ■♥❞❡① ❞❡s ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ❣✐❜t ❤✐❡r❜❡✐ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❛♥❣❡❧❡❣t❡♥ ❋❡❧❞❡s ❛♥✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡
■♥❞❡① ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛❢ür ❞✐❡ ❱♦✐❣ts❝❤❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✸✶

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❱♦✐❣ts❝❤❡♥ ◆♦t❛t✐♦♥✻ ✐♥ ❞❡r ❱❡❦t♦r✴▼❛tr✐①s❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❦♦♥❦r❡t✐s✐❡rt

✇❡r❞❡♥✿





T1

T2

T3

T4

T5

T6

D1

D2

D3





=





cE11 cE12 cE13 0 0 0 0 0 −e31

cE12 cE11 cE13 0 0 0 0 0 −e31

cE13 cE13 cE33 0 0 0 0 0 −e33

0 0 0 cE44 0 0 0 −e15 0

0 0 0 0 cE44 0 −e15 0 0

0 0 0 0 0
cE11−c

E
12

2 0 0 0

0 0 0 0 e15 0 εS11 0 0

0 0 0 e15 0 0 0 εS11 0

e31 e31 e33 0 0 0 0 0 εS33









S1

S2

S3

S4

S5

S6

E1

E2

E3





.

✭✷✳✷✸✮

❩✉r ❢♦r♠❛❧❡♥ ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊❢❢❡❦t❡ ❊❧❛st✐③✐tät✱ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✉♥❞ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠❛tr✐① ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✸✮ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r✲

❞❡♥✿

T

D



=


cE −e

′

e εS

 
S

E



✭✷✳✷✹✮

♦❞❡r✱ ❞❛③✉ äq✉✐✈❛❧❡♥t✱ s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✿


T

D



=


cE e

′

e −εS

 
S

−E



. ✭✷✳✷✺✮

❉✐❡ ▼❛tr✐① ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ e ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣✱

✇✐❡ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✹✮ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❛❧s ▼❛tr✐① ♠✐t ✸ ❩❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ✻ ❙♣❛❧t❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✼✳

❉❡r ❡rst❡ ■♥❞❡① ❣✐❜t ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ❛♥✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ■♥❞❡① ❞✐❡ ❱❡r❢♦r✲

♠✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✳

✷✳✸✳✺ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣

❊✐♥❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥s❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✶✮

❜❡✐ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣s❦rä❢t❡♥✱ ❞❡♥ ❋❡❧❞❜❡③✐❡✲

✻❉✐❡ ❱♦✐❣ts❝❤❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞ r❡❞✉③✐❡rt
❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✐♥❞✐③❡s ✭s✳ ❇❡❣r✐❢❢s❡r❦❧är✉♥❣❡♥✮✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ■♥❞✐③❡s ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥✱
❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❱♦✐❣ts❝❤❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❜❡③✐❡❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ♠✐t µ ✉♥❞ ν ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ■♥❞✐③❡s ❞❡r t❡♥s♦r✐❡❧❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ i ✱ j ✱ k ✉♥❞ l ✳

✼ ■♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛tr✐① ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥ ❛❧s ▼❛✲
tr✐① ♠✐t ✻ ❩❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ✸ ❙♣❛❧t❡♥ ❬✈❣❧✳ ❆◆❙❨❙❪✳



✸✷ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❤✉♥❣❡♥ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✷✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✹✮ ❢ü❤rt ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥✲

❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋♦r♠❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ Nu ✉♥❞ Nφ ❛❧s ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❆♥sät③❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥✲

❣❡♥ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ▼❛tr✐③❡♥✕●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❛❧s ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s

❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✿


M 

 

 
ü

φ̈



+


C 

 

 
u̇

φ̇



+


Kuu Kuφ

K
′

uφ Kφφ

 
u

φ



=


F

Q



. ✭✷✳✷✻✮

❍✐❡r❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t u ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✭❉❖❋✮ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s

✭❑♥♦t❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✮ ✉♥❞ φ ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✭❑♥♦t❡♥♣♦✲

t❡♥t✐❛❧❡✮ s♦✇✐❡M ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐①✱ C ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛tr✐①✱

Kuu ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①✱ Kuφ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣s♠❛tr✐① ✉♥❞

Kφφ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ❑❛♣❛③✐täts♠❛tr✐①✳ ❉✐❡ ▼❛tr✐③❡♥M✱ C✱Kuu ✉♥❞Kφφ

s✐♥❞ s②♠♠❡tr✐s❝❤✳

❉❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❑♥♦t❡♥❦rä❢t❡ ✇✐r❞ ♠✐t F ❜❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ✭♥❡❣❛t✐✲

✈❡♥✮ ❑♥♦t❡♥❧❛❞✉♥❣❡♥ ♠✐t Q✳ ■♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❇❡❣r✐❢❢ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❑rä❢t❡

❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲❛st✈❡❦t♦r ❛✉s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡♥ F ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ Q

✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ st❡❤t ✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❞❛③✉ ❢ür ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐✲

❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❉❖❋ ❞❡s ❙②st❡♠s✱ ❛❧s♦ ❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ u ✉♥❞ ❞✐❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ φ✳

❍❡r❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥s❢♦r✲

♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t❡s ✇❡r❞❡♥ ✉✳ ❛✳ ❞✉r❝❤ ❆❧❧✐❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✵❪❀ ❚❤♦♠❛s ❡t ❛❧✳

❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❉✐♥❦❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

■♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮ ❢ür ✽✲✱ ✶✵✲ ✉♥❞ ✷✵✲

❦♥♦t✐❣❡ ✸❉✕❙♦❧✐❞✕❊❧❡♠❡♥tt②♣❡♥ ✭❙❖▲■❉✺✱ ❙❖▲■❉✾✽✱ ❙❖▲■❉✷✷✼✱ ❙❖▲■❉✷✷✻✮ s♦✇✐❡ ❢ür ✹✲

✉♥❞ ✽✲❦♥♦t✐❣❡ ✷❉✕❙♦❧✐❞✕❊❧❡♠❡♥tt②♣❡♥ ✭P▲❆◆❊✶✸✱ P▲❆◆❊✷✷✸✮ ✉♠❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ✐♠ ❋❊▼✕

❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡♥t✲

s♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✾✮✴✭✷✳✶✵✮ ❜③✇✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✸✮ ❬❆◆❙❨❙❀ ❆❧❧✐❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✵❪✳

❉✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥s❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss

• ❞✐❡ ●❡s❛♠tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① s②♠♠❡tr✐s✐❡rt ✇✐r❞ ✭♦❜✇♦❤❧ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

✭✷✳✷✹✮ ❢ür ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❚r❛♥s♣♦♥✐❡rt❡ ❢ür ❞❡♥ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣st❡r♠ ❛✉❢tr✐tt✮✱

• ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ♠✐t ❞❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐✲

tät❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞

• ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st✈❡❦t♦r Q ❢ür ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ st❡❤t✳

❉❛ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥Q ❡♥t✇❡❞❡r ❛❧s ä✉ÿ❡r❡ ▲❛st❡♥ ♦❞❡r ❛❧s ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✸✸

❣✉♥❣sr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛✉❢tr❡t❡♥ ✭❛❧s♦

❛♠ ❙②st❡♠r❛♥❞✮✱ ♠✉ss ❞✐❡s❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❩✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✐st s✐❡✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❛♥ ❛♥❞❡r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❚❡✐❧s②s✲

t❡♠❡ ❛♥❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇✐r❞✳

❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧❡♥✲✱ P❧❛tt❡♥✲ ✉♥❞ ❇❛❧❦❡♥❡❧❡♠❡♥tt②♣❡♥ ✐st

●❡❣❡♥st❛♥❞ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ❬❇❡♥❥❡❞❞♦✉ ✷✵✵✵❀ P✐❡❢♦rt ✷✵✵✶❀ ▼❡s❡❝❦❡✲❘✐s❝❤✲

♠❛♥♥ ✷✵✵✹❀ ▲❛♠♠❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❀ ▼❛r✐♥❦♦✈✐❝ ✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❤❛t ❜✐s❤❡r ♥✉r ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥

❊✐♥❣❛♥❣ ✐♥ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡ ❋❊✕❙②st❡♠❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳

✷✳✹ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡r

❙②st❡♠❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ✈♦♥ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❉❛r✲

st❡❧❧✉♥❣s❢♦r♠ ✇✐r❞ ③✳ ❇✳ ❜❡✐♠ ❘❡❣❡❧✉♥❣s❡♥t✇✉r❢ ❡✐♥❣❡s❡t③t ❬❋ö❧❧✐♥❣❡r ✶✾✾✹❪✳ ❩✉sät③✲

❧✐❝❤ ③✉♠ ❙②st❡♠ ❞❡r ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ▼❛tr✐①✕●❧❡✐❝❤✉♥❣

③✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s

❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✼✮ ✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✽✮✿

ż(t) = Az(t) + Bf (t) ✭✷✳✷✼✮

y(t) = Lz(t) + U f (t) , ✭✷✳✷✽✮

✇♦❜❡✐ z ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ f ❞❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r ✉♥❞ y ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✲

✈❡❦t♦r✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛tr✐③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿ A ✐st ❞✐❡ ❙②st❡♠♠❛tr✐①✱

B ❞✐❡ ❊✐♥❣❛♥❣s✲ ❜③✇✳ ❙t❡✉❡r♠❛tr✐①✱ L ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s✲ ❜③✇✳ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s♠❛tr✐① ✉♥❞ U

❞✐❡ ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐①✳ ❋ür ❧✐♥❡❛r❡✱ ③❡✐t✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❙②st❡♠❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❛tr✐①❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

❦♦♥st❛♥t✳ ❉✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡❦t♦r❡♥ z ✱ f ✉♥❞ y ✇✐r❞ ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①✲

♣❧✐③✐t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ ❛❧s ❇❧♦❝❦s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❇✐❧❞ ✷✳✽

❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ✭✷✳✷✾✮✱ ❛❧s ❚❡✐❧ ❞❡r ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛✲

♥✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮✱ ❦❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♥

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✷✼✮ ✉♥❞ ✭✷✳✷✽✮ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ u ✭❛❧s♦ ❞✐❡

❉❖❋ ❞❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✭●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✮ u̇ ❛❧s

❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r z ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❬❍❛r❞t❦❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❀ ❍❛t❝❤ ✷✵✵✶❪✿

M ü + C u̇ +Kuu u = F ✭✷✳✷✾✮



✸✹ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
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ż


z
L y

A

❇✐❧❞ ✷✳✽✿ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❇❧♦❝❦s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ❡✐♥❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

z =


u

u̇



✭✷✳✸✵✮

ż =


 I

−M−1Kuu −M−1C

 
u

u̇



+




M−1



F ✭✷✳✸✶✮

y =


I 

 I

 
u

u̇



. ✭✷✳✸✷✮

❉✐❡ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✸✶✮ ❡♥t❤ä❧t ❤✐❡r❜❡✐ ❞✐❡ ✐♥✈❡rt✐❡rt❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐① M−1✳ ❉✐❡ ❆✉s✲

❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✸✷✮ ✐st ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ s♦ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞

●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋❛❧❧s ♥✉r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡r✲

s❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ s✐♥❞✱ r❡❞✉③✐❡rt

s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s♠❛tr✐① L✳ ❙♦❢❡r♥ ❦❡✐♥❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ü ♦❞❡r ❑rä❢✲

t❡ F ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥✱ tr✐tt ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧

❦❡✐♥ ❉✉r❝❤❣❛♥❣st❡r♠ U · f ❛✉❢✳

❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐♠ ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤✳ ❊s ❦❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r

▲❛♣❧❛❝❡✕❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

F (s) = L{f (t)} =

 ∞

0

e−s t f (t) dt ♠✐t✿ s = δ + iω ✭✷✳✸✸✮

✐♥ ❞❡♥ ❇✐❧❞✲ ❜③✇✳ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ③❡✐t✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❙②st❡♠❡ ❜❧❡✐❜❡♥

❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♠❛tr✐③❡♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❡st❡❤❡♥✿

sZ(s)− z0 = AZ(s) + BF (s) ✭✷✳✸✹✮

Y (s) = LZ(s) + UF (s) . ✭✷✳✸✺✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✸✺

❉✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ▲❛♣❧❛❝❡✕❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐♥ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✲

♣r♦❣r❛♠♠❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❬▼❆❚▲❆❇®❪✳ ❉❛♠✐t st❡❤❡♥ ③✉r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❆♥t✇♦rt✈❡r❤❛❧t❡♥s

❞❡s ▼♦❞❡❧❧s s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❋♦r♠❡♥ ❞❡s ❩❡✐t❜❡r❡✐❝❤❡s ✭❙♣r✉♥❣✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s❛♥t✇♦rt✮ ❛❧s ❛✉❝❤

❞✐❡ ❋♦r♠❡♥ ❞❡s ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤❡s ✭Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥✱ P♦❧✕◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✕❉✐❛❣r❛♠♠✱

❖rts❦✉r✈❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✸✼

✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

✸✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❱❡r❜✉♥❞❡

❉✐❡ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧s ❆❦t♦r

♦❞❡r ❙❡♥s♦r ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡♥ ❞✉r❝❤ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ③✉r ▼♦❞❡❧❧✲

❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡❣❧❡✐t❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❱❡r❜✉♥❞✇❡r❦st♦❢❢❡ ❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ③✉❣❡♠❡ss❡♥✳

❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞✇❡r❦st♦❢❢❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❍✐❧❧ ❬✶✾✻✸❪ ♠✐t ❞❡♥ ❉❛r❧❡❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡r✱ ✐♠ ❙♣ät❡✲

r❡♥ ❍✐❧❧✕▼❛♥❞❡❧✕❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡

❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ✉♥❞ ❞❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❣❡❧❡❣t✳ ❊❜❡♥s♦

❢ü❤rt❡ ❍✐❧❧ ❬✶✾✻✺❪ ❞❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r s❡❧❜st❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥

❜❛s✐❡r❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ s♣ät❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❡rst❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❞✉r❝❤

❙❦✐♥♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✽❪ ✉♥❞ ◆❡✇♥❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✽❪ ♠✐t ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✲ ✉♥❞

❙❡r✐❡♥s❝❤❛❧t✉♥❣ ✭❱♦✐❣t✕ ✉♥❞ ❘❡✉ss✕▼♦❞❡❧❧❡✮ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❲❡✐t❡r❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❆r❜❡✐t❡♥✱

❞✐❡ ❛✉❢ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♠ ❲❡❣❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❱❡r❜✉♥❞❡ ❜❡✲

st✐♠♠❡♥✱ st❛♠♠❡♥ ✈♦♥ ❙❝❤✉❧❣❛ss❡r ❬✶✾✾✷❪✱ ❉✉♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✸❪✱ ❇❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ✉♥❞

❚❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✳ ❉✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ r❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣sr❡❣❡❧♥

❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❜❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❬❙❝❤✉❧❣❛ss❡r ✶✾✾✷❪ ü❜❡r

❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✎✉♥✐✜❡❞ ✜❡❧❞✍✕▼❡t❤♦❞❡ ✭❯❋▼✮ ❬❇❡♥t ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ ❜✐s ③✉ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡♥

❆♥sät③❡♥ ✭✎❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥✍✕▼❡t❤♦❞❡ ✭❆❍▼✮✮ ❬❇r❛✈♦✲❈❛st✐❧❧❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❀

❙❛❜✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪✳ ❉✐❡s❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ s✐♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡❢✜③✐❡♥t ✉♥❞ ❧✐❡❢❡r♥

✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ✐❤r❡r ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡✲

s❡♥t❧✐❝❤❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐st ❞❡r ❯♠st❛♥❞✱ ❞❛ss ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡

❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r ✉♥❞ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥❞❡ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ③✉r ❊✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣

❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ P♦❧❛r✐s❛t✐✲

♦♥ssr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❣❡❦rü♠♠t❡ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ③✳ ❇✳ ❜❡✐ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡♥ ▼❋❈

❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♠✐t ♥✐❝❤t ❜③✇✳ ♥✉r ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ s❡✐t ❡✐♥✐❣❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✈❡rstär❦t❡s ❆✉❣❡♥♠❡r❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❋❊▼✕❜❛✲

s✐❡rt❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❣❡❧❡❣t✳ ❉✐❡s❡ ❋❊▼✕❜❛s✐❡rt❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❣❡❤❡♥ ❛❧❧❡

✈♦♥ ❡✐♥❡♠ r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡♥ ❚❡✐❧✈♦❧✉♠❡♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✭❊❩✮ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡s

❛✉s ✭❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡✱ ✎✉♥✐t ❝❡❧❧✍✕▼❡t❤♦❞❡✮✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ s♣❡③✐❡❧❧❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥



✸✽ ✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

✇❡r❞❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ❛✉s ❞❡r❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲

r❛♠❡t❡r ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❇❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ♥✉t③❡♥ ❡✐♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❢ür ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡ P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞❡

③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❞❡♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ♠✐tt❡❧s ✎✉♥✐✜❡❞ ✜❡❧❞✍✕

▼❡t❤♦❞❡ ✭❯❋▼✮ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡rt❡♥✳ ❙❝❤✉❜♠♦❞✉❧✐ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡

❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐♠ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ ✐♥ ❋❛s❡r✲

❧ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❣❡s❡t③t✳

❆✉❝❤ P♦✐③❛t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪ ❦♦♥③❡♥tr✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ✉♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s♠❛tr✐① e ✳ ❙✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡

❋❛s❡r❢♦r♠❡♥ ✉♥❞ ❆♥♦r❞♥✉♥❣❡♥✳

■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ P❡tt❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥

❙❛t③❡s ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

❢ür ❥❡❞❡♥ ❘❛♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ P❡tt❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞

P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥s❦rä❢t❡♥ ❜③✇✳ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥✳

❇❡❝❦❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶✱ ✷✵✵✸❪ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❇❡③✉❣s✇❡rt❡ ❢ür

❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✈♦♥ ❱❡r❜✉♥❞❡♥ ❛✉s ♣✐❡③♦❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ❋❛s❡r♥ ❜③✇✳ ✐♥✲

t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡♥ P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞❡♥ ③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❑♦♥❦r❡t❡ ❉❡t❛✐❧s ③✉r ●❡st❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❞❡r ❊❩ ✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❙t❡✐♥❤❛✉s❡♥ ❬✷✵✵✷❪ ♥✉t③t ✐♥ s❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ s♣❡③✐❡❧❧ ❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ▲❛st❢ä❧✲

❧❡♥✱ ✉♠ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ✶✕✸ ❑♦♠♣♦s✐t❡ ❢ür ❯❧tr❛✲

s❝❤❛❧❧❛♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❛❜③✉❧❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡①♣❧✐③✐t ❢ür ❥❡❞❡♥

❘❛♥❞ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❙t❡✐♥❤❛✉s❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱

✉♠ ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ▼✐s❝❤✉♥❣sr❡❣❡❧ ❛❜③✉❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡✲

s❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ✐♠ ❯♠❦❡❤rs❝❤❧✉ss ❣❡♥✉t③t✱ ✉♠ ❛✉s ❣❡♠❡ss❡♥❡♥

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡s ❛✉❢ ❞✐❡ r❡❛❧❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s P✐❡③♦♠❛✲

t❡r✐❛❧s ③✉ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❙t❡✐♥❤❛✉s❡♥ s❡t③t ❞❛s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊❩ ❛✉❝❤ ❡✐♥✱ ✉♠ ❙❝❤✇✐♥❣❢♦r♠❡♥

✉♥❞ ■♠♣❡❞❛♥③s♣❡❦tr❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡s ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳

▲❡♥❣❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❪❀ ▲❡♥❣❧❡t ❬✷✵✵✸❪ ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ♠✐t

❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐t✉♥❣s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs❛t③ ❢ür

❡✐♥❡♥ P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞ ♠✐t ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❋❛s❡r♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐✲

t✉♥❣s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧♥ ▲❡♥❣❧❡t ❡t ❛❧✳ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❜♠♦❞✉❧✐ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r

❙❝❤✉❜✈❡r③❡rr✉♥❣ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ e15✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❛✉s❜r❡✐t✉♥❣s❜❡✲

r❡❝❤♥✉♥❣ ✐st ♥❛❝❤ ❊✐♥s❝❤ät③✉♥❣ ✈♦♥ ▲❡♥❣❧❡t ❡t ❛❧✳ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ▼❡✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✸✾

t❤♦❞❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ③✇❛r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑♦♠♣❧✐③✐❡rt❤❡✐t

❞❡r ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r ❊❩✳ ❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲

❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ❜❡✐ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r

❋♦r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞❡♠ ❲❡s❡♥ ♥❛❝❤✳

■♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❞✉r❝❤ P❡tt❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪

❢ür ❞✐❡ ❊❩ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ✉♠ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs❛t③ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ♠✐t ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦❢❛✲

s❡r♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥✱ s♦♥❞❡r♥

❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡r ❘ä♥❞❡r✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡s

●r✉♥❞❦♦♥③❡♣t ❢ür ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ st❛r❦ s♣❡③✐❛❧✐s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❇❡r❣❡r

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✇❡♥❞❡♥ ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❛✉❝❤ ❢ür P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞❡ ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡♥

❋❛s❡r♥ ❛♥✳ ❉✐❡ ❊❩ ❡♥t❤ä❧t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♠❡❤r❡r❡ st❛t✐st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡ ❋❛s❡r♥✳ ❆✉❝❤ ❋rö❤❧✐❝❤

❬✷✵✵✶❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t st♦❝❤❛st✐s❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♠

❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r P♦❧②❦r✐st❛❧❧❡✱ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ③✉❢ä❧❧✐✲

❣❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧❦ör♥❡r✱ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❲❡✐t❡r❡ ❆✉t♦r❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❊♥❛❜ ❬✷✵✵✾❪❀ ❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵❪ ♥✉t③❡♥ ❞❡♥

❆♥s❛t③ ✈♦♥ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ▼❡t❤♦❞✐❦✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r s♣❡③✐❡❧❧❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ✭❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❊❩ ❜❡✐ ❊♥❛❜✮ ❜③✇✳ s♣❡③✐❡❧❧❡r P✐❡③♦✲

✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✭✇✐❡ ③✳ ❇✳ ▼❋❈ ❜❡✐ ❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳✮ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳

s♣❡③✐❛❧✐s✐❡r❡♥ ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❆♥s❛t③✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s

♥✉r ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✐r❞ ❜③✇✳ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣

✐♥ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ▼❋❈ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇✐r❞✳

❇❡✐ ❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❡①♣❧✐③✐t ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❊❩ ❧✐❡❣❡♥❞❡r

❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛❞r❡ss✐❡rt✳ ❇❡✐ ❞❡r ❊✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ü❜❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥✲

♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥❞❡♥ ❊❩ ❧✐❡❣❡♥ ✭③✳ ❇✳ ■♥t❡r❞✐❣✐t❛❧❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡✐ ▼❋❈✮✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t

❞✐❡ ❋❡❧❞❡✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩ ♥✐❝❤t ❞❡♥

r❡❛❧❡♥ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t❡♥✳ ❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ▼❛❦r♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ür ❞❛s

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡✳ ➘❤♥❧✐❝❤❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ❜❡r❡✐ts ❞✉r❝❤ ❇❡❝❦❡rt ❡t ❛❧✳

❬✷✵✵✶❪ ❢ür ♣✐❡③♦❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ❋❛s❡r♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆✉t♦r ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❢ür P✐❡③♦✲

❤♦❤❧❢❛s❡r♥ ❬❑r❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ♣r❛❦t✐③✐❡rt✳

❆❧❧❡♥ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✐st ❣❡♠❡✐♥s❛♠✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ▲❛st❢ä❧❧❡ ❛♥ ❞❡r

❊❩ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡♥ ❜❡✐

✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ❡r❢♦❧❣t✳ ❊✐♥❡ ✐♥ ❞❡r

✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❞❡♠♦♥str✐❡rt❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐st ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ✈♦♥ ✐♥❤♦✲

♠♦❣❡♥❡r ❊❩ ✉♥❞ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ✇✐❡ s✐❡ ❢ür ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞✉r❝❤



✹✵ ✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

❍✐❧❧ ❬✶✾✻✸❪ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❢♦r♠❛❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❍✐❧❧✕▼❛♥❞❡❧✕❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❛✉❢

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❍♦r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❍❡ ❬✷✵✵✹❪ ❤❡r❣❡❧❡✐✲

t❡t✳ ❲✐❡ ❍♦r✐ ❡t ❛❧✳ ✉♥❞ ❍❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥✲

s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✭❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ✉♥❞ ❋❧✉ss✲

❞✐❝❤t❡♥✮ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✉♥t❡r ❞❡r

❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭s✳ ❬❍♦r✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✱ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✽✮❪ ❜③✇✳

❬❍❡ ✷✵✵✹✱ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✾✮ ✉♥❞ ✭✶✵✮❪✮✿

T̄i j S̄i j − D̄i Ēi =
1

Ω



Ω

(Ti j Si j −Di Ei) dΩ ♠✐t✿ i , j ∈ {1, 2, 3} ✭✸✳✶✮

❣✐❧t ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❣✐❧t✿

0 =



Γ


(ui − S̄i j xj)(Ti j nj − T̄i j nj)− (φ− Ēi xi)(Di ni − D̄i ni)


dΓ . ✭✸✳✷✮

❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❜❡✐ ●❡✇ä❤r❧❡✐st✉♥❣ ❤♦✲

♠♦❣❡♥❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉✐❡

❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❡rs❝❤❡✐♥t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t❡r ❜❡✐ ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ❜③✇✳

❋♦r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❡t❤♦❞✐❦ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✳ ❩✉❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐ ❞✐r❡❦t❡r

❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❡❜❡♥s♦ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥ ♠✐t ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ③✉r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥ s✐❝❤

❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊✐♥❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡r✲

❢♦❧❣t ♥✐❝❤t✳

❉✐❡ ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡♥

❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❣❡✲

♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡s ❆✉t♦rs ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ❜✐s✲

❤❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❙❝❤♠✐❞t ❬✷✵✵✶❪ st❡❧❧t ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠

❆◆❙❨❙® ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❋✐❝❤t❡♥❤♦❧③ ✈♦r✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡

▼❡t❤♦❞✐❦✱ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❙❝❤♠✐❞t ❬✷✵✵✶❪ ✉♥❞ ❡✐❣❡♥❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❬❑r❛♥③

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛✉❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ❛✉s❣❡✇❡✐t❡t✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✹✶

✸✳✷ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❢ür

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♠ ❊✐♥s❛t③ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥

✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞❛s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞

♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳

❍❛❣♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ❘✐t③✕❱❡❦t♦r❡♥ ③✉r rä✉♠❧✐❝❤❡♥

❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧✲

✉♥❞ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡✳ ❙✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞✐❡s❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦✲

❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ❇❛❧❦❡♥s ♠✐t ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ③✉r ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❙❝❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠♣❢✉♥❣ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣srü❝❦❢ü❤r✉♥❣ ✐♠ ❣❡r❡✲

❣❡❧t❡♥ ❇❡tr✐❡❜✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ st❡❧❧❡♥ ❍❛❣♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡✐

❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢❡st✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤rä♥✲

❦✉♥❣ ❛✉❢ ✇❡♥✐❣❡ ❘✐t③✕❱❡❦t♦r❡♥ ❜❡❣rü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

❱♦♥ ❆❣♥❡s ❬✶✾✾✺❪ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t ❛✉s❣❡rüst❡t❡ P❧❛tt❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤

❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ■♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❤t ❞❛❜❡✐ ♥✉r ❡✐♥❡ ❲✐r❦r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s

P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡s ❡✐♥✳ ❆♥❣❡✇❛♥❞t ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡r ❛❦t✐✈❡r

✉♥❞ ♣❛ss✐✈❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❜❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣✳

■♥ s❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❣❡❤t P✐❡❢♦rt ❬✷✵✵✶❪

❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥✳ P✐❡❢♦rt ❜❡✲

tr❛❝❤t❡t ❞❛❜❡✐ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡✱ ❞✐❡ ❡r ♠✐tt❡❧s ♠♦❞❛❧❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ♠♦✲

❞❛❧❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ✈♦♥ ❙❡♥s♦r❧❛✲

❞✉♥❣✴❙❡♥s♦rstr♦♠ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❆❦t♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❛❧s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆❞♠✐t✲

t❛♥③ ❜③✇✳ ■♠♣❡❞❛♥③ ❞❡s ❙②st❡♠s ❦♦rr✐❣✐❡rt P✐❡❢♦rt ❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❘❡st♠♦❞❡

✭✎r❡s✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡✍✮✳ ❆✉❝❤ P✐❡❢♦rt st❡❧❧t ♦❤♥❡ ❞✐❡s❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❡✐♥❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❢❡st✳ ❊r ✇❡✐st ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✈❡r✲

s❝❤✐❡❜✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❘❡❣❡❧✉♥❣s❡♥t✇✉r❢ ❤✐♥✳

❉✉r❝❤ ❘❡❛✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❆♥❛❧♦❣✐❡ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞

❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲✐❡ ❞✉r❝❤ ❈ôté ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ❢ü❤rt ❞✐❡s❡

❆♥❛❧♦❣✐❡ ❢ür st❛t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✐♠ ❱❡r✲

❣❧❡✐❝❤ ③✉ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡✲

r✉♥❣ ❞❡s ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s ③✳ ❇✳ ✐♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣

❛✉❢ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ■♠♣❡❞❛♥③

❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✇✐r❞ ❜❡✐ ◆✉t③✉♥❣ ❞❡r ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❛♥❛❧♦❣✐❡

♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳



✹✷ ✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

❆✉❝❤ ❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐❡ ❍❛❣♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪ ❞✐❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❡✐♥❡r

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛❧t✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠♣❢✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②s✲

t❡♠s✳ ❙✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❞❛❢ür ❡✐♥❡ ♠♦❞❛❧ r❡❞✉③✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♦❤♥❡ st❛t✐✲

s❝❤❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❜③✇✳ ♦❤♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❞✉r❝❤ ❘❡st♠♦❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❉ä♠♣✲

❢✉♥❣s❡✐♥❢❧✉ss❡s ❡✐♥❡r ♣❛ss✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ss❝❤❛❧t✉♥❣ ✐st s♦❧❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦rr❡❦✲

t✉r ♥✐❝❤t ③✇✐♥❣❡♥❞ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛ ❞✐❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠♣❢✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛♥③❜❡r❡✐❝❤❡

❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ▼♦❞❡♥ ❛❜❣❡st✐♠♠t ✇✐r❞✳ ❙t❛t✐s❝❤❡s ◆✐✈❡❛✉ ✉♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✲

✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠❢✉♥❣ ♥✐❝❤t ✈♦♥

♣r✐♠är❡♠ ■♥t❡r❡ss❡✳

❊✐♥❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥

❧❡✐st❡♥ ❈♦❧❧❡t ✉♥❞ ❈✉♥❡❢❛r❡ ❬✷✵✵✽❪✳ ❙✐❡ ❦♦♥③✐♣✐❡r❡♥ ❡✐♥ ❱♦r❣❡❤❡♥ ③✉r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡s

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t❡s✳ ❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❋❊✕▼❡t❤♦❞❡ ▼♦❞❡❧❧str✉❦✲

t✉r❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❉❖❋ ❡✐♥ ✐♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆♥✇❡♥✲

❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✈❡r♥❡t③t❡♥ ▼♦✲

❞❡❧❧ ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❆✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❤❡✉t③✉t❛❣❡ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③✲

t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❞②♥❛♠✐❦ ♥❛❝❤ ❈r❛✐❣ ✉♥❞

❇❛♠♣t♦♥ ❬✶✾✻✽❪ ✭✈❣❧✳ ❛✉❝❤ ❬❈r❛✐❣ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✻❪✱ ✎❈♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡ s②♥t❤❡s✐s✍ ✐♥ ❬❆◆❙❨❙❪✮

❡r✇❡✐t❡r♥ ❈♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❛♥s❛t③ ❛✉s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❈r❛✐❣ ✉♥❞ ❇❛♠♣t♦♥ ✉♠ st❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥

❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋✳ ❙✐❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞❛♠✐t ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡✲

♠❡ ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ■♠♣❡❞❛♥③✳ ❊✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ◆✉t③✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥s♠❡✲

t❤♦❞❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❈♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳

❆s❤✇✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❢♦❧❣❡♥ ❡✐♥❡♠ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❛♥s❛t③ ✇✐❡ ❈r❛✐❣ ✉♥❞ ❇❛♠♣t♦♥

♠✐t ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥✱ ✇❡♥❞❡♥ ❞✐❡s❡♥

❆♥s❛t③ ❛❜❡r ❛✉❢ ❡✐♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛♥✳ ❙✐❡ s❡♣❛r✐❡r❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♣❛ss✐✲

✈❡ ❙tr✉❦t✉r ✈♦♥ ❞❡♠ ❛❦t✐✈❡♥✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠✳ ❉❛ s✐❡ ✐♥ ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡❣❡❧❡❣✲

t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❆❦t♦r♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❊rr❡❣✉♥❣s❣röÿ❡✮ ✉♥❞

❙❡♥s♦r♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❊r❣❡❜♥✐s❣röÿ❡✮ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❡①♣❧✐③✐t ♥✐❝❤t

❛✉❢tr✐tt✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❞❡r ❦♦rr❡❦t❡♥ ■♠♣❡❞❛♥③❛❜❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥

♥✐❝❤t✳ ❆s❤✇✐♥ ❡t ❛❧✳ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ✐❤r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❛♥s❛t③ ❞❡s❤❛❧❜ ✭❛♥❞❡rs ❛❧s ❈♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳✮ ❛✉❢

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥ ✈❡r③✐❝❤t❡♥✱ s✐♥❞ ✐♥ ✐❤r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❛✉ss❛❣❡♥ ❞❛♠✐t ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❛s

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳

❚❤♦♠❛s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡ ❋❊✕❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞ü♥♥❡✱ ❢❧ä❝❤✐❣❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❖❜❡r✲ ✉♥❞ ❯♥t❡rs❡✐t❡♥✳ ❙✐❡ ♥✉t③❡♥ ❞❛❜❡✐

❛❧s ❞✐s❦r❡t❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❞❡r ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ■♥t❡r♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❉❖❋ tr❡t❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❛✉❢✳ ▼✐t



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✹✸

❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❚❤♦♠❛s ❡t ❛❧✳ ❞❛s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧✳ ❉❛ s✐❡ ❞❛s r❡❞✉✲

③✐❡rt❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❛✉❝❤ ❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r

❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠♣❢✉♥❣ ♥✉t③❡♥✱ ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥ s✐❡ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t✳

❊✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❉✐♥❦❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ③✉r ❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ❆✉❢ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♠ ❲❡❣❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞ü♥♥❡♥✱ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦♣❧❛tt❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt

s✐♥❞✱ ✉♥❞ ❜✐♥❞❡♥ ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❛❧s ❑♦♠♣❛t✐❜✐❧✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠

❘❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♥❞ ❞❡r ♣❛ss✐✈❡♥ P❧❛tt❡♥str✉❦t✉r ✐❤r❡s ●❡✲

s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❡✐♥✳ ❉✐♥❦❧❡r ❡t ❛❧✳ ❡r③✐❡❧❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡r ▼❛❦r♦❡❧❡♠❡♥t❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡ s❡❤r

❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✈❡r♥❡t③t❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✲

r❡❝❤♥✉♥❣s❡❢✜③✐❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❞ü♥♥❡♥✱ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥

P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❆✉❢ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞

❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳

◆❡❜❡♥ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❘❡❞✉❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❞②♥❛♠✐❦ ❛♥❣❡✲

✇❛♥❞t ✇✐r❞✱ ❡①✐st✐❡r❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊✐❣♥✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♥♦❝❤ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣s❣❡❣❡♥st❛♥❞ ✐st✳ ❆✉❢❣❡❢ü❤rt s❡✐❡♥ ❤✐❡r ❑r②❧♦✈✕

❙✉❜s♣❛❝❡✕❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❇❛✐ ✷✵✵✷❀ ❍❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❀ ❘✉❞♥②✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❜❛✲

❧❛♥❝✐❡rt❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❬❇❡♥♥❡r ✷✵✵✻❀ ❇♦♥✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❘❡❣❡✲

❧✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ st❛♠♠❡♥✳

❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇❡♥❞❡♥ ❑✉r❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❞✐❡ ❑r②❧♦✈✕❙✉❜s♣❛❝❡✕❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ③✉r ❡❢✜✲

③✐❡♥t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ♠✐t ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉s❣❡rüst❡t❡♥ P❧❛tt❡ ✇✐❡✲

❞❡r✉♠ ♠✐t ❞❡♠ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s③✐❡❧ ❡✐♥❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞s❞ä♠♣❢✉♥❣ ❛♥✳ ❯♥❣ü♥st✐❣ ❡rs❝❤❡✐♥t✱

❞❛ss ♥❛❝❤ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞✐❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät ❞❡r ●❡✲

s❛♠t♠❛ss❡♥♠❛tr✐① ♥♦❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳

❆✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ✐♥❣❡♥✐❡✉rt❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜✐❡t❡♥ ❞✐❡s❡ ❢ür ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r❞②♥❛♠✐❦

♥❡✉❡♥ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡s P♦t❡♥t✐❛❧✳ ■❤r❡ ❆❦③❡♣t❛♥③ ✇✐r❞ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛❞✉r❝❤

❡rs❝❤✇❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ♠♦❞❡❧❧❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥

✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤t✳

❆✉s ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▲✐t❡r❛t✉rü❜❡rs✐❝❤t ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐♠ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡

❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ P✉♥❦t❡ ✈♦♥

❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✿

• ❊✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐st ❛❧s ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✉r ❘❡❣❡❧✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ③✉♠

❙❝❤❛❧t✉♥❣s❡♥t✇✉r❢ ❡✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡s ❲❡r❦③❡✉❣✳

• ❊✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s

s♦✇♦❤❧ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❦♦rr❡❦t ❛❜❜✐❧❞❡♥ s♦❧❧✱



✹✹ ✸ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

♠✉ss ❛✉❝❤ st❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s ✐♥ ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s

❡✐♥❜❡③✐❡❤❡♥✳

• ❋ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞

❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥

❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳

• ❊✐♥❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ♣❛ss✐✈❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠ ✉♥❞ ❛❦t✐✈❡♠

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧✳

✸✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❜❡❞❛r❢

❉✐❡ ❊rört❡r✉♥❣ ❞❡s ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙t❛♥❞❡s ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲

♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ③✉r ❡❢✜③✐❡♥t❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❧ässt ❛✉❝❤ ❉❡✜③✐t❡ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❢ür P✐❡③♦✈❡r✲

❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡✿

• ❊✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡

✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡rt✳

• ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛❧s

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥✳ ❊✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲ ❜③✇✳ ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t✳ ❊s ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ❲❡✲

s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ♣❛ss✐✈❡ ❙tr✉❦t✉r ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❥❡✲

❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❘ü❝❦✇✐r❦✉♥❣ ✐♠ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❞❡r

P✐❡③♦❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳

• ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❡r❢♦❧❣t ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉❢

♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞✉r❝❤ ❍❛❣♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪ ❛✉❝❤ ❞❡r ❋❛❧❧ ❞❡r

❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡♥ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❋ür ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❡❧❧❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♠✐t ❣❡st❡✉❡rt❡♥

❙tr♦♠q✉❡❧❧❡♥ ✭❙tr♦♠✈❡rstär❦❡r✮ ✐st ❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✈♦♥

✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❉❡r ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ❙tr♦♠q✉❡❧❧❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✈♦♥

P✐❡③♦❛❦t♦r❡♥ ❣❡✇✐♥♥t ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✱ ❞❛ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡s ❍②st❡✲

r❡s❡✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡r③✐❡❧t ✇✐r❞ ❬❉ör❧❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳

• ❉❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ss❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥

❆✉t♦r❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞ü♥♥❡✱ ♠❛ss✐✈❡✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡ P❧❛tt❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ✐♥ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ❛♥❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳

P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✹✺

❆✉s ❞❡r ✈♦r❛♥❣❡❤❡♥❞❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣✱

❡❢✜③✐❡♥t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞②✲

♥❛♠✐s❝❤❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ③✉ s❝❤❛❢❢❡♥✱ ✐♥ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ❊♥t✲

✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❙❝❤✇❛❝❤st❡❧❧❡♥ ❛✉❢♥✐♠♠t✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✹✼

✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür

♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③

❲✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥

✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❉✐❝❦❡ ✭100 µm✕●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣✮

✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✭❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣

❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ❛❧s ❆❦t♦r✮ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣❡r✐♥❣ ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲

♥❡♥✳ ❉❛♠✐t tr✐tt ❜❡✐ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡ ✐♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ✉♥❞

❙②st❡♠❡♥ ❞❡s ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲ ✉♥❞ ❋❛❤r③❡✉❣❜❛✉s ❡✐♥ ❜❡trä❝❤t❧✐❝❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✉♥t❡rs❝❤✐❡❞

③✇✐s❝❤❡♥ ●❡s❛♠tstr✉❦t✉r ✉♥❞ P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ❢ü♥❢ ❩❡❤♥❡r✲

♣♦t❡♥③❡♥ ❛✉❢✳

❋ür ❡✐♥❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥s s♦❧❝❤❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ♠✐tt❡❧s ❋❊▼ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

❞✐❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t ❞❡r ❛❜❣❡st✐♠♠t❡♥ ört❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣✳ ❊✐♥❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❛s

●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧❡s ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡ ✐st ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ♠ö❣✲

❧✐❝❤✳ ❉✐❡s ✇ür❞❡ ✉♥✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äÿ✐❣ ❣r♦ÿ❡ ✉♥❞ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜

✐st ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❉✐❡s❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ✭❡❢❢❡❦✲

t✐✈❡♥✮ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣✳ ▼✐t ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❜❛✉❡♥✱ ❞❛s ✐♥ s❡✐♥❡r ❖rts❞✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t

♠❡❤r ✈♦♥ ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s

❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳

❉❛ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ d33✕▼❋❈ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♠ ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡✱

s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞ ❡✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❖rts❞✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

❞❛rst❡❧❧t✱ ♠✉ss ❞❛s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st❡✐♥❧❡✐t✉♥❣ ✔❤♦♠♦❣❡♥✐✲

s✐❡r❡♥✓✳ ■♥ ❇✐❧❞ ✹✳✶ ✐st ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

∆φglob

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

∆φreal

❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧

❇✐❧❞ ✹✳✶✿ ▼♦❞❡❧❧tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣



✹✽ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

❊s ✐st s✐♠✉❧❛t✐♦♥st❡❝❤♥✐s❝❤ ❡rstr❡❜❡♥s✇❡rt✱ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞✲

♠♦❞✉❧s ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ❛♥ ❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡s ▼♦❞✉❧s ③✉ ♠♦✲

❞❡❧❧✐❡r❡♥✳ ❇❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ♠✉ss ❞❡r ✈❡rä♥❞❡rt❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞ ❞✉r❝❤ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡✲

r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞❛s r❡❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳✽

❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❞❛③✉ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣ ❛❧s Pr♦❞✉❦t ❞❡r r❡❛❧❡♥

❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r❡ ❣❡✇ä❤❧t

✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ✐st ❞✐❡ ❆rt ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✔▲❛st❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣✓ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✳

✹✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

✹✳✷✳✶ ❊♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡

●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐st ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❡r✲

♠✐tt❡❧t ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt❡ ❞❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛✉s ❞❡♠ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥

❡✐♥❡s r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡♥ ❚❡✐❧✈♦❧✉♠❡♥s ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s✳ ❉✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ s❡t③t

❡✐♥❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s ✈♦r❛✉s✳ ❉✐❡s❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥

❋ä❧❧❡♥ ③✉♠✐♥❞❡st ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❑❡r♥♣✉♥❦t ❞❡r ❤✐❡r ❞❛r❣❡❧❡❣t❡♥ ❱❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ✐st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t

❞❡r ✭✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡♥✮ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡

✭❊❩✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❣❧❡✐❝❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥s ✭❊❩homo✮ ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐ts❦♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥

❡✐♥❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ③✳ ❇✳ ❞✉r❝❤ ❙❝❤♠✐❞t ❬✷✵✵✶❪ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣

❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❋✐❝❤t❡♥❤♦❧③ ❛✉s✲

❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ❢ür ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳

■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ▼✐tt❡❧✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ✭✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✉r❝❤

❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✮ ❣❡st❛tt❡t ❞✐❡ ❡♥❡r❣✐❡❜❡③♦❣❡♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡

str❡♥❣❡r❡ ❋♦r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛❜❧❛✉❢❡s ✉♥❞ ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡✲

❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❡♥❡r❣✐❡❜❡③♦❣❡♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡rö❢❢♥❡t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t

✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡r ❆❜s❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆♥❤❛♥❣ ❇✮✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

✽❉✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✇✉r❞❡ ③✳ ❇✳ ✈♦♥ P❡t❡r✲❈❤r✐st✐❛♥ ❊❝❝❛r❞t✱ ❙❝❤✉❧✉♥❣sr❡❢❡r❡♥t ❞❡r ❈❆❉❋❊▼ ●♠❜❍✱ ❜❡✐♠ ❙❡♠✐✲
♥❛r ✔❆◆❙❨❙ P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ✵✸✳✵✼✳✷✵✵✷✓ ❢ür P✐❡③♦st❛♣❡❧❛❦t♦r❡♥ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✹✾

❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✺✸✮ ✈♦♥

❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✳

❋ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡❞✐❝❤t❡ H ❛❧s ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡✲

❣❡♥❞❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ✐♥ ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡♥s♣❡③✐✜s❝❤❡♥

❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣Welas✱ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡sWelek ✉♥❞ ❞❡r

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ Wpiez ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳ ■❦❡❞❛ ✶✾✾✻❪✿

H =
1

2


T
′

S − D
′

E


✭✹✳✶✮

H =
1

2


(S

′

c
E ′
S − E

′

e S)− (S
′

e
′

E + E
′

ε
S ′
E)


✭✹✳✷✮

H =
1

2
S
′

c
E
S

  
− E

′

e S

  
−
1

2
E
′

ε
S
E

  
✭✹✳✸✮

H = Welas − Wpiez − Welek . ✭✹✳✹✮

❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❊❩ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲

③❡rr✉♥❣❡♥ S(x) ✉♥❞ ❞❡♠ ❧♦❦❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ E(x) ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ❢ür

✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❜❡st✐♠♠t✿

Welas(x) =
1

2
S
′

(x)cE(x)S(x) ✭✹✳✺✮

Wpiez(x) = E
′

(x)e(x)S(x) ✭✹✳✻✮

Welek(x) =
1

2
E
′

(x)εS(x)E(x) , ✭✹✳✼✮

✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡r ❊❩ ❛✉s ❞❡r ❙✉♠♠❛t✐♦♥ ü❜❡r ❛❧❧❡ ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r

❊❩ ❡r❣✐❜t✿



EZ

H dΩ =


elem

(Welas,elem −Wpiez,elem −Welek,elem) Ωelem . ✭✹✳✽✮

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡r ❊❩ s♦❧❧ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲

✈♦❧✉♠❡♥s ❊❩homo ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ S̄✱ Ē ✉♥❞ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡✲

t❡r♥ c̄E✱ ē✱ ε̄S ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✿



EZ

H dΩ =



EZ

(Welas −Wpiez −Welek) dΩ

=



EZhomo

H dΩ =


1

2
S̄
′

c̄
E
S̄ − Ē

′

ē S̄ −
1

2
Ē
′

ε̄
S
Ē


ΩEZ . ✭✹✳✾✮



✺✵ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

❉✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r c̄E✱ ē ✉♥❞ ε̄S s✐♥❞ ❜❡✐ ❱♦r❣❛❜❡ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣❡♥ S̄ ✉♥❞ Ē ❞✉r❝❤ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r ❊❩ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❞❡r

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✾✮ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❞❡r ▲❛st❢ä❧❧❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❏❡ ♥❛❝❤ ❦♦♥❦r❡t❡r ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ▲❛st❢ä❧❧❡ ❜❡♥ö✲

t✐❣t✱ ✉♠ ❛❧❧❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♠❛tr✐③❡♥ c̄E✱ ē ✉♥❞ ε̄S ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

✹✳✷✳✷ ▼❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ♦rt❤♦tr♦♣❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡s

❉✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s

❤ä♥❣t ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ✈♦♥ ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s

❱❡r❜✉♥❞❡s ❛❜✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♠ ❱❡r❜✉♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ✭❡❢❢❡❦t✐✈❡♥✮ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s✳

❉❛ ✐♥ t❡❝❤♥✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ P✐❡③♦st❛♣❡❧❛❦t♦r❡♥✱ ▼❋❈ ♦❞❡r ❛✉❝❤

♥❡✉❛rt✐❣❡♥ P✐❡③♦❦♦♠♣♦s✐t❛❦t♦r❡♥ ❬●❡❜❤❛r❞t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡

✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞ ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ▼❛tr✐① ❡✐♥❣❡❜❡t✲

t❡t s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ✭❡❢❢❡❦t✐✈❡♥✮ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧✲

t❡♥s ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❖rt❤♦tr♦♣✐❡ ❛♥s❡t③❡♥✳ ❋ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐st

❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❊✐♥❣r❡♥③✉♥❣ ❛✉❢ t❡tr❛❣♦♥❛❧❡s ♦❞❡r ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s ✭❜③✇✳ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡s✮

❱❡r❤❛❧t❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s s✐♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✭✹✳✶✵✮ ♥❡✉♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥✱ ❢ü♥❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥

✉♥❞ ❞r❡✐ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳

❉❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ✇✐r❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❞✉r❝❤✿





T̄1

T̄2

T̄3

T̄4

T̄5

T̄6

D̄1

D̄2

D̄3





=





c̄E11 c̄E12 c̄E13 0 0 0 0 0 −ē31

c̄E12 c̄E22 c̄E23 0 0 0 0 0 −ē32

c̄E13 c̄E23 c̄E33 0 0 0 0 0 −ē33

0 0 0 c̄E44 0 0 0 −ē24 0

0 0 0 0 c̄E55 0 −ē15 0 0

0 0 0 0 0 c̄E66 0 0 0

0 0 0 0 ē15 0 ε̄S11 0 0

0 0 0 ē24 0 0 0 ε̄S22 0

ē31 ē32 ē33 0 0 0 0 0 ε̄S33









S̄1

S̄2

S̄3

S̄4

S̄5

S̄6

Ē1

Ē2

Ē3





.
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❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺✶

❆✉s ❞✐❡s❡♠▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③ ❧❡✐t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❊❩homo ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

✈♦♥ ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❞❡♠ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❤❡r✿

W elas =
1

2


c̄E11 S̄1

2
+ c̄E22 S̄2

2
+ c̄E33 S̄3

2
+ 2 c̄E12 S̄1 S̄2 + 2 c̄

E
13 S̄1 S̄3

+2 c̄E23 S̄2 S̄3 + c̄
E
44 S̄4

2
+ c̄E55 S̄5

2
+ c̄E66 S̄6

2


✭✹✳✶✶✮

W piez = ē31 Ē3 S̄1 + ē32 Ē3 S̄2 + ē33 Ē3 S̄3 + ē24 Ē2 S̄4 + ē15 Ē1 S̄5 ✭✹✳✶✷✮

W elek =
1

2


ε̄S11 Ē1

2 + ε̄S22 Ē2
2 + ε̄S33 Ē3

2

. ✭✹✳✶✸✮

❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ S̄µ = S̄
i

µ ❜③✇✳ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ Ēi = Ē
i

i s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt

✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✔❛❦t✐✈✓

✐st✳ ❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❋❊✕

▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊❩ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ s✐♥❞ sä♠t❧✐❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✱ ❞✐❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r

❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t

✇❡r❞❡♥✳

✹✳✷✳✸ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡

❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊❩ ♠üss❡♥

• ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ S̄ ❜③✇✳ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ Ē ❛❧s ♥♦r♠✐❡rt❡

ä✉ÿ❡r❡ ▲❛st ❞❡r ❊❩ ✈♦r❣❡❜❡♥ ✉♥❞

• ❞✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❞❡r ❊❩ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳

❇❡✐ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐st ❞✐❡ P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦✲

❞❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❊❩ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ❋ä❧❧❡ ✉♥t❡r✲

s❝❤✐❡❞❡♥✿

✶✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❇❡st❛♥❞t❡✐❧ ❞❡r ❊❩✳ ❉✐❡ ❊✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧✲

❞❡s ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❩ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❋❛❧❧ ✐st ③✳ ❇✳ ❢ür ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❙t❡✐♥❤❛✉✲

s❡♥ ❬✷✵✵✷❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✶✕✸✕❑♦♠♣♦s✐t❡ ❢ür ❯❧tr❛s❝❤❛❧❧✇❛♥❞❧❡r

r❡❧❡✈❛♥t✳

✷✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s✱ ♣❡r✐✲

♦❞✐s❝❤ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❊❩ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ♣✐❡③♦✲



✺✷ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✿ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡♥
♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s

▲❋ S̄i

1 S̄i

2 S̄i

3 S̄i

4 S̄i

5 S̄i

6 Ēi

1 Ēi

2 Ēi

3 ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❡❢❢❡❦t✐✈❡r
❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧

✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E11














































W elas

✷ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E22
✸ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E33
✹ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E44
✺ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E55
✻ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ c̄E66
✼ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E12
✽ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E13
✾ ✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ c̄E23

✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ε̄S11






W elek✶✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ε̄S22
✶✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ε̄S33

✶✸ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ē33 

















W piez

✶✹ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ē31

✶✺ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ē32

✶✻ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ē15

✶✼ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ē24

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ s✐♥❞ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧ ❞❡r ❊❩✳ ❉✐❡ ❊✐♥❦♦♣♣✲

❧✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❩ ✈♦♥ ✐♥♥❡♥✳ ❉✐❡s tr✐❢❢t ③✳ ❇✳

❛✉❢ ❞✐❡ d33✕▼❋❈ ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♠ ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ③✉✳

❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♦❤♥❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❉✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ❞❡r ❊❩ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❉❖❋ ❞❡r ③✉❣❡♦r❞✲

♥❡t❡♥ ❘ä♥❞❡r ❞❡r ❊❩ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✳ ❉❛❜❡✐ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡r

❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢③✉♣rä❣❡♥❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉❖❋ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ x1 = x
0
1 = ❦♦♥st❛♥t ❣✐❧t✿

u1(x
0
1 + lEZ,1, x2, x3)− u1(x

0
1 , x2, x3) = lEZ,1 S̄1 ✭✹✳✶✹✮

u2(x
0
1 + lEZ,1, x2, x3)− u2(x

0
1 , x2, x3) = lEZ,1

S̄6
2

✭✹✳✶✺✮

u3(x
0
1 + lEZ,1, x2, x3)− u3(x

0
1 , x2, x3) = lEZ,1

S̄5
2

✭✹✳✶✻✮

φ(x01 + lEZ,1, x2, x3) − φ(x
0
1 , x2, x3) = lEZ,1 Ē1 , ✭✹✳✶✼✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺✸

∆φreal

∆φEZ

❊❩homo❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ❊❩

❇✐❧❞ ✹✳✷✿ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✐♥ ❊❩ ✉♥❞ ❊❩homo ❜❡✐ d33✕▼❋❈ ✭❉✐❡ ✐♠ ❇✐❧❞ ❣❡❣❡♥✲
ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❣❧❡✐❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧❡r ❋✐♥❣❡r❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢ ❖❜❡r✲ ✉♥❞ ❯♥t❡rs❡✐t❡ ❡rr❡✐❝❤t✳✮

✇♦❜❡✐ S̄µ ✉♥❞ Ēi ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❋❡❧❞stär❦❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ✉♥❞ lEZ,1 ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❊❩ ✐♥ ✶✕❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t

❬✈❣❧✳ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✵✶❀ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳

❋ür ❞✐❡ ❘ä♥❞❡r x2 = x
0
2 = ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ x3 = x

0
3 = ❦♦♥st❛♥t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡

❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥✳

❉✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❉❖❋✕❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s s♦❣❡✲

♥❛♥♥t❡r ❩✇❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✎❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✍✮✱ ❞❡r❡♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❆♥t❡✐❧❡ ❧❛st❢❛❧❧✲

s♣❡③✐✜s❝❤ ❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡r ▲❛st❢❛❧❧t❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✱ ❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✶✶✮ ❜✐s ✭✹✳✶✸✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❛♥❞✲

❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✶✹✮ ❜✐s ✭✹✳✶✼✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ♦rt❤♦tr♦♣❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ❣❡❣❡✲

❜❡♥✳ ❇❡✐ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛♥❞❡r❡r ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s ✭t❡tr❛❣♦♥❛❧❡s ♦❞❡r

❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥✮ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡✳ ❊✐✲

♥❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡r P❡r✐♦❞✐③✐tät ✭③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❡❜❡♥❡♥ ❜③✇✳ ❢❧ä❝❤✐❣❡♥

❱❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ▼❋❈✮ ✐st ❞✉r❝❤ ❊❧✐♠✐♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ P❡r✐♦❞✐③✐✲

täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✶✹✮ ❜✐s ✭✹✳✶✼✮ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊❜❡♥s♦

✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙♣❡③✐❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭❡❜❡♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲

♦❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣s③✉st❛♥❞✮ ❞✉r❝❤ ◆✉❧❧s❡t③❡♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❦♦♠♣♦✲

♥❡♥t❡♥ ❡r③✐❡❧t✳

❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❇❡✐ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡♥ ▼❋❈✱ ❞❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♥✲

♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥❞❡♥ ❊❩ ❧✐❡❣❡♥✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ r❡❛❧❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❋❡❧❞❡s ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣✮ ♥✐❝❤t ③✇❛♥❣s❧ä✉✜❣ ❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❋❡❧❞✱ ✇✐❡ ❡s ✐♠ ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩ ❡✐♥❣❡♣rä❣t ✇✐r❞ ✭✈❣❧✳

❇✐❧❞ ✹✳✷✮✳



✺✹ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

❋ür ❞✐❡ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐st ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞✲

❧❛❣❡ ❡✐♥❡s ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ P♦st✉❧❛t❡s ü❜❡r ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❡s r❡❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ③✉♠

❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❞❡r ❊❩ ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s❡s P♦st✉❧❛t ❜❡tr✐❢❢t s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❆✉s✲

r✐❝❤t✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s✳

❋ür ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡ d33✕▼❋❈ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❋❛s❡r❧ä♥❣s❛❝❤s❡ ❞❡r ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤❡♥

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ♠✐t ❧♦❦❛❧❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ♥❛❤❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦✲

❞❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❡s s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞✐❡ ❋❛s❡r❧ä♥❣s❛❝❤s❡ ❛❧s P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r

❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊❩homo ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❬❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❋ür ♣✐❡③♦❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡ ❋❛✲

s❡r♥ ❬❇❡❝❦❡rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪ ♦❞❡r P✐❡③♦❤♦❤❧❢❛s❡r♥ ❬❑r❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✱ ❞✐❡ r❛❞✐❛❧ ü❜❡r ❞✐❡

❉✐❝❦❡ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t ❜③✇✳ ❍♦❤❧❢❛s❡r ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt s✐♥❞✱ ✐st ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧

✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❩homo ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡

❣❧♦❜❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❋❛s❡r❧ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❧s ♠♦❞❡❧❧❤❛❢t❡ ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊❩homo
❢❡st③✉❧❡❣❡♥✳

❇❡✐ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊❩ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❍♦♠♦✲

❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡ ♥❛❝❤ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ s♦ ③✉ ♠♦❞✜③✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✐♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ♥✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭✹✳✶✼✮ ❡r❢♦❧❣t✱

s♦♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ P♦t❡♥t✐❛❧✈♦r❣❛❜❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡♥ ❋❛❧❧ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞✐❡ ✉♥♠✐t✲

t❡❧❜❛r❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❛❧s ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣

❛✉❢ ❇❛s✐s ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥✱ ❞❛ ❜❡✐ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✷✮

♥✐❝❤t ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ✐st✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ✐♠

❆♥❤❛♥❣ ❇ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ❇✳✶✮ ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✐st ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✔▲❛st❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣✓

✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣✳ ▼✐t ❞❡♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥str✉❦t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✲

t❡ ❊❩homo ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞✳

❉❛♠✐t ✈❛r✐✐❡rt ❛✉❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❊❩✱ ✇❛s ❞❡♠ ●r✉♥❞❣❡❞❛♥❦❡♥

❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ✈♦♥ ❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛✉s❣❡❣❧✐❝❤❡♥

✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❩✉r ❑♦rr❡❦t✉r ❦ö♥♥❡♥

❛✮ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ∆φ ✉♥❞✴♦❞❡r

❜✮ ❞✐❡ ❢❡❧❞r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r εS ✉♥❞ e

❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣s❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ✭✹✳✶✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡

✭✹✳✶✸✮ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❋ür ❞✐❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡r



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺✺

❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥❞❡r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s

❞✉r❝❤ E = ∆φ/b✱ ✇♦❜❡✐ b ❞❡♥ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

Welek =
1

2
εS
(∆φ)2

b2
. ✭✹✳✶✽✮

❉❛s ❤❡✐ÿt✱ s♦❜❛❧❞ ❜❡✐ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥str✉❦t✉r ❞❡s P✐❡③♦✈❡r✲

❜✉♥❞♠♦❞✉❧s ❛❜❣❡✇✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss ❜③✇✳ ✇✐r❞ ✭breal → bmodell✮✱ ❣✐❜t ❡s ♥❡❜❡♥ ❞❡♥

❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✭ε̄S✱ ē✮ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❢r❡✐❡ ●röÿ❡ ∆φmodell = f (∆φreal) ③✉r

●❡✇ä❤r❧❡✐st✉♥❣ ❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡♥ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ✭❊❩✮ ✉♥❞ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✭❊❩homo✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ❞✐❡ ❙♣❡③✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳

❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ Prä♠✐ss❡ ❢ür ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩homo ❛♥③✉s❡t③❡♥❞❡♥ P♦✲

t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ❣❡❤t ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ♠✐t ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❜❡✐ ♠❛t❡r✐❛❧✐✲

❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❛❧s♦ q✉❛s✐ ❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ❱❡r❜✉♥❞✱ ❛❧s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐✲

❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ❦❛♥♥

❥❡❞♦❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ♥✉r ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r✲

❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r r❡❛❧❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞ breal ❞❡r ❤❛❧❜❡♥ ▲ä♥❣❡ lEZ ❞❡r ❊❩ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❡r

❖rt ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ❤❛t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❢❧✉ss ❛✉❢

❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊✐♥❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞✐❡s❡s ❆♥s❛t③❡s ✐st ✐♥

❆♥❤❛♥❣ ❇ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ❇✳✷✮ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❊✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❆♥s❛t③♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ❛♥ ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

✉♥❞ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩homo ✭∆φreal = ∆φEZ✮✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❡❢✲

❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s s♦✇♦❤❧ ❢ür ❞✐❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❛❧s

❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ♥✐❝❤t ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❆♥✲

❞❡r❡rs❡✐ts ❜✐❡t❡t ❞✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✉r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

▲❛st ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✭✈❣❧✳ Pr♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✶✮✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ✐st✱

❞❛ss ❞✐❡ ❊❩ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ❡♥t❤ä❧t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥

❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s ❛❧s ❣❧♦❜❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st ∆φglob
❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡s ▼♦❞✉❧s ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❛✉s r❡❛❧❡r P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧

❞❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡s❝❤❛❧t❡t❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

■♥ ❇✐❧❞ ✹✳✸ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ③✇❡✐st✉✜❣❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳

❋ür ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❜③✇✳ ✈♦♠ ❍♦♠♦❣❡♥✐✲

s✐❡r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✭QEZ✮ ❛✉❢ ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✭Qglob✮ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑❛♣❛③✐tät ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡

●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s✿



✺✻ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

∆φreal

∆φglob = n · ∆φEZ

∆φEZ = ∆φreal

❊❩homo

n·❊❩

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧

❇✐❧❞ ✹✳✸✿ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st ❛✉❢ ❊❩ ✉♥❞ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

∆φEZ
lEZ

=
∆φglob
n · lEZ

,
QEZ
∆φEZ

= ε
A

lEZ
,

Qglob
∆φglob

= ε
A

n · lEZ
✭✹✳✶✾✮

⇒ QEZ = Qglob . ✭✹✳✷✵✮

❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡ ❛♥r❡❣❡♥❞❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❙t✐r♥❡❧❡❦tr♦❞❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s Qglob ❡♥t✲

s♣r✐❝❤t ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ QEZ ❛♥ ❞❡r ❊❩ ❜③✇✳ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r✳

✹✳✸ ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥

❊✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙❛t③❡s ✈♦♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡♥

❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ❇❡r❡✐tst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣❡♥ ✭❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❣röÿ❡♥ ✭❋❡❧❞stär❦❡

✉♥❞ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✮✳ ❯♥t❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣

❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❢❡❧❞❡r ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛st❢ä❧❧❡ ✶✳ ✳ ✳ ✻ ✉♥❞ ✶✵✳ ✳ ✳ ✶✷ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡s❡

P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ❛✉s ❞❡♥ ❛♠ ❇❛✉t❡✐❧♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r

❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❊rst ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡st❛tt❡♥ ❡✐♥❡ ❇❡✲

❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❜❡✉rt❡✐❧✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ❇r✉❝❤❦❡♥♥✇❡rt❡ ❞❡r ❇❛s✐s♠❛t❡✲

r✐❛❧✐❡♥ ③✉ ●r✉♥❞❡ ❧❡❣t✳

❉✐❡ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷ ❜❡✲

③❡✐❝❤♥❡t✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺✼

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷✿ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥

❙②♠❜♦❧ ❇❡❞❡✉t✉♥❣

XSSµν ❱❡r③❡rr✉♥❣ Sµ ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

ν

XSEµj ❱❡r③❡rr✉♥❣ Sµ ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s Ēi

j

XTSµν ❙♣❛♥♥✉♥❣ Tµ ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

ν

XTEµj ❙♣❛♥♥✉♥❣ Tµ ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s Ēi

j

XESiν ❋❡❧❞stär❦❡ Ei ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

ν

XEEi j ❋❡❧❞stär❦❡ Ei ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s Ēi

j

XDSiν ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ Di ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

ν

XDEi j ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ Di ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s Ēi

j

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

x̄1

x̄2
x̄

❊❩

x1

x2
x

❇✐❧❞ ✹✳✹✿ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞

●❡❤t ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊❩ ❦❧❡✐♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥✲

❞❡s ✐st✱ ❜③✇✳ ❦❧❡✐♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ✐♠ ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞✱ s♦

✐st ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❊❩ ❛❧s ❚❡✐❧ ❞❡s ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞❡s ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ✐❤r❡♥

❘ä♥❞❡r♥ ❛✉s❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ♥❛❝❤ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✷ ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❡r

❊❩ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❊✐♥❤❡✐ts❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡♥

❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩✳

❉✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ▲❛❣❡ ❡✐♥❡r ❊❩ ✐♠ ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞ ✐st ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t✳ ❏❡❞❡r ♠❛t❡r✐❡❧❧❡ P✉♥❦t ❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ●❡s❛♠t✈❡r✲

❜✉♥❞❡s r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❡✐♥❡ ❊❩ ✭✈❣❧✳ ❇✐❧❞ ✹✳✹✮✳ ❩✉r ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ③✇❡✐ ❖rts✈❡❦t♦r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿ x̄ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❡s

❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ●❡s❛♠t✈❡r❜✉♥❞❡s ✉♥❞ x ③✉r ❖rts❛✉❢❧ös✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊❩✳

❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ Sµ ✭❞✳ ❤✳ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✮ ❛♠ ❣❧♦✲

❜❛❧❡♥ ❖rt x̄ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ S̄ν ✉♥❞ ❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❋❡❧❞stär❦❡♥ Ēj ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ XSSµν ✉♥❞ X
SE
µj ❡r♠✐tt❡❧t✿

Sµ(x̄ , x) = X
SS
µν (x) S̄ν(x̄) + X

SE
µj (x) Ēj(x̄)

♠✐t✿ µ, ν ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} ✉♥❞ j ∈ {1, 2, 3} . ✭✹✳✷✶✮



✺✽ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

❋ür ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ Tµ✱ ❞❛s ❧♦❦❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ Ei ✉♥❞ ❞✐❡

❧♦❦❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ Di ❣❡❧t❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿

Tµ(x̄ , x) = X
TS
µν (x) S̄ν(x̄) + X

TE
µj (x) Ēj(x̄) ✭✹✳✷✷✮

Ei(x̄ , x) = X
ES
iν (x) S̄ν(x̄) + X

EE
i j (x) Ēj(x̄) ✭✹✳✷✸✮

Di(x̄ , x) = X
DS
iν (x) S̄ν(x̄) + X

DE
i j (x) Ēj(x̄) . ✭✹✳✷✹✮

❉❛♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ sä♠t❧✐❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❛♠

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥✲

❣❡♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✳

✹✳✹ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ P✐❡③♦❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞

❩✉r ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❛♥❞❡r❡r ❆✉t♦✲

r❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧✲

❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞ ♠✐t 60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛✲

s❡r ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ■♥ ❇✐❧❞ ✹✳✺ ✇✐r❞ ❞❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❋❊✕◆❡t③ ❞❡r ❊❩ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

1

2

3

1

2

3

P✐❡③♦

▼❛tr✐①

❇✐❧❞ ✹✳✺✿ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❡✐♥❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t 60%
❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r

❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❊❩ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s

tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐s♦tr♦♣❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✸✮ ✇✉r❞❡♥ ❜❡✐ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪

❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳

❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ♥❛❝❤ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts❞❡❤♥✉♥❣ ✈♦♥

S̄i

µ = 1 ✉♥❞ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞ ✈♦♥ Ēi

i = 10GV/m ❛♥❣❡s❡t③t✱ ❞❛♠✐t ❢ür ❛❧❧❡

▲❛st❢ä❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧❡ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✺✾

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸✿ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❬❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❡❢✲
❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cE✱ e ✉♥❞ εS ❞❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t
60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r

▼❛t❡r✐❛❧ cE11 cE12 cE13 cE33 cE44 cE66 e31 e33 e15 εS11 εS33
GPa C/m2 nC/(Vm)

P❩❚✲✼❆ 154,8 83,2 82,7 131,3 25,7 (35,8) −2,12 9,52 9,35 4,065 2,079

❊♣♦①✐❞❤❛r③ 8,0 4,4 4,4 8,0 1,8 (1,8) ✕ ✕ ✕ 0,037 0,037

❱❡r❜✉♥❞ 25,0 8,8 11,8 54,6 6,7 4,6 −0,20 6,46 0,05 0,157 1,283

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹✿ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cD✱ h ✉♥❞ βS ❞❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t
60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r

❘❡❢❡r❡♥③ cD11 cD12 cD13 cD33 cD44 cD66 h31 h33 h15 βS11 βS33
GPa GV/m GVm/C

●❧✳ ✭✹✳✾✮ 25,06 8,79 10,81 87,10 6,67 4,61 −0,157 5,035 0,328 6,372 0,780

❇❡r❣❡r 25,17 8,71 10,82 86,97 6,66 4,64 −0,157 5,034 0,328 6,364 0,781

P❡tt❡r♠❛♥♥ 25,19 8,76 10,84 87,10 6,70 4,64 −0,157 5,034 0,330 6,341 0,780

r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥

❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸ ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✳

❆❧s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡rt❡ st❡❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ P❡tt❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❡r✲

♠✐tt❡❧t❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❉✐❡✲

s❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

♥❛❝❤ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✶✶✮✴✭✷✳✶✷✮ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r

❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✭s✳ ❛✉❝❤ ❆♥❤❛♥❣ ❆✮✿

β
S =


ε
S
−1

✭✹✳✷✺✮

h = βS e ✭✹✳✷✻✮

c
D = cE + e

′

h . ✭✹✳✷✼✮

❉❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r❛♥❣❛❜❡♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✹✳ ❊s s✐♥❞ ♥✉r ❣❡r✐♥❣✲

❢ü❣✐❣❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✳ ❉❛♠✐t ❜❡stät✐❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❛rt✐❣❦❡✐t ❞❡r ❍♦♠♦✲

❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ▼✐tt❡❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥✲

s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥✳

❉✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❡✐♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❱❡r❜✉♥❞♠❡r❦✲

♠❛❧❡✳ ■♥ ❇✐❧❞ ✹✳✻ s✐♥❞ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣Welas ✉♥❞ ❞❡r

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣Wpiez ❢ür ❞❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❙❝❤✉❜❞❡❤♥✉♥❣ S̄i

4 = 1



✻✵ ✹ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=4           

SUB =1           

TIME=4           

WSS      (AVG)  

DMX =.003799     

SMN =.501E+08    

SMX =.717E+11    

.501E+08    

.801E+10    

.160E+11    

.239E+11    

.319E+11    

.398E+11    

.478E+11    

.557E+11    

.637E+11    

.717E+11    

.462E+09    

.591E+09    

.719E+09    

.848E+09    

.976E+09    

.110E+10    

.123E+10    

.136E+10    

.149E+10    

.162E+10    




 P
i
e
z
o




 M
a
t
r
i
x

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=4           

SUB =1           

TIME=4           

WES      (AVG)  

DMX =.003799     

SMN =-.101E-11   

SMX =.190E-09    

-.101E-11   

.202E-10    

.414E-10    

.626E-10    

.838E-10    

.105E-09    

.126E-09    

.147E-09    

.169E-09    

.190E-09    

-.129E+10   

-.119E+10   

-.108E+10   

-.983E+09   

-.881E+09   

-.780E+09   

-.678E+09   

-.576E+09   

-.475E+09   

-.373E+09   




 P
i
e
z
o




 M
a
t
r
i
x

❇✐❧❞ ✹✳✻✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

4 = 1 ✭❙❝❤✉❜❞❡❤♥✉♥❣✮ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡
❡✐♥❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t 60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r❀
❧✐♥❦s✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ✭✐♥ J/m3✮✱
r❡❝❤ts✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✭✐♥ J/m3✮

✭▲❛st❢❛❧❧ ✹ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡r ▲❛st❢❛❧❧ ✐st ❡✐♥ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r

▲❛st❢❛❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥

❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳

❆✉s ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ P✐❡③♦❢❛s❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r

♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤✲

t❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥t❤❛❧♣✐❡✱ ❛✉s ❞❡r s✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤✉❜♠♦✲

❞✉❧ c̄E44 ❜❡st✐♠♠t✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡❛♥t❡✐❧

③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙❝❤✉❜♠♦❞✉❧ c̄E44 ❞❡s ❱❡r❜✉♥✲

❞❡s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✈♦♠ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡❡✐♥❢❧✉sst✱ ❞❛s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s

✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡♥ r❡✐♥

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ❛♥❣❡r❡❣t ✇✐r❞✳

❋ür ❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❑ör♣❡r ✐st ❞✐❡s❡ ❱❡r❦♦♣♣❧✉♥❣ ♥✐❝❤t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲❛st❢ä❧❧❡

③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r tr✐tt ❞✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥

♥✐❝❤t ❛✉❢ ✭✈❣❧✳ ❞❛③✉ ❇✐❧❞ ✹✳✼✮✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡s❡ ▲❛st❢ä❧❧❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥

❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✳

❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ s✐♥❞ ✐♥ ❇✐❧❞ ✹✳✽ ❞✐❡ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ T1 q✉❡r

③✉r ❋❛s❡r❧ä♥❣s❛❝❤s❡ ✐♥❢♦❧❣❡ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

3 ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞s Ēi

3 ❥❡✇❡✐❧s

✐♥ ❋❛s❡r❧ä♥❣s❛❝❤s❡ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

▼✐t ❞❡r ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ st❡❤t ❡✐♥ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s✐❡rt❡s ❱❡r✲

❢❛❤r❡♥ ③✉r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❱❡r❜✉♥❞❡ ✉♥❞



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✻✶

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

TIME=1           

WSS      (AVG)  

DMX =.006029     

SMN =.574E+10    

SMX =.236E+12    

.574E+10    

.314E+11    

.570E+11    

.826E+11    

.108E+12    

.134E+12    

.159E+12    

.185E+12    

.211E+12    

.236E+12    

.246E+10    

.343E+10    

.440E+10    

.538E+10    

.635E+10    

.732E+10    

.829E+10    

.926E+10    

.102E+11    

.112E+11    
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

 M
a
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i
x

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

TIME=1           

WES      (AVG)  

DMX =.006029     

SMN =-.109E-16   

SMX =.159E-16    

-.109E-16   

-.794E-17   

-.496E-17   

-.198E-17   

.999E-18    

.398E-17    

.696E-17    

.994E-17    

.129E-16    

.159E-16    

-419.775    

-326.112    

-232.449    

-138.786    

-45.123     

48.54       

142.203     

235.866     

329.529     

423.192     


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


 M
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❇✐❧❞ ✹✳✼✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

1 = 1 ✭◆♦r♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣✮ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡
❡✐♥❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t 60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r❀
❧✐♥❦s✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ✭✐♥ J/m3✮✱
r❡❝❤ts✿ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✭✐♥ J/m3✮

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=3           

SUB =1           

TIME=3           

TXX      (AVG)  

DMX =.005228     

SMN =.709E+10    

SMX =.171E+11    

.709E+10    

.821E+10    

.932E+10    

.104E+11    

.115E+11    

.127E+11    

.138E+11    

.149E+11    

.160E+11    

.171E+11    

.116E+11    

.121E+11    

.127E+11    

.132E+11    

.137E+11    

.143E+11    

.148E+11    

.154E+11    

.159E+11    

.165E+11    


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
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 M
a
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i
x

1

2

3

1

2

3

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=12          

SUB =1           

TIME=12          

TXX      (AVG)  

DMX =.414E-03    

SMN =.730E+09    

SMX =.344E+10    

.730E+09    

.103E+10    

.133E+10    

.163E+10    

.193E+10    

.224E+10    

.254E+10    

.284E+10    

.314E+10    

.344E+10    

.194E+10    

.209E+10    

.223E+10    

.238E+10    

.253E+10    

.268E+10    

.283E+10    

.298E+10    

.313E+10    

.328E+10    




 P
i
e
z
o




 M
a
t
r
i
x

❇✐❧❞ ✹✳✽✿ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❡✐♥❡s P✐❡③♦❢❛s❡r✕❊♣♦①✐❞❤❛r③✕❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t
60% ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ P✐❡③♦❢❛s❡r❀
❧✐♥❦s✿ XTS13 ✱ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ T1 ✭✐♥ Pa✮ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

3 = 1✱
r❡❝❤ts✿ XTE13 ✱ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ T1 ✭✐♥ Pa✮ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s
Ēi

3 = 10GV/m

▼♦❞✉❧❡ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛♥♦r❞♥✉♥❣ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❇❡tr❛❝❤✲

t✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❣❡st❛tt❡t ❡✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞✲

❜③✇✳ ▼♦❞✉❧❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✻✸

✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

✺✳✶ Pr♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞ ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③

❊✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡s ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞ ❆❦t♦r❡♥ ✐st ❞✐❡

❊r❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥✳ ❯♠ ❘❡❣❧❡r

❢ür s♦❧❝❤❡ ♠❡❝❤❛tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ③✉ ❡♥t✇❡r❢❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✲

♠♦❞❡❧❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞✐❡ ❛✉❢ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧s②st❡♠s ❛✉❢❜❛✉✲

❡♥ ❬❍❛t❝❤ ✷✵✵✶❪✳ ❉✉r❝❤ ❇r❡❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✇✐r❞ ③✳ ❇✳ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❡✐♥

♠✐t P✐❡③♦❛❦t♦r❡♥ ✈❡rs❡❤❡♥❡s ❇♦❤r✇❡r❦③❡✉❣ ③✉♠ ❘❡❣❧❡r❡♥t✇✉r❢ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛s ❜❡✐ ❇r❡✲

❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❡rst❡❧❧t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ✇❡♥✐❣❡♥ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❆✉❝❤

❲✐ttst♦❝❦ ❬✷✵✵✼❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ③✉r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧✲

❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ♣✐❡③♦❜❛s✐❡rt❡♥ ❱♦rr✐❝❤t✉♥❣ ③✉r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❜❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣ ✐♠ ❆♥tr✐❡❜sstr❛♥❣

✈♦♥ ❲❡r❦③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥✳

❆♥❞❡r❡rs❡✐ts ✇❡r❞❡♥ ♦❢t ❋❊✕▼♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❑♦♥t✐♥✉❛ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s

✐st ✐♥s♦❢❡r♥ ❞❛s ❡❢✜③✐❡♥t❡r❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t ❦♦♥③❡♥✲

tr✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✱ ❞❛ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✸❉✕❈❆❉✕❙②st❡♠❡♥ ✉♥❞ ❧❡✐st✉♥❣s❢ä❤✐❣❡♥ ❱❡r♥❡t✲

③✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❡✐♥❡ ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ s❝❤♥❡❧❧ ❡r③✐❡❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐✲

t✉♥❣ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt❡r P❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❈❆❉✕▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡r❢♦r❞❡rt ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣röÿ❡r❡♥

❆✉❢✇❛♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧str✉❦t✉r✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r❜❡st✐♠♠✉♥❣✳

❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❡s ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ✇❡♥♥ ♥✐❝❤t s♦❣❛r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊♥t✇✉r❢♣r♦✲

③❡ss❡s ✈♦♥ ♠❡❝❤❛tr♦♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧✲

❧✉♥❣❡♥ ③✉ ü❜❡r❢ü❤r❡♥✳ ❋ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s ❦♦♥❦r❡t✱ ❞✐❡ ❞✐s❦r❡✲

t✐s✐❡rt❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮ ✐♥ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✳✷✼✮

✉♥❞ ✭✷✳✷✽✮ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶✿ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

❇❡❞❡✉t✉♥❣ ●❡s❛♠ts②st❡♠ ❂ ▼❡❝❤❛♥✐❦ + ❊❧❡❦tr✐❦

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ g ❂ gm + ge

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ v ❂ vm + ve ✭v ≪ g✮

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ w ❂ wm + we ✭w ≪ g✮

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✷r ✭r ≪ g✮



✻✹ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

▼✐t ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ▼❛tr✐①❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣✿


M|gm,gm |gm,ge

|ge,gm |ge,ge

 
ü|gm,1

φ̈|ge,1



+


C|gm,gm |gm,ge

|ge,gm |ge,ge

 
u̇|gm,1

φ̇|ge,1



+


Kuu|

gm,gm Kuφ|
gm,ge

K
′

uφ|
ge,gm Kφφ|

ge,ge

 
u|gm,1

φ|ge,1



=


F |gm,1

Q|ge,1



✭✺✳✶✮

⇓ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

ż |2r ,1 = A|2r ,2r z |2r ,1 + B|2r ,v f |v,1 ✭✺✳✷✮

y |w,1 = L|w,2r z |2r ,1 + U|w,v f |v,1 . ✭✺✳✸✮

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r▼❛tr✐③❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r❡♥✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ |Zeilen,Spalten ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✮ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r♥❡t③✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❇❛✉t❡✐❧s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❊✕Pr♦❣r❛♠♠✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ❡rst❡❧❧t✳

❉✐❡ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ❜③✇✳ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡①tr❛✲

❤✐❡r❡♥✱ ❛✉❢③✉❜❡r❡✐t❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ▼❆❚▲❆❇® ✐♥

❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ③✉r Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥

❜③✇✳ ❞❡r❡♥ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✾✮ ✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ❞❛r❣❡✲

❧❡❣t✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ❞♦rt ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐① ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❊✐✲

♥❡ ❛♥❛❧♦❣❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ ❞✐❡

●❡s❛♠t♠❛ss❡♥♠❛tr✐① ❞❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

❙②st❡♠❡♥ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮ ❜③✇✳ ✭✺✳✶✮✮ s✐♥❣✉❧är ✐st✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✭P♦✲

t❡♥t✐❛❧❡✮ s✐♥❞ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡r ❚rä❣❤❡✐t ❛ss♦③✐✐❡rt✳

❉✐❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät ❞❡r ●❡s❛♠t♠❛ss❡♥♠❛tr✐① ❦❛♥♥ ③✳ ❇✳ ♠✐tt❡❧s ❙✐♥❣✉❧är✇❡rt③❡r❧❡❣✉♥❣ ❡❧✐♠✐✲

♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡s ③✳ ❇✳ ❞✉r❝❤ ❑✉r❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❑r②❧♦✈✕

❙✉❜s♣❛❝❡✕▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇✉r❞❡✳ ❉❛❜❡✐ ✈❡r❧✐❡rt ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣

❞❡r ▼♦❞❡❧❧❢r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ③✉ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❆✉s✲

❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❙✐♥❣✉❧är✇❡rt❡ ❞❡r ●❡✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✻✺

s❛♠t♠❛ss❡♥♠❛tr✐① ③✉ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❦❛♥♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r

❜❡✐ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✭✺✳✶✮

✐♥ ❡✐♥❡♥ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❚❡✐❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳

❉❡r ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❡❧❧❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♠❢❛sst ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

❙tr✉❦t✉r s♦✇✐❡ ❞✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❤ä✉✜❣ ❛❧s ❆❦t♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✲

③❡✐❝❤♥❡t ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳ ❍❛❣♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✵❪✿

M ü + C u̇ +Kuu u +Kuφφ = F . ✭✺✳✹✮

❉❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❚❡✐❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r

▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣✲

❧✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ♠✐t ❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

K
′

uφ u +Kφφφ = Q . ✭✺✳✺✮

❉❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✮ ✐st ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣

❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✈♦♥ ❇❡❞❡✉✲

t✉♥❣✳ ❊♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ✭✉♥❞ ✐♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✉♠❣❡s❡t③t❡♥✮ ■♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ Q ❛❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑r❛❢t❣röÿ❡ s✐♥❞ ❛✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ▲❛❞✉♥❣ Q

✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧ φ ❣❧❡✐❝❤❛rt✐❣✱ ❞❛ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤ ✈❡r❦♥ü♣❢t✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ✇❛❤❧✇❡✐s❡ ❛❧s

❑r❛❢t✲ ♦❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣röÿ❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

■♠❲❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❡✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r

❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✮ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s♥✉t③t✳✾ ❉❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r z ♥✐❝❤t

❛❧❧❡ ❉❖❋ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡✲

❢❛sst✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✿

z =


u

u̇



. ✭✺✳✻✮

❉✐❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt✱

❞❛ss ♥✉r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ❲❛❤❧

❣❡st❛tt❡t ❡s ❛✉❝❤✱ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛❤❧✇❡✐s❡ ❛❧s ❊✐♥❣❛♥❣s✲

♦❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

✾❉✐❡ ●r✉♥❞③ü❣❡ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆✉t♦r ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❬❑r❛♥③ ✷✵✵✾❀ ❑r❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❀ ◆❡✉❣❡❜❛✉❡r
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❜❪ ❞❛r❣❡❧❡❣t✳



✻✻ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

✺✳✷ ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣

■♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✿

• P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✭PE✮ tr✐tt ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥✮ ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡♥

③✉r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✈♦♥ P✐❡③♦❛❦t♦r❡♥ ❛✉❢✳

• ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✭LE✮ ✇✐r❦t ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙tr♦♠q✉❡❧❧❡♥✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡rs ❞❡r ❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❜❡✐❞❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ str✉❦t✉r❡❧❧ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡

❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊rr❡❣✉♥❣s❣röÿ❡ ✭P♦t❡♥t✐❛❧ ♦❞❡r ▲❛❞✉♥❣✮ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❇❡✇❡✲

❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❛♥❞❡r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❛❧s ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛✲

❜❧❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

✺✳✷✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❆✉s ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✹✮ ✉♥❞ ✭✺✳✺✮ ❢♦❧❣t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r✿

M ü + C u̇ +Kuu u = F −Kuφφ ✭✺✳✼✮

Q = K
′

uφ u +Kφφφ . ✭✺✳✽✮

■♠ ❱❡❦t♦r Q s✐♥❞ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❦♥♦t❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❢r❡✐✲

❤❡✐t ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡rs ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✮ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❋♦r♠✉✲

❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❛❧s ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ✈♦r♥❤❡r❡✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ φi ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣♦t❡♥✲

t✐❛❧❡ φa ❡r③✇✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❣✐❧t✿


Qa





=


K
′

uφa

K
′

uφi



u +


Kφaφa Kφaφi

K
′

φaφi Kφiφi

 
φa

φi



, ✭✺✳✾✮

✇♦r❛✉s ❢♦❧❣t✿

φi = −K
−1
φiφi
K
′

uφi u −K
−1
φiφi
K
′

φaφi φa . ✭✺✳✶✵✮

❉❛s ❊❧✐♠✐♥✐❡r❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ φi ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♥❛❝❤

●✉②❛♥ ❬●✉②❛♥ ✶✾✻✺❪✮ ✉♥❞ ✐st ❡①❛❦t✱ ❞❛ ❦❡✐♥❡ ❚rä❣❤❡✐tst❡r♠❡ ✐♥✈♦❧✈✐❡rt s✐♥❞✳

▼✐t ❞❡r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✵✮ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✼✮ ✉♥❞ ✭✺✳✽✮ ❛✉❢ ❞✐❡

ä✉ÿ❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ r❡❞✉③✐❡rt✿



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✻✼

M ü + C u̇ +

Kuu −KuφiK

−1
φiφi
K
′

uφi


u = F −


Kuφa −KuφiK

−1
φiφi
K
′

φaφi


φa ✭✺✳✶✶✮

Qa =

K
′

uφa −KφaφiK
−1
φiφi
K
′

uφi


u +


Kφaφa −KφaφiK

−1
φiφi
K
′

φaφi


φa . ✭✺✳✶✷✮

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❣r✉♣♣❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡✐

❆♥r❡❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑rä❢t❡ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧✈♦r❣❛❜❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥

③✉r ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣sstr✉❦t✉r ❢♦r♠❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

M ü + C u̇ +Kuu,PE u = F −Kuφ,PEφa ✭✺✳✶✸✮

Qa = K
′

uφ,PE u +Kφφ,PEφa ✭✺✳✶✹✮

♠✐t✿

Kuu,PE = Kuu −KuφiK
−1
φiφi
K
′

uφi ✭✺✳✶✺✮

Kuφ,PE = Kuφa −KuφiK
−1
φiφi
K
′

φaφi ✭✺✳✶✻✮

Kφφ,PE = Kφaφa −KφaφiK
−1
φiφi
K
′

φaφi . ✭✺✳✶✼✮

❉❛❜❡✐ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t φa ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ ✭❤✐❡r✿ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❛♥ ❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥✮ ✉♥❞ Qa ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✭❤✐❡r✿ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥

❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✮✳

❉✐❡ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ③✳ ❇✳ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ❆♥❤❛♥❣ ❊ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉s

❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ❡①tr❛❤✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✈❡r✲

❡✐♥❜❛r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ✉♥❞ ä✉ÿ❡r❡♥ ✭❊❧❡❦tr♦❞❡♥✲✮ ❑♥♦t❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✉♥❞

♣❛rt✐t✐♦♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✷✳✷ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❋ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❯♠st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✮ ❛✉s ❞❡♥

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✹✮ ✉♥❞ ✭✺✳✺✮✿

M ü + C u̇ +

Kuu −KuφK

−1
φφK

′

uφ


u = F −KuφK

−1
φφQ ✭✺✳✶✽✮

φ = −K−1φφK
′

uφ u +K
−1
φφQ . ✭✺✳✶✾✮

❇❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❊❧✐♠✐♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛✲

❧❡ ♥✐❝❤t ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❢r❡✐❤❡✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❦♥♦t❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤

❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s✈♦r❣❛❜❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✳

❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲

❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❞❡✉t❧✐❝❤ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✸✮✿ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❢r❡✐❤❡✐t ❡r✲



✻✽ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✔✈♦♥ s❡❧❜st✓✱ ❡✐♥ ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡

❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ♠✉ss ❡r③✇✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✶✮✳

❉✉r❝❤ P❛rt✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ❑❛♣❛③✐tät♠❛tr✐①

Jφφ =


Jφaφa Jφaφi

J
′

φaφi Jφiφi



= K−1φφ ✭✺✳✷✵✮

✉♥❞ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s♠❛tr✐①

Kuφ =

Kuφa Kuφi


✭✺✳✷✶✮

❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ Qa ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧❡ φa ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡✲

s❝❤rä♥❦❡♥✿

M ü + C u̇ +

Kuu −KuφK

−1
φφK

′

uφ


u

= F −

Kuφa Jφaφa +Kuφi J

′

φaφi


Qa ✭✺✳✷✷✮

φa = −

JφaφaK

′

uφa + JφaφiK
′

uφi


u + JφaφaQa . ✭✺✳✷✸✮

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ❙tr✉❦t✉r ❞❡♥

❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✭✈❣❧✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✸✮ ✉♥❞ ✭✺✳✶✹✮✮✿

M ü + C u̇ +Kuu,LE u = F −Kuφ,LEQa ✭✺✳✷✹✮

φa = −K
′

uφ,LE u + Jφφ,LEQa ✭✺✳✷✺✮

♠✐t✿

Kuu,LE = Kuu −Kuφ JφφK
′

uφ ✭✺✳✷✻✮

Kuφ,LE =

Kuφa Jφaφa +Kuφi J

′

φaφi


✭✺✳✷✼✮

Jφφ,LE = Jφaφa . ✭✺✳✷✽✮

❉❡r ❱❡❦t♦r Qa st❡❤t ❢ür ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ ✭❤✐❡r✿ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r φa ❢ür ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✭❤✐❡r✿

P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✮✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥❡♥

❚❡r♠❡ ✐♥ ❞❡♥ ❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✹✮ ✉♥❞ ✭✺✳✷✺✮ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣s❣r✉♣♣❡♥ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✻✾

✺✳✸ ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠

❉✐❡ str✉❦t✉r❡❧❧❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ▲❛✲

❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❣❡st❛tt❡t ❡✐♥❡ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥❞❡ Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠ ✭❩❘✮✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✇✐r❞ ❡①♣❧✐③✐t ❢ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞

❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳

P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✶ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇✐r❞ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r z ❞❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛✲

♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ✉♥❞ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆❧s ❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r fPE
❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ♠✐t P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ F ✉♥❞

❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ φa ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❆❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

yPE ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ u ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥

❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥Qa ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❊✐♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡♥❣❡r❡ ❚❡✐❧❛✉s✇❛❤❧ ✇✐r❞

✈♦r❡rst ♥✐❝❤t ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥✿

z =


u

u̇



, fPE =


F

φa



, yPE =


u

Qa



. ✭✺✳✷✾✮

❉❛s ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ❆♥sät③❡♥ ♣rä③✐s✐❡rt❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥✲

❣❡♥ ✭✺✳✷✮ ✉♥❞ ✭✺✳✸✮ ✇✐r❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐❡rt✿


u̇

ü



=


A11 A12

A21 A22

 
u

u̇



+


B11 B12

B21 B22

 
F

φa



✭✺✳✸✵✮


u

Qa



=


L11 L12

L21 L22

 
u

u̇



+


U11 U12

U21 U22

 
F

φa



. ✭✺✳✸✶✮

❉✐❡ ❚❡✐❧♠❛tr✐③❡♥ A11,A12 . . .U22 ❦ö♥♥❡♥ ♣❡r ❑♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ♥❛❝❤ ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣❡r

❯♠st❡❧❧✉♥❣ ❜③✇✳ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✸✮ ✉♥❞ ✭✺✳✶✹✮ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❡✐♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❙②st❡♠ ♠✐t P♦t❡♥t✐❛✲

❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✷✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✸✮ ❜❡s❝❤r✐❡✲

❜❡♥✿

u̇

ü



=


 I

−M−1Kuu,PE −M−1C

 
u

u̇



+


 

M−1 −M−1Kuφ,PE

 
F

φa



✭✺✳✸✷✮

u

Qa



=


I 

K
′

uφ,PE 

 
u

u̇



+


 

 Kφφ,PE

 
F

φa



. ✭✺✳✸✸✮



✼✵ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❡✐♥❡♠ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹✮ tr✐tt ✐♥ ❞❡r ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❡✐♥❡ ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❛✉❢✳

❉✐❡s❡ ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ✇✐r❞ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ✈♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣✲

❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ❑❛♣❛③✐täts♠❛tr✐①Kφφ,PE ❣❡❜✐❧❞❡t ✉♥❞ ✐st ❡ss❡♥t✐❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣

❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ■♠♣❡❞❛♥③ ❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s✳

◆❛❝❤ ❘ü❝❦❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❢♦r♠❛❧❡♥ ▼❛tr✐③❡♥ Kuu,PE✱ Kuφ,PE ✉♥❞ Kφφ,PE ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✺✮ ❜✐s ✭✺✳✶✼✮ ❧❛✉t❡t ❞❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧✿


u̇

ü



=


 I

−M−1 (Kuu −KuφiK
−1
φiφi
K
′

uφi) −M−1C

 
u

u̇



+


 

M−1 −M−1 (Kuφa −KuφiK
−1
φiφi
K
′

φaφi)

 
F

φa



✭✺✳✸✹✮


u

Qa



=


I 

K
′

uφa −KφaφiK
−1
φiφi
K
′

uφi 

 
u

u̇



+


 

 Kφaφa −KφaφiK
−1
φiφi
K
′

φaφi

 
F

φa



. ✭✺✳✸✺✮

▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❆❧s ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r z ❢ür ❞❛s ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠ ✇✐r❞ ✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❞❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ✉♥❞ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t✳ ❆❧s ❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r fLE ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✭❤❡r❦ö♠♠❧✐❝❤❡♥✮ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡♥ ❑r❛❢t❣röÿ❡♥✱

❞✳ ❤✳ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ F ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ Qa✱

③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❆❧s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ tr❡t❡♥ ♥✉♥♠❡❤r ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛✲

♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ u ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ φa ❛✉❢✿

z =


u

u̇



, fLE =


F

Qa



, yLE =


u

φa



. ✭✺✳✸✻✮

❊✐♥ ❑♦❡❢✜③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ❆♥sät③❡♥ ♣rä③✐s✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s


u̇

ü



=


A11 A12

A21 A22

 
u

u̇



+


B11 B12

B21 B22

 
F

Qa



✭✺✳✸✼✮


u

φa



=


L11 L12

L21 L22

 
u

u̇



+


U11 U12

U21 U22

 
F

Qa



✭✺✳✸✽✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼✶

♠✐t ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✷✷✮ ✉♥❞ ✭✺✳✷✸✮ ❧✐❡❢❡rt ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❞✐❡ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✾✮ ✉♥❞

❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✹✵✮ ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

❙②st❡♠s ♠✐t ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣✿


u̇

ü



=


 I

−M−1

Kuu −KuφK

−1
φφK

′

uφ


−M−1C

 
u

u̇



+


 

M−1 −M−1

Kuφa Jφaφa +Kuφi J

′

φaφi


 

F

Qa



✭✺✳✸✾✮


u

φa



=


I 

−

JφaφaK

′

uφa + JφaφiK
′

uφi




 
u

u̇



+


 

 Jφaφa

 
F

Qa



.

✭✺✳✹✵✮

■♥ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡

❙②st❡♠❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ✈♦♥ ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥ ❑❛♣❛③✐täts♠❛tr✐① Jφφ = K
−1
φφ ❜③✇✳

❞❡r ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❚❡✐❧♠❛tr✐① Jφaφa ❣❡❜✐❧❞❡t✳

✺✳✹ ❘❡❞✉③✐❡rt❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠

✺✳✹✳✶ ▼♦❞❛❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✸✷✮✴✭✺✳✸✸✮ s♦✇✐❡ ✭✺✳✸✾✮✴✭✺✳✹✵✮

✉♠❢❛ss❡♥ ❛❧❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ u ❞❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥✲

❞✐❣❦❡✐t❡♥ u̇ ❛❧s ❩✉stä♥❞❡ ❞❡s ❙②st❡♠s✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡✲

♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡t✱ ❞❛ s✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤

③✉ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣ s✐♥❞✳

❊✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❦❛♥♥ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥✲

t❡♥ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮✳ ❉❛❜❡✐

s✐♥❞ ♥✉r ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ ♥✉r ❞✐❡s❡ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r✲

✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✶✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s ✐♥❣❡♥✐❡✉rt❡❝❤♥✐s❝❤

r❡❧❡✈❛♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❛❧r❛✉♠ ♠✐t ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡

❞❡♠♦♥str✐❡rt ❬✈❣❧✳ ③✳ ❇✳ ❉r❡s✐❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ u ✉♥❞

❞❡♠ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd,r ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ Pr♦❥❡❦t✐✲

♦♥s♠❛tr✐① T✿

u = T qd,r . ✭✺✳✹✶✮



✼✷ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❲ä❤❧t ♠❛♥ ❛❧s Pr♦❥❡❦t✐♦♥s♠❛tr✐① T ❞✐❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① V ✭▼❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥❢♦r♠❡♥✮ ❞❡s ✉♥✲

❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙②st❡♠s✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ♥✉r ❊✐❣❡♥❢♦r♠❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡

❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡♥ ❡♥t❤ä❧t✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ r❡❞✉③✐❡rt❡ ❙②st❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉❢

♠♦❞❛❧❡r ❇❛s✐s✳

❋ür s❝❤✇❛❝❤ ❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❙②st❡♠❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐♠ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲ ✉♥❞ ❋❛❤r③❡✉❣✲

❜❛✉ ❛♥③✉tr❡❢❢❡♥ s✐♥❞ ✭❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♠ ❊✐♥s❛t③ ❡①♣❧✐③✐t❡r ❞✐s❦r❡t❡r ❉ä♠♣❢❡r❡❧❡♠❡♥t❡✮ ❡♥t✲

s♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ✉♥❞ ✲❢♦r♠❡♥ ✐♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❞❡♥❡♥ ❞❡s ❡♥ts♣r❡✲

❝❤❡♥❞❡♥ ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙②st❡♠s✳ ❇❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ♠❛ss❡♥✲ ❜③✇✳ st❡✐✜❣❦❡✐ts♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥❛❧❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣ tr❡t❡♥ ❦❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❛✉❢✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡

❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❉ä♠♣✲

❢✉♥❣ ❞✐❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡st❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ s♦❧❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ❞❛rst❡❧❧t

❬❍❛t❝❤ ✷✵✵✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✼❪✳

❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙②st❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉❢ ♠♦❞❛❧❡r ❇❛s✐s ✐st ❡✐♥❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ✉♥❞ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛

s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❇❛s✐s ❞❡r ▼♦❞❛❧✲

❛♥❛❧②s❡ ❜✐❧❞❡t ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❡rr❡❣✉♥❣s❢r❡✐❡✱ ✉♥❣❡❞ä♠♣❢t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊rört❡r✉♥❣ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ✇✐❡ ❞✐❡s ❢ür ❞❡♥

✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✇✐r❞

✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ❞✉r❝❤ ❆✉s♥✉t③✉♥❣ ❞❡r ❊♥t❦♦♣♣❧✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥

✭❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺✳✶✮ ❡r③✐❡❧t✳

P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❋ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ❜✐❧❞❡t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✼✮ ✉♥t❡r ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉ä♠♣✲

❢✉♥❣ C ✉♥❞ ❆✉ss❝❤❧✉ss ❞❡r ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ F = φ =  ❞✐❡ ❇❛s✐s ❞❡r ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡✿

M ü +Kuu u =  . ✭✺✳✹✷✮

❉✐❡s ✐st ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡✐ ❊❧✐♠✐✲

♥✐❡r✉♥❣ ❛❧❧❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋✱ ❞✳ ❤✳✱ ❞❛s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✐st ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③✲

❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✭✎❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝✉✐t✍✱ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❍♦❝❤st❡❧❧✉♥❣ ③✳ ❇✳
c

K = Kuu✮✳

❆❧s ▲ös✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✿

• ❞✐❡ ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐①
c

Λ ✭❉✐❛❣♦♥❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡✴❊✐❣❡♥❦r❡✐s❢r❡q✉❡♥③❡♥✮

c

Λ = diag(
c
ω
2

i ) , ✭✺✳✹✸✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼✸

• ❞✐❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

V ✭▼❛tr✐① ❞❡r ♠❛ss❡♥✕♥♦r♠✐❡rt❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥✮

c

V
′

M
c

V = I . ✭✺✳✹✹✮

❉❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s✿

u =
c

Vqd . ✭✺✳✹✺✮

❋ür ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡♥ ❙②st❡♠❡ ✇✐r❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ▲❛✲

❞✉♥❣❡♥
c

VQ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✲

✈❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ✐♠ str❡♥❣❡♥ ❙✐♥♥❡ ❦❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r

❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✮ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦✲

r❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡▼♦❞❛❧♠❛tr✐①✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉✲

t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❊✐❣❡♥❢♦r♠ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✭▲❛❞✉♥❣❡♥

♦❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❡✮ ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✳ ❩✉r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡r▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ■♥❞✐③❡s

③✉r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ●röÿ❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡▼♦❞❛❧♠❛tr✐①

❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥
c

VQ ❧❡✐t❡t s✐❝❤ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✽✮ ✉♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊rr❡❣✉♥❣s❢r❡✐❤❡✐t

φ =  ❤❡r✿

c

Vu =
c

V ✭✺✳✹✻✮

Q = K
′

uφ u ✭✺✳✹✼✮
c

VQ = K
′

uφ

c

Vu . ✭✺✳✹✽✮

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥
c

VQ ❡♥t❤ä❧t ❢ür ❥❡❞❡ ❊✐❣❡♥❢♦r♠ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐✲

❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❘❡❛❦t✐♦♥s❧❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ③✉ ◆✉❧❧ ❣❡s❡t③t❡♥ ✭❛❧s♦ ❛♥ ❛❧❧❡♥✮ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❉❖❋ ✉♥❞ ✐st ✇✐❡ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

Vu ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡r ▼♦❞❛❧✲

❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s✳

▼✐t ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥
c

Vu ❜③✇✳
c

VQ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲

❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❊rr❡✲

❣✉♥❣❡♥ F ✉♥❞ φ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

c

Vu
′

M
c

Vu   ·
c

Vu
−1
ü   +

c

Vu
′ c

K
c

Vu   ·
c

Vu
−1
u   =

c

Vu
′
F −

c

Vu
′

Kuφ  
· φ

I · q̈d +
c

Λ · qd =
c

Vu
′
F −

c

VQ
′
· φ ✳

✭✺✳✹✾✮

❉✐❡s❡ ♠♦❞❛❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐st ❛✉❢✲

❣r✉♥❞ ❞❡r ❉✐❛❣♦♥❛❧❢♦r♠ ❞❡r ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐①
c

Λ ❡✐♥❡ ❙❡r✐❡ ✈♦♥ gm ❡♥t❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧✲



✼✹ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠r❡❞✉❦t✐♦♥

❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ⇒ r❡❞✉③✐❡rt❡s ▼♦❞❡❧❧

❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd |
gm,1 ⇒ qd,r |

r ,1

❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐①
c

Λ |gm,gm ⇒
c

Λr |
r ,r

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

Vu |
gm,gm ⇒

c

Vu,r |
gm,r

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

VQ |
ge,gm ⇒

c

VQ,r |
ge,r

❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ♠♦❞❛❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ qd,i (i = 1 . . . gm)✱ ✇♦❜❡✐ gm ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧

❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❛♥❣✐❜t ✭s✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶✮✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❚❡r✲

♠❡♥ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✇✐r❞ ❞✐❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ φ ü❜❡r ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

VQ ❡✐♥❣❡❜✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡

❊♥t❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡st❛tt❡t ❡s ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤❡

❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ qd,r ✱ ❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ✈♦r③✉♥❡❤♠❡♥✳

❏❡ ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✉♥❞ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♠ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ s✐♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❆s♣❡❦t❡ ❜❡✐ ❞❡r

❲❛❤❧ ❞❡r r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋♦r♠ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥

❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♥✉r ❞✐❡ ❡rst❡♥ r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ✭♠♦❞❛❧❡s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ✎✉♥s♦r✲

t❡❞ ♠♦❞❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥✍✮✳ ❆♥❞❡r❡ ❋♦r♠❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❲✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♠ st❛t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢❛❦t♦r ❜③✇✳ ❞❡r ❘❡s♦♥❛♥③ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❬❍❛t❝❤ ✷✵✵✶❪✳

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐③❡♥ r❡❞✉③✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❡♥ts♣r❡✲

❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷✳

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♥ ❆♥sät③❡♥✿

zr =


qd,r

q̇d,r



, fPE =


F

φ



, yPE =


u

Q



. ✭✺✳✺✵✮

❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ♠♦❞❛❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd,r ✉♥❞ ✐❤r❡ ❡rst❡♥ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ q̇d,r
❜✐❧❞❡♥ ❞❡♥ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r zr ✱ ❛❧s ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤

❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✭F ✱ φ✱ u ✉♥❞ Q✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡

❙②st❡♠❡ ♠✐t ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❢♦❧❣t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ♠♦❞❛❧ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ❇❡✲

✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✹✾✮✿


q̇d,r

q̈d,r



=


 I

−
c

Λr 

 
qd,r

q̇d,r



+


 
c

V
′

u,r −
c

V
′

Q,r

 
F

φ



. ✭✺✳✺✶✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼✺

❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥❡

❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛tr✐① Cq ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❣❡st❛tt❡t ❞✐❡ ❊✐♥❜✐♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ♠♦❞❛❧❡r

✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✭▲❡❤r✬s❝❤❡s ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛ÿ ζ✮ s♦✇✐❡ ✈♦♥ ♠❛ss❡♥♣r♦♣♦rt✐♦✲

♥❛❧❡r ✭α✕✮ ✉♥❞ st❡✐✜❣❦❡✐ts♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡r ✭β✕✮ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❬◆❛s❞❛❧❛ ✷✵✶✵❪✿


q̇d,r

q̈d,r



=


 I

−
c

Λr −Cq

 
qd,r

q̇d,r



+


 
c

V
′

u,r −
c

V
′

Q,r

 
F

φ



. ✭✺✳✺✷✮

❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✽✮ ✐♥ ❱❡r✲

❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭✺✳✹✺✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✲

✈❡❦t♦r❡♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✹✽✮✿


u

Q



=




c

Vu,r 
c

VQ,r 





qd,r

q̇d,r



+


 

 Kφφ

 
F

φ



. ✭✺✳✺✸✮

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① Kφφ ✐♥ ❞❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❧ässt s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤

♠♦❞❛❧❡ ●röÿ❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥✳ ■❤r❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ |ge,ge ❜❧❡✐❜t ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣

❛❧❧❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❛❧s ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❡r❤❛❧t❡♥✳

❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ s❡✐ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✺✷✮ ✉♥❞ ✭✺✳✺✸✮ ❞❛s ♣✐❡③♦✕♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd,gm ❛❧s ❇❛s✐s ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡ ❚r❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❙②st❡♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✳

❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❤✐❡r ❛❧s ♠♦❞❛❧❡ ❇❛s✐s ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥❢♦r♠❡♥ ❞❡s ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦s✲

s❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❞✐❡♥❡♥✱ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥
c

VQ

✉♥❞ ❞❡r ❑❛♣❛③✐täts♠❛tr✐① Kφφ ✐♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛❧❧❡ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ✉♥❞

❆♥t✐r❡s♦♥❛♥③❡♥ s♦✇♦❤❧ ✐♥ ✐❤r❡r ❋r❡q✉❡♥③❧❛❣❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆♠♣❧✐t✉✲

❞❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❈ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✉♥❞ ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✳

▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❋ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ❧❡✐t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✽✮

✉♥t❡r ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣ C ✉♥❞ ❆✉ss❝❤❧✉ss ❞❡r ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ F = Q = 

❤❡r✿

M ü +

Kuu −KuφK

−1
φφK

′

uφ


u =  . ✭✺✳✺✹✮



✼✻ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❉✐❡s❡s ❙②st❡♠ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛❧s r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐

❡✐♥❡ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ✭❊rs❛t③✕✮❙t❡✐✜❣❦❡✐t
o

K ❛✉❢tr✐tt✿

M ü +
o

Ku =  ✭✺✳✺✺✮

♠✐t✿
o

K = Kuu −KuφK
−1
φφK

′

uφ . ✭✺✳✺✻✮

❉✐❡s❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t
o

K ✐st ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ♠✐t ♦❢❢❡♥❡♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ❆♥s❝❤❧✉ss❦❧❡♠♠❡♥ ✭✎♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t✍✮✳

■♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉♠ ❱♦r❣❡❤❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✶ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡ ❞✐❡ ❙♣❡❦✲

tr❛❧♠❛tr✐①
o

Λ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
o

V ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡st✐♠♠t✿

• ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐①
o

Λ ✭❉✐❛❣♦♥❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡✴❊✐❣❡♥❦r❡✐s❢r❡q✉❡♥③❡♥✮

o

Λ = diag(
o
ω
2

i ) , ✭✺✳✺✼✮

• ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
o

V ✭▼❛tr✐① ❞❡r ♠❛ss❡♥✕♥♦r♠✐❡rt❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥✮

o

V
′

M
o

V = I . ✭✺✳✺✽✮

❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd ❛♥❣❡❜❡♥✿

u =
o

Vqd . ✭✺✳✺✾✮

❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ●röÿ❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡
o

Vφ ❜❡♥ö✲

t✐❣t✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
o

Vφ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ✉♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊rr❡❣✉♥❣s❢r❡✐❤❡✐t Q =  ✭s✳

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✾✮✮✿

o

Vu =
o

V ✭✺✳✻✵✮

φ = −K−1φφK
′

uφ u ✭✺✳✻✶✮
o

Vφ = −K
−1
φφK

′

uφ

o

Vu . ✭✺✳✻✷✮

▼✐t ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥
o

Vu ❜③✇✳
o

Vφ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼✼

❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✭✺✳✶✽✮ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❊rr❡✲

❣✉♥❣❡♥ F ✉♥❞ Q tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

o

Vu
′

M
o

Vu   ·
o

Vu
−1
ü   +

o

Vu
′ o

K
o

Vu   ·
o

Vu
−1
u   =

o

Vu
′
F −

o

Vu
′

KuφK
−1
φφ  
· Q

I · q̈d +
o

Λ · qd =
o

Vu
′
F +

o

Vφ

′
· Q ✳

✭✺✳✻✸✮

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ❡r❢♦❧❣t ✇✐❡❞❡r✉♠ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s r❡✲

❞✉③✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦rs ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd,r ✳ ❆❧s ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥

❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥✱ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡♥ ❑r❛❢t✲ ✭F ✱ Q✮ ✉♥❞ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✭u ✱ φ✮

✈❡r✇❡♥❞❡t✿

zr =


qd,r

q̇d,r



, fLE =


F

Q



, yLE =


u

φ



. ✭✺✳✻✹✮

❉✐❡ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ♠✐t ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❊✐♥✲

❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛tr✐① Cq ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✻✸✮ ❛❜❣❡✲

❧❡✐t❡t✿

q̇d,r

q̈d,r



=


 I

−
o

Λr −Cq

 
qd,r

q̇d,r



+


 
o

V
′

u,r

o

V
′

φ,r

 
F

Q



. ✭✺✳✻✺✮

❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✭✺✳✶✾✮ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣♠✐t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭✺✳✺✾✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✻✷✮✿


u

φ



=




o

Vu,r 
o

Vφ,r 





qd,r

q̇d,r



+


 

 Jφφ

 
F

Q



. ✭✺✳✻✻✮

❉✐❡ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① Jφφ = K
−1
φφ ✐♥ ❞❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❧ässt

s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ♠♦❞❛❧❡ ●röÿ❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❜❡❤ä❧t ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣

❛❧❧❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❛❧s ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ✐❤r❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ |ge,ge ✳

✺✳✹✳✷ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s ❞✉r❝❤ st❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡♥

❆✉s ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❡s ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡

❦♦rr❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥❡r ♠♦✲

❞❛❧❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜❡✐ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ st❛t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡♥ ❣❡❧✐♥❣t ❬❈♦❧❧❡t



✼✽ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳ ❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ st❛t✐s❝❤❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠♦❞❡♥ ❜❡✐ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❆♥r❡❣✉♥❣

❜❛s✐❡rt ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡r s②st❡♠t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣✱ s♦♥❞❡r♥ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ♣✉✲

❜❧✐③✐❡rt❡♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s ❞✉r❝❤ st❛t✐s❝❤❡

▼♦❞❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡♥ ✉♥❞ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡♥ ❙②st❡♠❡♥

❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳

P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❉❛s st❛t✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✇✐r❞ ❛✉s✲

❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✼✮ ❞✉r❝❤ ❆✉s❧❛ss❡♥ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡r♠❡ ✉♥❞ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐✲

❣✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿

Kuu u = −Kuφφ

u = −K−1uu Kuφ  
φ ✭✺✳✻✼✮

u = P φ . ✭✺✳✻✽✮

❉✐❡ ▼❛tr✐① P ❡♥t❤ä❧t ✐♥ ✐❤r❡♥ ❙♣❛❧t❡♥ ❛❧❧❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣

❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❊✐♥❤❡✐ts♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋✳

❩✉r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡✐ ❆♥r❡✲

❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❊✐♥❤❡✐ts♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥ ❥❡❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ❡✐♥❡r ❚❡✐❧♠❛tr✐① Pio ⊆ P ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛tr✐① Pio

s✐♥❞ ❛❧s♦ st❛t✐s❝❤❡ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❡✐♥❣ä♥❣❡ ❜③✇✳ ❛❦t✐✲

✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡✐♥❣ä♥❣❡ ♠✐t ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡✲

❧❡❣t✳ ❏❡ ▲❛st❢❛❧❧ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❞❛s ❊✐♥❤❡✐ts♣♦t❡♥t✐❛❧ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① T ③✉r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡r r❡❞✉✲

③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s
c

Vu,r ✉♥❞ ❞❡r ▼❛tr✐① ❞❡r

st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣ Pio ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t✿

T =

c

Vu,r Pio


. ✭✺✳✻✾✮

❉❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ✇✐r❞ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① T ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡❦✲

t♦r ❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ q r❡❞✉③✐❡rt✿

u = T q =

c

Vu,r Pio

  qd,r
qs



. ✭✺✳✼✵✮

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✭✺✳✼✮ ✇✐r❞ ❞✐❡✲

s❡♠ ❆♥s❛t③ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✿



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✼✾

T
′

M T   · T
−1
ü   + T

′ c

K T   · T
−1
u   = T

′

F − T
′

Kuφφ  
MT · q̈ +

c

KT · q = FT − φT
✭✺✳✼✶✮

♠✐t✿

M
T =




c

V
′

u,r M
c

Vu,r

c

V
′

u,r M Pio

P
′

ioM
c

Vu,r P
′

ioM Pio



=



 I
c

V
′

u,r M Pio

P
′

ioM
c

Vu,r P
′

ioM Pio



 ✭✺✳✼✷✮

c

K
T =




c

V
′

u,r

c

K
c

Vu,r

c

V
′

u,r

c

K Pio

P
′

io

c

K
c

Vu,r P
′

io

c

K Pio



 =




c

Λr
c

V
′

u,r

c

K Pio

P
′

io

c

K
c

Vu,r P
′

io

c

K Pio



 ✭✺✳✼✸✮

F
T =

 c

V
′

u,r

P
′

io



· F ✭✺✳✼✹✮

φ
T =

 c

V
′

Q,r

P
′

ioKuφ



· φ . ✭✺✳✼✺✮

▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡♥ ♦❜❡r❡♥ ❚❡✐❧♠❛tr✐③❡♥ ❞❡r tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ▼❛ss❡♥✲ ✉♥❞ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲

tr✐① ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✶✮ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥✲

❤❡✐ts♠❛tr✐① I ❜③✇✳ ❞✐❡▼❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡
c

Λr s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧♠❛tr✐③❡♥

tr❡t❡♥ ▼❛tr✐①♣r♦❞✉❦t❡ ♠✐t ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✲ ✉♥❞ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲

tr✐③❡♥M ❜③✇✳
c

K = Kuu ❛✉❢✳ ❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥
c

Vu,r ❜③✇✳ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ Pio ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

❉❖❋ ❜❛s✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉s♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt❡♥ ▼❛tr✐①♣r♦❞✉❦t❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❛♥♥ ✐♥ ✐❤r❡r ❉✐♠❡♥s✐✲

♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ q = (qd,r qs)
′
✳

❇❡✐ ❞❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s tr✐tt ❦❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡

❊♥t❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✇✐❡ ❜❡✐ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉❢✳

■♥ ❞❡r ❙❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✽✮ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ ❞❡s ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ✐st ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣st❡r♠ ③✉r ▼❡✲

❝❤❛♥✐❦ ✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣✿

Q = K
′

uφ T · q +Kφφ · φ ✭✺✳✼✻✮

=


K
′

uφ

c

Vu,r  
K
′

uφ Pio


·


qd,r

qs



+Kφφ · φ ✭✺✳✼✼✮

=

c

V
′

Q,r K
′

uφ Pio


·


qd,r

qs



+Kφφ · φ . ✭✺✳✼✽✮



✽✵ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

▼✐t ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✼✶✮ ✉♥❞ ✭✺✳✼✽✮ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉♥♠❡❤r ❞❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧

❛✉❢❜❛✉❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❞❛❢ür ❤✐❡r ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❛❧s

❉❡s❦r✐♣t♦r✕❙②st❡♠ ❞❡r ❋♦r♠✿

Y · ż = A · z + B · f ✭✺✳✼✾✮

y = L · z + U · f ✭✺✳✽✵✮

❣❡✇ä❤❧t✳✶✵ ■♥✇✐❡✇❡✐t ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❉❡s❦r✐♣t♦r✕❙②st❡♠❡♥ ❢ür ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉s❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❛❦t✉❡❧❧❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐✲

s❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣✳✶✶

❉✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♠✐t P♦t❡♥t✐❛✲

❧❡rr❡❣✉♥❣ s❡t③t s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥ ❛✉s✿

❛✮ ❞❡♠ ❩✉st❛♥❞s✲✱ ❊✐♥❣❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r✿

zr =





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



 , fPE =


F

φ



, yPE =


u

Q



, ✭✺✳✽✶✮

❜✮ ❞❡r ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣





I   

 I 
c

V
′

u,r M Pio

  I 

 P
′

ioM
c

Vu,r  P
′

ioM Pio




·





q̇d,r

q̈d,r

q̇s

q̈s





=





 I  

−
c

Λr −Cq −
c

V
′

u,r

c

K Pio 

   I

−P
′

io

c

K
c

Vu,r  −P
′

io

c

K Pio 




·





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s





+





 
c

V
′

u,r −
c

V
′

Q,r

 

P
′

io −P
′

ioKuφ




·


F

φ



, ✭✺✳✽✷✮

✶✵❊✐♥❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ♠✐t ▼❆❚▲❆❇ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ dss✳
✶✶P❡rsö♥❧✐❝❤❡ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❍❡rr♥ ❏❡♥s ❙❛❛❦✱ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r ✈♦♥ ❍❡rr♥ Pr♦❢✳ P❡t❡r ❇❡♥♥❡r ✭▼❛①✕P❧❛♥❝❦✕■♥st✐t✉t ❢ür

❉②♥❛♠✐❦ ❦♦♠♣❧❡①❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ▼❛❣❞❡❜✉r❣✮✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ❡✐♥❡r ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✽✶

❝✮ ✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣


u

Q



=




c

Vu,r  Pio 
c

VQ,r  K
′

uφ Pio 



 ·





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



+


 

 Kφφ



·


F

φ



.

✭✺✳✽✸✮

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐❡s❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥❡♥

❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡st✐♠♠t✱ ❞❛ ❥❡ ❛❦t✐✈❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡

❡✐♥❡ st❛t✐s❝❤❡ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳

▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❋ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✐st ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✽✮ ♠✐t ❞❡r ❊rs❛t③st❡✐✜❣❦❡✐t
o

K ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✻✮ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣✳ ❆✉s❧❛ss❡♥ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❚❡r♠❡

✉♥❞ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ ❢ü❤rt ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s st❛t✐s❝❤❡♥

❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣✿

o

K · u = −Kuφ ·K
−1
φφ ·Q

u = −
o

K
−1

·Kuφ ·K
−1
φφ  
·Q ✭✺✳✽✹✮

u = Q ·Q . ✭✺✳✽✺✮

❉✐❡ ▼❛tr✐① Q ❡♥t❤ä❧t ✐♥ ✐❤r❡♥ ❙♣❛❧t❡♥ ❛❧❧❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s

♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛❞✉♥❣ ❛♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❉❖❋✳ ❱♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s❜❛s✐s s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡✐ ❆♥r❡❣✉♥❣

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛❞✉♥❣ ❛♥ ❥❡❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✱

❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❚❡✐❧♠❛tr✐① Qio ⊆ Q ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❛tr✐① Qio ❡r♠✐tt❡❧t ♠❛♥

❞✉r❝❤ st❛t✐s❝❤❡ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡✐♥❣ä♥❣❡ ❜③✇✳ ❛❦t✐✈❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① T ③✉r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡✲

❣✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡r r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s
o

Vu,r ✉♥❞ ❞❡r

▼❛tr✐① ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣ Qio ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t✿

T =

o

Vu,r Qio


. ✭✺✳✽✻✮

❉✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥str❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❱❡❦t♦r u ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡✲



✽✷ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✭✺✳✶✽✮ ❦ö♥♥❡♥ ❢♦❧❣❡♥✲

❞❡r♠❛ÿ❡♥ ♥♦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

u = T · q =

o

Vu,r Qio


·


qd,r

qs



✭✺✳✽✼✮

T
′

MT   · T
−1
ü   + T

′ o

KT   · T
−1
u   = T

′

F − T
′

KuφK
−1
φφQ  

MT · q̈ +
o

KT · q = FT − QT

✭✺✳✽✽✮

♠✐t✿

M
T =




o

V
′

u,r M
o

Vu,r

o

V
′

u,r M Qio

Q
′

ioM
o

Vu,r Q
′

ioM Qio



 =



 I
o

V
′

u,r M Qio

Q
′

ioM
o

Vu,r Q
′

ioM Qio



 ✭✺✳✽✾✮

o

K
T =




o

V
′

u,r

o

K
o

Vu,r

o

V
′

u,r

o

K Qio

Q
′

io

o

K
o

Vu,r Q
′

io

o

K Qio



 =




o

Λr
o

V
′

u,r

o

K Qio

Q
′

io

o

K
o

Vu,r Q
′

io

o

K Qio



 ✭✺✳✾✵✮

F
T =

 o

V
′

u,r

Q
′

io



· F ✭✺✳✾✶✮

Q
T =


−
o

V
′

φ,r

Q
′

ioKuφK
−1
φφ



·Q . ✭✺✳✾✷✮

❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ ✇✐r❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✾✮ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦✲

s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐①✿

φ = −K−1φφK
′

uφ T · q +K−1φφ ·Q ✭✺✳✾✸✮

=


−K−1φφK

′

uφ

o

Vu,r
  

−K−1φφK
′

uφ Qio


·


qd,r

qs



+K−1φφ ·Q ✭✺✳✾✹✮

=

o

V
′

φ,r −K−1φφK
′

uφ Qio


·


qd,r

qs



+K−1φφ ·Q . ✭✺✳✾✺✮

❉❛s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡

❧❛✉t❡t ✭✐♥ ❉❡s❦r✐♣t♦r✕❋♦r♠✮✿



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✽✸

❛✮ ❩✉st❛♥❞s✲✱ ❊✐♥❣❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r✿

zr =





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



 , fPE =


F

Q



, yPE =


u

φ



, ✭✺✳✾✻✮

❜✮ ❙②st❡♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣





I   

 I 
o

V
′

u,r M Qio

  I 

 Q
′

ioM
o

Vu,r  Q
′

ioM Qio




·





q̇d,r

q̈d,r

q̇s

q̈s





=





 I  

−
o

Λr −Cq −
o

V
′

u,r

o

K Qio 

   I

−Q
′

io

o

K
o

Vu,r  −Q
′

io

o

K Qio 




·





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s





+





 
o

V
′

u,r

o

V
′

φ,r

 

Q
′

io −Q
′

ioKuφK
−1
φφ




·


F

Q



, ✭✺✳✾✼✮

❝✮ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣


u

φ



=




o

Vu,r  Qio 
o

Vφ,r  K−1φφK
′

uφ Qio 



 ·





qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



+


 

 K−1φφ



·


F

Q



.

✭✺✳✾✽✮

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡✐♥❜❡③♦✲

❣❡♥❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳



✽✹ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

✺✳✺ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

✺✳✺✳✶ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ♥✉r ❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❜③✇✳

❑r❛❢t❣röÿ❡♥ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❛❧s ❊✐♥❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ♦❞❡r ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✲

❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s♣❛❛✲

r❡♥ ✭✺✳✸✷✮✴✭✺✳✸✸✮✱ ✭✺✳✸✾✮✴✭✺✳✹✵✮✱ ✭✺✳✺✷✮✴✭✺✳✺✸✮ s♦✇✐❡ ✭✺✳✻✺✮✴✭✺✳✻✻✮ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ✈♦❧❧✲

stä♥❞✐❣❡♥ ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ f ✉♥❞ y ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇♦r❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ s✐♥❞ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❛✉❢ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡

✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✮✳

❊✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥❞❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ❦❛♥♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣

✈♦♥ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ Bio ✉♥❞ Lio ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✿

f = Bio · fio , yio = Lio · y . ✭✺✳✾✾✮

❉✐❡ ❱❡❦t♦r❡♥ fio ✉♥❞ yio st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❞❛r✱ ❞✐❡

❦❡✐♥❡ ◆✉❧❧✕❊❧❡♠❡♥t❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ Bio ✉♥❞ Lio ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❢ür ❞✐❡

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❚❡✐❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❚❡✐❧

❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞✐❡s❡r ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ♥❡❤♠❡♥ ♥✉r ❲❡rt❡ ✈♦♥ ◆✉❧❧ ✉♥❞ ❊✐♥s ❛♥ ✉♥❞ ③✇❛r ✐♥

❞❡r ❲❡✐s❡✱ ❞❛ss ✐♥ ❥❡❞❡r ❙♣❛❧t❡ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐① Bio ✉♥❞ ✐♥ ❥❡❞❡r ❩❡✐❧❡ ❞❡r ❆✉s✲

❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐① Lio ♥✉r ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❊✐♥s st❡❤t✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥

❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ r❡❛❧✐s✐❡rt✳

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ❜③✇✳

❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✐♠ ❙②st❡♠✳ ❉✐❡ ▼❛tr✐①❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥

s✐♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛❧s ♦❜❡r❡ ■♥❞✐③❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶ ❛✉❢ ❙❡✐t❡

✻✸ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❉✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ✉♥❞ ❧❛✲

❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❛rst❡❧❧❡♥✿

P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡

❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r

F |gm,1

φ|ge,1



g,1

=


BF,io|

gm,vm |gm,ve

|ge,vm Bφ,io|
ge,ve



g,v

·


Fio|

vm,1

φio|
ve,1



v,1

✭✺✳✶✵✵✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✽✺

❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r

uio|

wm,1

Qio|
we,1



w,1

=


Lu,io|

wm,gm |wm,ge

|we,gm LQ,io|
we,ge



w,g

·


u |
gm ,1

Q|
ge ,1



g,1

, ✭✺✳✶✵✶✮

▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡

❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r

F |gm,1

Q|ge,1



g,1

=


BF,io|

gm,vm |gm,ve

|ge,vm BQ,io|
ge,ve



g,v

·


Fio|

vm,1

Qio|
ve,1



v,1

✭✺✳✶✵✷✮

❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r

uio|

wm,1

φio|
we,1



w,1

=


Lu,io|

wm,gm |wm,ge

|we,gm Lφ,io|
we,ge



w,g

·


u|gm,1

φ|ge,1



g,1

. ✭✺✳✶✵✸✮

✺✳✺✳✷ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ✉♥❞ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥

P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡

❉✐❡ ❢♦r♠❛❧❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❉❡r ✈♦♥ ◆✉❧❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐①

✈❡r❦❡tt❡t ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❡ ♠✐t ❞❡♠ ❱❡❦t♦r ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥✳ ❋ür ❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✲

t❡s ❙②st❡♠ ❧❛✉t❡t ❞❡r ❜❡tr❡❢❢❡♥❞❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✺✸✮✮ ✉♥t❡r

❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ Bφ,io ✉♥❞ LQ,io ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✵✵✮

✉♥❞ ✭✺✳✶✵✶✮✿

Qio = LQ,io ·Q

= LQ,io ·
c

VQ,r · qd,r + LQ,io ·Kφφ · φ

= LQ,io ·
c

VQ,r   · qd,r + LQ,io ·Kφφ · Bφ,io  
· φio

=
c

VQ,r ,io · qd,r + Kφφ,io · φio . ✭✺✳✶✵✹✮

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① Kφφ,io ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞

❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥✿

Kφφ,io|
we,ve = LQ,io|

we,ge ·Kφφ|
ge,ge · Bφ,io|

ge,ve . ✭✺✳✶✵✺✮



✽✻ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❉❛ ✐♥ ❥❡❞❡r ❙♣❛❧t❡ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐① Bφ,io ✉♥❞ ✐♥ ❥❡❞❡r ❩❡✐❧❡ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛✲

tr✐① LQ,io ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥❡ ❊✐♥s ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡

❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥▼❛tr✐①Kφφ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❞✐❡ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s♣♦t❡♥✲

t✐❛❧❡ ♠✐t ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❞✉♥❣❡♥ ✈❡r❦♥ü♣❢❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡st✐♠✲

♠✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①Kφφ,io ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❋❊▼✕❙②st❡♠s ❆◆❙❨❙® s✐♥❞

♥✉r ❞✐❡ st❛t✐s❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞✐❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉❢ ❞❡♥ t❛t✲

sä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❜❡r✉❤❡♥✳ ❉✐❡s❡ ♠üss❡♥ ♥✉r ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✲

❣röÿ❡♥ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥s

❜❡✐ ❞❡r ❊①tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❋❊▼✕❙②st❡♠s ❆◆❙❨❙® s❡✐ ❛✉❢ ❆♥❤❛♥❣

❊ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① Kφφ,io ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

❡♥ts♣r✐❝❤t ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛❧❧❡r ✐♠ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❞❡r ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✶ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼❛tr✐① Kφaφa ❛❧s ❚❡✐❧ ❞❡r ●❡s❛♠t❦❛♣❛③✐täts♠❛tr✐①

Kφφ✳

❆✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✵✹✮ ✐st ❛✉❝❤ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡

▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

VQ,r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧t❡r♠❛tr✐① Lio ③✉r r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

VQ,r ,io ✈❡r❦ür③t ✇✐r❞✳ ■♥ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①
c

VQ,r ,io s✐♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ◆✉❧❧✕❊✐♥s✕❇❡❧❡❣✉♥❣ ❞❡r

❋✐❧t❡r♠❛tr✐① Lio ♥✉r ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❞✉♥❣❡♥ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ✐st ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡✲

❜✉♥❣❡♥
c

Vu,r ✭→
c

Vu,r ,io✮ ❣ü❧t✐❣✳ ❇❡✐ ❦♦❧❧♦❦✐❡rt❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥✱ ❞✳ ❤✳✱

③✉ ❥❡❞❡r ❑r❛❢t✲ ❜③✇✳ P♦t❡♥t✐❛❧❡✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡ ❣❡❤ört ❡✐♥❡ ❞❡♠ ❉❖❋ ❞❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ❡♥t✲

s♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲ ❜③✇✳ ▲❛❞✉♥❣s❛✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼♦❞❛❧✲

♠❛tr✐③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❣❛♥❣s♠❛tr✐① ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s♠❛tr✐①✳

▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡

❋ür ❞✐❡ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❡✐♥❡ ❛♥❛❧♦❣❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✲

✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① Jφφ = K
−1
φφ✳ ❉✐❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥sr❡❞✉③✐❡rt❡ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲

♠❛tr✐① Jφφ,io ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s✿

Jφφ,io|
we,ve = Lφ,io|

we,ge · Jφφ|
ge,ge · BQ,io|

ge,ve ✭✺✳✶✵✻✮

♠✐t ❞❡♥ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ Lφ,io ✉♥❞BQ,io ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡ ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✵✷✮

✉♥❞ ✭✺✳✶✵✸✮✮✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✽✼

❊s ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣✐❧t✿

Jφφ,io = (K
−1
φφ)io ̸= (Kφφ,io)

−1 . ✭✺✳✶✵✼✮

❉✐❡ ❙♣❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❩❡✐❧❡♥r❡❞✉❦t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣t ❡rst ♥❛❝❤ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜③✇✳ ✐♥❞✐r❡❦t ü❜❡r ❞❛s ✐♠

❆♥❤❛♥❣ ❊ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡♥ ❙②st❡♠❡♥

✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥ ❣✐❧t ❞❛s ●❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡♥ ❙②st❡♠❡✳ ❉✐❡

❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ Bio ✉♥❞ Lio ❢ü❤rt ③✉ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥
o

Vu,r ,io ✉♥❞
o

Vφ,r ,io✱ ✐♥

❞❡♥❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✲

❣röÿ❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✳

✺✳✺✳✸ ❆❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

❉❛s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺✳✶ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ❦❛♥♥

❛✉❝❤ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ✭♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢ ❡✐♥ ✜♥✐t❡s ❊❧❡♠❡♥t ❜❡③♦❣❡♥❡ ❋❡❧❞✲

❣röÿ❡♥ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡✮ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ♠✐t ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡❣❡❧✉♥❣s❦♦♥✲

③❡♣t❡♥ ✐♥ ❆♥❧❛❣❡♥ ❞❡s ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲ ✉♥❞ ❋❛❤r③❡✉❣❜❛✉s ✐♥s♦❢❡r♥ ✈♦♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✱ ❞❛ ❞✐❡

❧♦❦❛❧❡ ❊r❢❛ss✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥✱ ③✳ ❇✳ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❉❡❤♥✉♥❣s♠❡ssstr❡✐❢❡♥✱ ♦❢t ❡✐♥❢❛❝❤❡r

✉♥❞ ❦♦st❡♥❣ü♥st✐❣❡r ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ✐st✱ ❛❧s ❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s♠❡ss✉♥❣✱ ③✳ ❇✳ ♠✐t ●❧❛s♠❛ÿ✲

stä❜❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❞❡♥ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐✲

❜✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡♥ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✹✳

❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦✲

❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐① Relem ❡✐♥❡s ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡s✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❩✉✲

s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t✈❡r③❡rr✉♥❣❡♥ Selem ✉♥❞ ❞❡♠ ❱❡❦t♦r ❞❡r

❑♥♦t❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ❊❧❡♠❡♥t❡s uelem ❛♥❣✐❜t✿

Selem = Relem · uelem . ✭✺✳✶✵✽✮

❉✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐① Relem ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑♥♦t❡♥❦♦✲

♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞❡♥ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ Nu ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ört❧✐❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤✲

t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✭✷✳✸✮ ❛❜✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❉✐s❦r❡t✐s✐❡✲

r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❋ür ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡♠❡♥t✇❡✐s❡ ❡r✲

♠✐tt❡❧t❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐③❡♥ Relem ✐♥ ❡✐♥❡r ●❡s❛♠t♠❛tr✐① R ③✉s❛♠✲



✽✽ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ s❡✐ ❛✉❢ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r ③✉r ❋❊▼ ✇✐❡ ③✳ ❇✳

❬❇❛t❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐① R ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥✲

❞✐❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❑♥♦t❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ u ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t✈❡r③❡rr✉♥✲

❣❡♥ S ❡r♠✐tt❡❧t✿

S = R · u . ✭✺✳✶✵✾✮

❋ür ❞❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐①

R ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐① ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♠ ❛✉s ❞❡♠

❱❡❦t♦r ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❛✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ❛❜③✉❧❡✐✲

t❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ♠♦❞❛❧❡r ❇❛s✐s ✉♥✲

t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ st❛t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡♥ ✭✺✳✽✸✮ ✉♥❞ ✭✺✳✾✽✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✉♠

❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ❡r✇❡✐t❡r♥✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ❤✐❡r ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣ ✭✺✳✽✸✮

❣❡③❡✐❣t✿

S = R · u = R · Vu,r   · qd,r + R · Pio   · qs

= VS,r · qd,r + PS · qs . ✭✺✳✶✶✵✮

❉❛s Pr♦❞✉❦t R ·Vu,r ❦❛♥♥ ❛❧s ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✐st

❛❧s s♦❧❝❤❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡✳ ❲✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❦❡✐♥❡

❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✐♠ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✱ s♦♥❞❡r♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥

❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ s✐♥❞✳

❉❛s Pr♦❞✉❦t R ·Pio ❣✐❜t ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ st❛t✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❛♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❜❛s✐s ♠✐t ❡✐♥❣❡❤❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷✮✳

❆❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ♠♦❞❛❧❡r ❇❛s✐s ✉♥❞ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦✲

❞❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉♥♠❡❤r ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥✿

• ❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡





S

u

Q



 =





c

VS,r  PS 
c

Vu,r  Pio 
c

VQ,r  K
′

uφ Pio 









qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



+





 

 

 Kφφ






F

φ



,

✭✺✳✶✶✶✮



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✽✾

• ❢ür ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ❙②st❡♠❡





S

u

φ



 =





o

VS,r  QS 
o

Vu,r  Qio 
o

Vφ,r  −K−1φφKuφ Qio 









qd,r

q̇d,r

qs

q̇s



+





 

 

 K−1φφ






F

Q



.

✭✺✳✶✶✷✮

❉✐❡s❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ s✐♥❞ ❢ür ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲

✈❡❦t♦r❡♥ S ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇♦r❞❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥❞❡♥

❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ✐♠ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r ❦ö♥♥❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❆✉s❣❛♥❣s✜❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ❡♥ts♣r❡✲

❝❤❡♥❞ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺✳✶ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✻ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥

■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❜❡✐s♣✐❡❧s ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥

❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊rr❡❣✉♥❣ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡

●üt❡ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥③✉s❝❤ät③❡♥✳

❆❧s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❜❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡♥t ❡✐♥ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ♠✐t t❡✐❧✇❡✐s❡ ❡✐♥s❡✐t✐❣❡r✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡r ❙❝❤✐❝❤t ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❢❧ä❝❤✐❣❡♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦✲

❞✉❧❡♥ ❛❧s ❇✐❡❣❡❛❦t♦r❡♥ ❜③✇✳ ✲s❡♥s♦r❡♥✳

✺✳✻✳✶ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼♦❞❡❧❧

❉❛s ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡ ❋❊✕◆❡t③ ❞❡s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s ✐st ✐♥ ❇✐❧❞ ✺✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✲ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ✺✳✸ ✉♥❞ ✺✳✹ ③✉s❛♠♠❡♥✲

❣❡❢❛sst✳ ❉❡r ❞ü♥♥❡ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ♠✐t r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡r ●r✉♥❞❢❧ä❝❤❡ ✐st ❛♥ ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥

❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ❡✐♥❣❡s♣❛♥♥t✳

❉✐❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙❝❤✐❝❤t ✇✐r❞ ✐♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ♠✐t ❍✐❧❢❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r

❙♦❧✐❞❡❧❡♠❡♥t❡ ✭❙❖▲■❉✺✮ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙❝❤❛❧❡♥❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t

③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤t✳ ❉❛s ❇❛s✐s❜❧❡❝❤ ✇✐r❞ ♠✐t ❙♦❧✐❞✕❙❤❡❧❧✕❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✭❙❖▲❙❍✶✾✵✮ ❛❜❣❡❜✐❧✲

❞❡t✳ ❉✐❡s❡r ❊❧❡♠❡♥tt②♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ❙❝❤❛❧❡ ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r

❱♦❧✉♠❡♥✈❡r♥❡t③✉♥❣✳ ▼✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥✈❡r♥❡t③✉♥❣ ❞❡r ❙♦❧✐❞✕❙❤❡❧❧✕❊❧❡♠❡♥t❡ ✐st ❞✐❡ ❑♦♠✲

♣❛t✐❜✐❧✐tät ③✉ ❞❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♦❧✐❞❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ❬❆◆❙❨❙❪✳

❉✐❡ P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ✐st ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▲ä♥❣s❛❝❤s❡ ❞❡s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s ✭x✲❘✐❝❤t✉♥❣✮ ♣♦❧❛r✐✲



✾✵ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❳

❨

❩ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ uz

❋✐①✐❡r✉♥❣
❆❧✉♠✐♥✐✉♠❜❧❡❝❤

P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧

◆✉❧❧❡❧❡❦tr♦❞❡

❆❦t✐✈❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡

❆✉s❣❛♥❣s❞❡❤♥✉♥❣ Sxx

❇✐❧❞ ✺✳✶✿ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s ♠✐t ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❙❝❤✐❝❤t

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✸✿ ●❡♦♠❡tr✐❡♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞❡s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s

P❛r❛♠❡t❡r P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t

▲ä♥❣❡ 300 mm 100 mm

❇r❡✐t❡ 80 mm 80 mm

❉✐❝❦❡ 1,0mm 0,3mm

x✕P♦s✐t✐♦♥ 20 mm

▼❛t❡r✐❛❧ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ P❩❚

s✐❡rt✳ ❉❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ③✉r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❜③✇✳

▲❛❞✉♥❣s❞✐❢❢❡r❡♥③ ③✇❡✐❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ❡✐♥❣❡❦♦♣✲

♣❡❧t ✭✈❣❧✳ ❇✐❧❞ ✺✳✶✮✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❞❡r ❑♥♦t❡♥ ❞✐❡s❡r ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t✲

❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❜✐❧❞❡t ❞❛♠✐t ③✳ ❇✳ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥

✈♦♥ d33✕▼❋❈ ❛❜✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧❡ ❊❧❡❦tr♦❞✐❡r✉♥❣ ♠♦❞❡❧❧♠äÿ✐❣ ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✹✿ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s

▼❛t❡r✐❛❧ cE11 cE12 cE13 cE33 cE44 cE66 e31 e33 e15 εS11 εS33
GPa C/m2 nC/(Vm)

P❩❚❛ 157 120 94 106 18 19 −4,9 16,7 12,1 8 7

❆❧✉♠✐♥✐✉♠ 94 40 40 94 27 27 − − − − −

❛ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t ✈♦♥ ❍❡rr♥ ❯✇❡ ❙❝❤❡✐t❤❛✉❡r✱ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r
■❑❚❙✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✾✶

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✺✿ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥

❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ✐♥ Hz ❜❡✐ ❊✐❣❡♥❢♦r♠

◆r✳ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥
❊❧❡❦tr♦❞❡♥

♦❢❢❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

✶ 8,7 9,7 ✶✳ ❇✐❡❣✉♥❣

✷ 56,3 56,3 ✷✳ ❇✐❡❣✉♥❣

✸ 69,9 69,9 ✶✳ ❚♦rs✐♦♥

✹ 151,1 155,6 ✸✳ ❇✐❡❣✉♥❣

✺ 204,7 204,7 ✷✳ ❚♦rs✐♦♥

✻ 316,2 321,8 ✹✳ ❇✐❡❣✉♥❣

✼ 376,0 376,0 ✸✳ ❚♦rs✐♦♥

✽ 549,9 550,3 ✺✳ ❇✐❡❣✉♥❣

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✻✿ ▼♦❞❡❧❧❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥

▼♦❞❡❧❧ ❊rr❡❣✉♥❣ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

FEP ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✳✷✻✮

FEQ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮

ZXP ❩❘ ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✸✹✮✭✺✳✸✺✮

ZXQ ❩❘ ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✸✾✮✭✺✳✹✵✮

ZDPx ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✺✷✮✭✺✳✺✸✮

ZDQx ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✻✺✮✭✺✳✻✻✮

ZSPx+y ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ✉♥❞ y st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✽✷✮✭✺✳✽✸✮

ZSQx+y ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ✉♥❞ y st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✾✼✮✭✺✳✾✽✮

❉❛s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✺ ❛♥✲

❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊✐❣❡♥❢♦r♠❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❞❛③✉ s✐♥❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❋ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

◆✉r ❡✐♥✐❣❡ ❊✐❣❡♥❢♦r♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❜❡❡✐♥❢❧✉sst✳

✺✳✻✳✷ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤

❉✐❡ ❢ür ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙②st❡♠✲ ❜③✇✳ ▼♦❞❡❧❧❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✻ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳



✾✷ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❇✐❧❞ ✺✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧s ❛✉❢ ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t

✭✈❣❧✳ ❇✐❧❞ ✺✳✶✮ ✉♥❞ ❞❡s ▲❛❞✉♥❣ss✐❣♥❛❧s ❛♥ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣

❢ür ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ③✇❡✐ r❡❞✉③✐❡rt❡ ♠♦❞❛❧❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ✭♦❤♥❡

✉♥❞ ♠✐t st❛t✐s❝❤❡r ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡✮✳ ❆♥❛❧♦❣ ❞❛③✉ s✐♥❞ ✐♥ ❇✐❧❞ ✺✳✸ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥

❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣ ✭❉❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ P♦t❡♥t✐❛❧✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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❇✐❧❞ ✺✳✷✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s P❧❛tt❡♥✲
str❡✐❢❡♥s ✭❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛r❦✐❡r✉♥❣❡♥ s✳ ❚❡①t✮

❉✐❡ ❋r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❞❡s ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ss✐❣♥❛❧s ✭s✳ ❇✐❧❞ ✺✳✶✮ ❢ür ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤✲

t❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥

s✐♥❞ ✐♥ ❆♥❤❛♥❣ ❋ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❉❛s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠✲

♠❛tr✐③❡♥ ❣✐❜t ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ❡①❛❦t ✇✐❡❞❡r✳ ❋ür ❞❛s ❱❡rs❝❤✐❡✲

❜✉♥❣ss✐❣♥❛❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ✐♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋r❡✲

q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ③✉ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✳

❇❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣✲

♠❛①✐♠❛ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ s♦✇♦❤❧ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❛❧s ❛✉❝❤

❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❡①❛❦t ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ✶ ✮✳ ■♥ ❞❡♥ ♠♦❞❛❧ r❡❞✉✲

③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐st ❞❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳

❉✐❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ✐♥❣❡♥✐❡✉rt❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣✱ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❛❧❧❡ ❊✐❣❡♥✲

♠♦❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❞♦♣♣❡❧t❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥ r❡❞✉③✐❡rt❡s ▼♦❞❡❧❧

❡✐♥③✉❜❡③✐❡❤❡♥✳

❆✉❢❢ä❧❧✐❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡❦❛♥♥t❡ ❢r❡q✉❡♥③♠äÿ✐❣❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
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❇✐❧❞ ✺✳✸✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s P❧❛tt❡♥✲
str❡✐❢❡♥s ✭❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛r❦✐❡r✉♥❣❡♥ s✳ ❚❡①t✮

❜❡✐ ❞❡♥ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ZDP8 ✉♥❞ ZDQ8 s♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✲

s✐❣♥❛❧❡♥ ❛✉❢tr✐tt ✭▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ✷ ✮✱ ✐♥ ✈✐❡❧ stär❦❡r❡♠ ▼❛ÿ❡ ❥❡❞♦❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥

❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧ ✭▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ✸ ✮✳ ❋ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ♠❛❝❤t s✐❝❤ ❞✐❡

❢❡❤❧❡♥❞❡ st❛t✐s❝❤❡ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♠ ◆✐✈❡❛✉

❞❡s ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣❡s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③❡♥ ✭▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ✹ ✮ ❜❡♠❡r❦❜❛r✳

❉✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ◆✐✈❡❛✉❞✐❢❢❡r❡♥③ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r

③✉sät③❧✐❝❤❡♥ st❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡

❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞❛s ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧ ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭▼♦❞❡❧❧❡ ZSP8+1 ✉♥❞ ZSQ8+1✮✳ ❉✐❡

♠♦❞❛❧ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t st❛t✐s❝❤❡r ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧✲

stä♥❞✐❣❡♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s ✐♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜✳ ❙✐❡ ❜✐❡t❡♥

✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③❛✉❢❧ös✉♥❣ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❋❧❡①✐❜✐❧✐tät ❛❧s ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥✲

❞✐❣❡ ❋❊✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt❡ ▼♦❞❡❧❧❣röÿ❡✳

✺✳✼ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r

❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡

▼✐t ❞❡♥ ❉❛r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s st❡❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥

❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✿



✾✹ ✺ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✼✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥

▼♦❞❡❧❧ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t

ZX ❙②st❡♠✕▼❛tr✐③❡♥ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ✇✐❡ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧

ZD ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ r❡❞✉③✐❡rt ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t

ZS ❊✐❣❡♥✲ ✉♥❞ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ s❡❤r ❤♦❝❤ r❡❞✉③✐❡rt ❣✉t

• ❞✐❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✱

• ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑r❛❢t❡rr❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ♦❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

❜❡tr❛❝❤t❡♥✱

• ❞✐❡ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ s♦✇♦❤❧ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❛❧s

❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ♦❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✉♥❞

• ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ■♠♣❡❞❛♥③ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙②st❡♠s

❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳

❉✐❡ ❞r❡✐ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣sst✉❢❡♥✿

• s②st❡♠♠❛tr✐③❡♥✕❜❛s✐❡rt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱

• ♠♦❞❛❧✕❜❛s✐❡rt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✉♥❞

• ♠♦❞❛❧✕❜❛s✐❡rt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♠✐t st❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥

✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät✱ ▼♦❞❡❧❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❡♥❛✉✲

✐❣❦❡✐t ✭❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✼✮✳

❉✐❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡st❛tt❡♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠❡s✳

❉❛♠✐t ❡✐❣♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣s❛✉s✲

❧❡❣✉♥❣✶✷ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ③✉r ❆✉s❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❆♥st❡✉❡r❡❧❡❦tr♦♥✐❦ ❢ür ❞✐❡ P✐❡③♦❛❦t♦r❡♥✳

Ü❜❡r ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ■♠♣❡❞❛♥③❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ✐st ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❡✐♥❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡

❇❡✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❊✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐③❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥

❢ür ♣♦t❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ❧❛❞✉♥❣s❡rr❡❣t❡ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✐st ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❉ ❞✐❡s❡r

❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❊①tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ❞❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐✲

s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ❋❊▼✕❙②st❡♠s ❆◆❙❨❙® ✇✐r❞ ❛✉s③✉❣s✇❡✐s❡ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❊ ❜❡✲

s❝❤r✐❡❜❡♥✳

✶✷❊✐♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡✐s♣✐❡❧ ✇✐r❞ ③✳ ❇✳ ✐♥ ❬◆❡✉❣❡❜❛✉❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❛❪ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✾✺

✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞❡r ♠❡t❤♦❞✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❛✉❢ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ❛✉s ❞❡r

❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❡r❛✉s ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦✲

❞✉❧❡♥ ❛❜❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❡✐♥ ③✇❡✐st✉✜❣ r❡❞✉③✐❡r❡♥❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥

✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✱ ❞❛s ❛✉❢ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✉♥❞ ✺ ❜❡r✉❤t✳

✻✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛❜❧❛✉❢

■♥ ❇✐❧❞ ✻✳✶ ✇✐r❞ ❞❡r ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡ ●❡s❛♠t❛❜❧❛✉❢ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❞✐❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③✉✲

s❡t③❡♥❞❡♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ s♦✇✐❡ ❞❡s ♣❛ss✐✈❡♥ ❇❛✉t❡✐❧s ✉♥❞ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞ ❡✐♥❡

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣✳

❉✐❡ ❡rst❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥sst✉❢❡ ✉♠❢❛sst ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ✭❡❢❢❡❦t✐✈❡♥✮ ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡✲

♥❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦✲

♥❡♥t❡♥✳

❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣sst✉❢❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ✭❡❢❢❡❦t✐✈❡♥✮ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡♥ ●❡s❛♠t❜❛✉✲

t❡✐❧s✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❑❛♣✐t❡❧ ✺

❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡s❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ st❡❧❧t ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ✐♥s✲

❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞✱ ❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥

P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s ❛♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❖rt❡♥ x̄ ❞❡s ●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧s ③✉r ❱❡r❢ü✲

❣✉♥❣✳

❇❡✐ ❞❡r ❘ü❝❦tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❡♥❡♥ ❞✐❡ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❖rt❡ x

❞❡r ❊❩ ❛❧s ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✳ ❆✉s ❞❡r s✉♠♠❛r✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r✲

❧❛❣❡r✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✷✶✮ ❜✐s ✭✹✳✷✹✮ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❧♦✲

❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❉✐❡ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥

✐♥ ❞❡r ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❛❧s ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r

❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺✳✶ ✈❡r❛r❜❡✐t❡t ♦❞❡r✱ ✇✐❡ ✐♠ ❇❧♦❝❦✲

s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ✻✳✷ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✱ ❛❧s ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❡✐♥❡s ✭st❛t✐s❝❤❡♥✮ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

❡✐♥❣❡❜✉♥❞❡♥✱ ❞❛s ♠✐t ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ✭❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥✮ ●❡s❛♠t♠♦✲

❞❡❧❧s ✐♥ ❘❡✐❤❡ ❣❡s❝❤❛❧t❡t ✐st✳

❉✉r❝❤ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐♠ ●❡s❛♠t✲

♠♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦✲



✾✻ ✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

❋❊✕▼♦❞❡❧❧
P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧

❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡

❣❡♠✐tt❡❧t❡
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ✶✳ ❘❡❞✉❦t✐♦♥sst✉❢❡

❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❇❛✉t❡✐❧
▼❛❦r♦✲ ❜③✇✳
●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

P❤❛s❡♥✲
❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥

▼♦❞❛❧❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ✷✳ ❘❡❞✉❦t✐♦♥sst✉❢❡

❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✲
♠♦❞❡❧❧

❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣

❣❡♠✐tt❡❧t❡
❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥

▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❘ü❝❦❢ü❤r✉♥❣

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥
❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

❆✉s✇❛❤❧ r❡❧❡✈❛♥t❡r
❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥

❇✐❧❞ ✻✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛❜❧❛✉❢❡s

f
❩✉st❛♥❞sr❛✉♠
●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧


S̄(x̄)

Ē(x̄)




XTS(x)

XTE(x)

′
T (x̄ ,x)








❇✐❧❞ ✻✳✷✿ ❇❧♦❝❦s❝❤❛❧t❜✐❧❞ ③✉r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❡✐♥❡s st❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✲
♠♦❞❡❧❧s



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✾✼

tr✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r st❛t✐✲

s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐st ❞✐❡s ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t✱ ❞❛ ❞❛❜❡✐

▼❛tr✐①♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✲ ✉♥❞ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲

tr✐③❡♥ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷✮✳ ❉✉r❝❤ ❱♦r✲

s❝❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❡rst❡r ❘❡❞✉❦t✐♦♥sst✉❢❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡ ❩✉st❛♥❞s✲

r❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❉❡r ❊✐♥s❛t③ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❣❡st❛tt❡t ❞✐❡ ❇❡✲

❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳

✻✳✷ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠t♠❡t❤♦❞✐❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❢ür

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ✭P▼▼✮ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♥ r❡❞✉✲

③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ♠❡t❤♦❞✐s❝❤❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✉♥❞ ✺ ❡r③✐❡❧t

✇❡r❞❡♥✱ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧s

✭❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧✮ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

✻✳✷✳✶ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡

P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ✭P▼▼✮ s✐♥❞ ❡✐♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❋♦rs❝❤✉♥❣s♦❜❥❡❦t ❞❡s ❙❋❇✴❚❘❘

✸✾ ❬❉r♦ss❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❀ ◆❡✉❣❡❜❛✉❡r ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾❪✳ ❇❡✐ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r P▼▼ ✇✐r❞

✈❡rs✉❝❤t✱ ♣r✐s♠❛t✐s❝❤❡ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ❞✐r❡❦t ✐♥ ✈♦r❣❡❢❡rt✐❣t❡ ▼✐❦r♦❦❛✈✐tät❡♥ ❬❙❝❤✉❜❡rt

❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❜❪ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡s ❚rä❣❡r❜❧❡❝❤❡s ③✉ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥

P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦r ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr♦❞✐❡r✉♥❣ ❛✉s❣❡st❛tt❡t✳ ❩✉r

■s♦❧✐❡r✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❛s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡ ❚rä❣❡r❜❧❡❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❞✐❡s❡s ❚rä❣❡r❜❧❡❝❤❡s

✈♦r ❞❡♠ ❊✐♥❧❡❣❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦❞✐❡rt❡♥ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❑❛✈✐tät❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♠♦r♣❤❡♥

✇❛ss❡rst♦❢❢❤❛❧t✐❣❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦❢❢s❝❤✐❝❤t ✭❛✿❈❍✱ ❉▲❈✱ ✎❞✐❛♠♦♥❞ ❧✐❦❡ ❝❛r❜♦♥✍✮ ❛❧s ■s♦❧❛t✐♦♥s✲

s❝❤✐❝❤t ✈❡rs❡❤❡♥ ❬❍❡rr♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❀ P❡t❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❉✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❋✐①✐❡r✉♥❣

✉♥❞ ❱♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❑❛✈✐tät❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❱❡r♣r❡ss❡♥ ❞❡r ❚r❡♥♥✲

✇ä♥❞❡ ❞❡r ❑❛✈✐tät❡♥ ❬❙❝❤✉❜❡rt ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❛❪✳✶✸ ❉✐❡ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ s♦❧❧❡♥ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞

♦❜❡r❢❧ä❝❤❧✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ■s♦❧❛t✐♦♥ss❝❤✐❝❤t ✈❡rs❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✐♥ ❞❛s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡

❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧ s♦❧❧

• ❞❡r s❡♣❛r❛t❡ ❆♣♣❧✐❦❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss ✈♦♥ ❡①t❡r♥❡♥ P✐❡③♦♠♦❞✉❧❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❧❡❝❤♦❜❡r❢❧ä✲

❝❤❡ ♠✐tt❡❧s ❑❧❡❜st♦❢❢ ❡❧✐♠✐♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞

✶✸❊✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡tr✐❢❢t ❞❛s ❋ü❣❡♥ ❞✉r❝❤ ▼✐❦r♦s♣r✐t③❣✐❡ÿ❡♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❧❡✐✲
t❡♥❞❡♥ ❜③✇✳ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥s♣♦❧②♠❡r❡♥ ❬❑r♦❧❧ ✷✵✶✵❪✳



✾✽ ✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

▼❡t❛❧❧

P✐❡③♦

❊❧❡❦tr♦❞❡♥

■s♦❧❛t✐♦♥

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ 250 µm · 250 µm · 10mm
■s♦❧❛t✐♦♥s❞✐❝❦❡ 20 µm
❊❧❡❦tr♦❞❡♥❞✐❝❦❡ 5 µm
❇❧❡❝❤❞✐❝❦❡ 1,5mm

❇✐❧❞ ✻✳✸✿ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s

• ❡✐♥❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r❡ ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❆♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s♣r♦③❡ss❡s ✉♥❞ ❞✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣

❞❡r P▼▼ ✐st ♥♦❝❤ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✐♠ ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾✳

❋ür ❡✐♥❡ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r P▼▼ ♠✐t ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡r❧ä✉✲

t❡rt❡♥ ▼❡t❤♦❞✐❦ ✇❡r❞❡♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ✐♥ ❇✐❧❞ ✻✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥✱ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥

❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✉♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣st❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡s❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐❡ ❛♥❣❡str❡❜t❡♥ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❋❡rt✐❣✉♥❣✳

❯♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❜❧❡✐❜❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❉❡t❛✐❧s ✇✐❡ ❋❛s❡♥ ✉♥❞ ❑❡r❜r❛❞✐❡♥ s♦✇✐❡ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✭❖❜❡r❢❧ä❝❤❡♥r❛✉❤❡✐t❡♥✱

❲✐♥❦❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✳✳✳✮✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❡✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❜❡✇❡rt✉♥❣ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❧♦❦❛❧❡r

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡ ✭✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞❡r ❑❡r❜s♣❛♥♥✉♥❣s❧❡❤r❡✮ ✐st ♠✐t ❞❡♥ ❤✐❡r ❞❛r③✉st❡❧✲

❧❡♥❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❊✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❍✐♥s✐❝❤t ✐st

❜❡✐ ❱♦r❧✐❡❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ❉❛t❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥

❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣✳

❉✐❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡r P▼▼ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ♦❜❡r❢❧ä❝❤✲

❧✐❝❤ ❛♣♣❧✐③✐❡rt❡♥ ▼❋❈✿ ❉✉r❝❤ ❇❡❛✉❢s❝❤❧❛❣✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r❡ ❞❡r P▼▼ ♠✐t ❡✐♥❡r

P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❡✐♥❣❡♣rä❣t✳ ❉❡r ✐♥✈❡r✲

s❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊❢❢❡❦t ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇❧❡❝❤❡✲

❜❡♥❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡①③❡♥tr✐s❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞❡♥

❇❧❡❝❤q✉❡rs❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❇✐❡❣✉♥❣ ❞❡s ❇❧❡❝❤❡s ❡r③❡✉❣t✳ ❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

✐st ❛✉❝❤ s❡♥s♦r✐s❝❤ ♥✉t③❜❛r✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❇✐❡❣❡✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s ❇❧❡❝❤❡s ✇✐r❞

✐♥ ❞❡♥ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ❡✐♥ ▲❛❞✉♥❣ ❡r③❡✉❣t✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r❡ ❛❜❣❡❢ü❤rt ✉♥❞

❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✾✾

✻✳✷✳✷ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼♦❞❡❧❧❡

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❆✉❢❜❛✉s ✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ✐st ❞❛s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r P▼▼

❞✉r❝❤ ❡✐♥ ✷❉✕▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡❜❡♥❡♠ ❉❡❤♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❞❡r

❆◆❙❨❙®✕❊❧❡♠❡♥tt②♣ P▲❆◆❊✶✸✶✹ ③✉r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❋❡❧❞❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t✳

❉❡r ▼♦♥t❛❣❡✈♦r❣❛♥❣ ✉♥❞ ✲③✉st❛♥❞ ✭❱❡r♣r❡ss❡♥ ❞❡r ❚r❡♥♥✇ä♥❞❡ ❞❡r ❑❛✈✐tät❡♥✮ ✇✐r❞ ❜❡✐

❞❡r ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉✉r❝❤ ❙❝❤✉❜❡rt ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶✵❛❪ ✇✉r❞❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r♣r❡ss❡♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät❡♥✕❚r❡♥♥✇ä♥❞❡ ❡✐♥❡ ❦r❛❢t✲

s❝❤❧üss✐❣❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡♠ ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦ ③✇✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦✲

stä❜❝❤❡♥ ✉♥❞ ❑❛✈✐tät❡♥✇❛♥❞ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❢❡st❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✉♥❞ ❑❛✈✐tät❡♥✇❛♥❞

❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦♥t❛❣❡✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡❡✐♥❢❧✉sst ❞❛s ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡♥ts♣r❡✲

❝❤❡♥❞ ❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥✱ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✸✮ ♥✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❡✐✲

♥❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❜❡✇❡rt✉♥❣ ✇är❡ ❞✐❡ ▼♦♥t❛❣❡✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❛❧s ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s♦❢❢✲

s❡t ❜③✇✳ ▼✐tt❡❧❧❛st ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳

❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❊❩ ❛✉s ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡r P▼▼ ♠✉ss ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣✐❡✲

③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❛❦t✐✈❡ ❙❝❤✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❇❧❡❝❤q✉❡rs❝❤♥✐tt❡s ❡✐♥♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞✉r❝❤

❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❡✐♥❡ ❇✐❡❣✉♥❣ ❞❡s ❇❧❡❝❤❡s ❡r③❡✉❣t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ❊❩ ü❜❡r ❞✐❡

❣❡s❛♠t❡ ❇❧❡❝❤❞✐❝❦❡ ♠üsst❡ ❞❡♠♥❛❝❤ ❡✐♥ ❣r❛❞✐❡rt❡s ❡❢❢❡❦t✐✈❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❉✐❡✲

s❡ ●r❛❞✐❡r✉♥❣ ♠üsst❡ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❋❊✕❚②♣❡♥ ✐♠ ▼❛❦r♦♠♦❞❡❧❧ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥

s❡✐♥✳

❊✐♥ ❆♥s❛t③♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❣r❛❞✐❡rt❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✐♠ ▼❛✲

❦r♦♠♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❛♥❞✇✐❝❤✲❊❧❡♠❡♥tt②♣❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ③✳ ❇✳

✈♦♥ ▼❡s❡❝❦❡✲❘✐s❝❤♠❛♥♥ ❬✷✵✵✹❪ ✉♥❞ ▼❛r✐♥❦♦✈✐❝ ❬✷✵✵✼❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊♥t✲

✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❜❡r✉❤❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r ✐❤r❡ ❉✐❝❦❡ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤ ❛♥❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ P▼▼ ✐st ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③

✐♥ ❞❡r ❙❝❤❛❧❡♥✲ ❜③✇✳ ❇❧❡❝❤❡❜❡♥❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

■♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡s❤❛❧❜ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ❊❩ ❞✐❡ ❛❦t✐✈❡ ❙❝❤✐❝❤t ♠✐t ❞❡♠ P✐❡③♦✲

♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ❞❡♥ ❚r❡♥♥st❡❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑❛✈✐tät❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ■s♦❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❊❧❡❦✲

tr♦❞✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ♣❛ss✐✈❡♥ ❚rä❣❡rs❝❤✐❝❤t ❣❡tr❡♥♥t✳ ❉✐❡ ❊❩ ✉♠❢❛sst ♥✉r ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥

❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❙❝❤✐❝❤t✳ ■♠ ▼❛❦r♦♠♦❞❡❧❧ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥ ❡①♣❧✐③✐t ③✇❡✐s❝❤✐❝❤t✐❣❡r ❆✉❢❜❛✉ ♠✐t ❞ü♥✲

♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡r ❛❦t✐✈❡r ❙❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ❞✐❝❦❡r❡r ♣❛ss✐✈❡r ●r✉♥❞s❝❤✐❝❤t✳ ❊✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥

❛✉❢ ❡✐♥❡ ❙❝❤❛❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t✳

■♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❊✕▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ P▼▼ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆✉s✲

❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❤♦♠♦❣❡✲

✶✹❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞❡r ❆◆❙❨❙®✕❊❧❡♠❡♥tt②♣ P▲❆◆❊✷✷✸ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳



✶✵✵ ✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

❋❧ä❝❤❡♥❛✉❢t❡✐❧✉♥❣ ▼♦❞✉❧❜❡r❡✐❝❤

▼❛t❡r✐❛❧③✉♦r❞♥✉♥❣ ▼♦❞✉❧❜❡r❡✐❝❤

❆✉ss❝❤♥✐tt ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③

●❡♦♠❡tr✐❡ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧

❆✉s✇❡rt❡♦rt❡

❊✐♥s♣❛♥♥✉♥❣

▼❡t❛❧❧

P✐❡③♦

■s♦❧❛t✐♦♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

X

Y

Z

❇✐❧❞ ✻✳✹✿ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧s ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕
▼♦❞✉❧s

♥✐s✐❡rt❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊❩ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❊❜❡♥s♦

✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ●❡✲

s❛♠t♠♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✳

❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧

❆❧s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s❜❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r P▼▼ ❞✐❡♥t✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✱ ❡✐♥

❡✐♥s❡✐t✐❣ ❡✐♥❣❡s♣❛♥♥t❡r P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♥ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥s♣❛♥✲

♥✉♥❣s♥❛❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✷✵ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♠❆✉❢❜❛✉ ❞❡r P▼▼♥❛❝❤ ❇✐❧❞ ✻✳✸

✐♥t❡❣r✐❡rt✳

■♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ s✐♥❞ P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧✱ ■s♦❧❛t✐♦♥ss❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♥ ✐❤✲

r❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t ③✉r

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙tr❡✉❢❡❧❞❡s ✐st ♥✐❝❤t ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥

③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❣❡❤❛❧t ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✐♥ ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲✉❢t ✈❡r♥❛❝❤✲

❧äss✐❣❜❛r ❣❡r✐♥❣ ✐st✳

❉✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❢r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ s✐♥❞ s♦ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲

❞✐❢❢❡r❡♥③ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ③✉ ❡✐♥❡♠ P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r ✇✐r❦t✳ ❉❡r ♠❡✲

t❛❧❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❦ör♣❡r ❧✐❡❣t ❛✉❢ ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❉❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ✐st ✐♥ ❇✐❧❞ ✻✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r s✐♥❞ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶ ❜③✇✳ ❢ür ❞❛s P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✹ ③✉ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✵✶

❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶✿ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s

P❛r❛♠❡t❡r Einheit ❇❧❡❝❤ ■s♦❧❛t✐♦♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ P✐❡③♦

❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ❛✿❈❍❛ ❙✐❧❜❡r

❉✐❝❤t❡ kgm−3 2700 2000 10 500

s✳
❚❛
❜
✳
✺
✳✹

❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ GPa 70 100 79

P♦✐ss♦♥③❛❤❧ ✲ 0,3 0,25 0,39

P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε0 ✲ 3,4 ✲
❛ ❛♠♦r♣❤❡ ✇❛ss❡rst♦❢❢❤❛❧t✐❣❡ ❑♦❤❧❡♥st♦❢❢s❝❤✐❝❤t

❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ▼♦❞✉❧❜❡r❡✐❝❤

❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧❊✐♥s♣❛♥♥✉♥❣

❆✉s✇❡rt❡♦rt❡
X

Y

Z

❇✐❧❞ ✻✳✺✿ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ♠✐t ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❛❦t✐✲
✈❡r ❙❝❤✐❝❤t

●❡s❛♠t✲ ❜③✇✳ ▼❛❦r♦♠♦❞❡❧❧

❉❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s P▼▼ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❛❦t✐✈❡ ❙❝❤✐❝❤t ✇✐r❞

✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ❞✉r❝❤ ◆❡✉✈❡r♥❡t③✉♥❣ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐✲

❝❤❡s ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡r♥❡t③✉♥❣ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s ❡r❢♦❧❣t ❞❛❜❡✐ ✐♥ ❞❡r ◆❡t③❞✐❝❤t❡ ❞❡s

ü❜r✐❣❡♥ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s ✭s✳ ❇✐❧❞ ✻✳✺✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♠▼♦✲

❞❡❧❧ ✐♥ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❯♠❢❛sst ❞❛s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ❝❛✳ ✶✵✵✳✵✵✵

❊❧❡♠❡♥t❡ ❛❧❧❡✐♥ ❢ür ❞❡♥ ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✻✵ ❊❧❡✲

♠❡♥t❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r

❊❩ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✉❣❡✇✐❡s❡♥✳

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s s♦❧❧ ❞✉r❝❤ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❜③✇✳ ▲❛❞✉♥❣s✈♦r❣❛❜❡

❛♥ ❞❡♥ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s ❡r❢♦❧❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ✐♥ ▲ä♥❣s✲

r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r P❧❛tt❡ ✭x✕❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s✮ ❡r③❡✉❣t ✇✐r❞✳ ❉❛③✉

s✐♥❞ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❢r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ③✉ ③✇❡✐ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❣❡❦♦♣✲

♣❡❧t✳

❯♠ ❙tör✉♥❣❡♥ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊❧✐✲

♠✐♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲
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■s♦❧❛t✐♦♥

P✐❡③♦

❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❆✉s✇❡rt❡♦rt❡

❆❖✷

❆❖✶

❇✐❧❞ ✻✳✻✿ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s

❢r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡r ❑♥♦t❡♥ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ x✕❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❤❛❜❡♥✱

❡❜❡♥❢❛❧❧s ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳

❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❦ör♣❡rs ✇✐r❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡❧✐♠✐♥✐❡rt✳

❉❛s ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐r❞ r❡✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s ✐st ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss

❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡s P▼▼ ü❜❡r ❞✐❡ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s

❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆♥❞❡r❡♥❢❛❧❧s ✇ür❞❡♥ ✇✐❞❡rs♣rü❝❤❧✐❝❤❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡✲

❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❘❛♥❞❦♥♦t❡♥ ❣❡❧t❡♥ ✭φLast ̸= 0 ✐♥❢♦❧❣❡ ▲❛st✈♦r❣❛❜❡ st❡❤t ✐♠ ❲✐❞❡r✲

s♣r✉❝❤ ③✉ φBlech = 0 ✐♥❢♦❧❣❡ ▼❛ss❡♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳

▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡

❉❛s ❋❊✕▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊❩ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡♠ ❩✇❛♥✲

③✐❣st❡❧ ❞❡s P▼▼✕❇❡r❡✐❝❤❡s ❞❡s ❉❡t❛✐❧s♠♦❞❡❧❧s✳ ❉✐❡ ❊❩ ✉♠❢❛sst ❛❧s♦ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡ ❑❛✈✐tät ♠✐t

P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ❞❛s ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥♣❛❛r✳ ❉✐❡ ■s♦❧❛t✐♦♥ ③✉♠ ●r✉♥❞❜❧❡❝❤ ❜✐❧❞❡t

❞✐❡ ❆❜❣r❡♥③✉♥❣ ❞❡r ❊❩ ✭s✳ ❇✐❧❞ ✻✳✻✮✳

❩✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P❡r✐♦❞✐③✐täts✲

r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸ ❛♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❛❧❧❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❛♥❣❡s❡t③t ✭♦❜✇♦❤❧ ❞✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐tät ✐♥

❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✮✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ P❡r✐♦❞✐③✐✲

tät ❛❜❜✐❧❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❡❜❡♥s♦ ❞✐❡ s❡♣❛r❛t❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡

❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ❊✐♥❤❡✐ts❞❡❤♥✉♥❣❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❛ ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❞❛s P▼▼

❛❧s ❇❡r❡✐❝❤ ♠✐t ❊❧❛st✐③✐tät ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❖rts❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ❞❡r

✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ✷❉✕▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs❛t③ ❜❡♥öt✐❣t✳

❋ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✇❡✐t❡r❡ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✿

❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st ❛♥ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❊❩ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢❣❡✲

❜r❛❝❤t✳ ❉❛③✉ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉❢



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✵✸

❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✷✿ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r cE✱ e ✉♥❞ εS ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s

cExx cExy cEyy cErz exy exx εSx

cE33 cE13 cE11 cE55 e31 e33 εS33

GPa C/m2 nC/(Vm)

P▼▼ 104 66 125 28 −7,0 14,6 13,5

❙❡✐t❡ ✺✸✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛s ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞ ✇✐r❞ ❛❧s P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✈♦r✲

❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥ ❞❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥✱ ❞✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉ ❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r P❡r✐♦❞✐③✐tät ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳

❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✐r❞ ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱

❞❛ ♥✉r ✐♥ ▲ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✶✺✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❞❛s

◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❚rä❣❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ✈♦r❣❡❣❡✲

❜❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ♠✉ss ❞❛s ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❚rä❣❡rs ❜❡r❡✐ts ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r

❊❩ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ s♦✇♦❤❧ ❛♥ ❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ❊❩ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ▼❡t❛❧❧❡❧❡✲

♠❡♥t❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛♠ ❘❛♥❞ ❞❡r ■s♦❧❛t✐♦♥ ③✉♠ ❑❛✈✐tät❡♥❜♦❞❡♥✳ ❉✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ❞❡r

❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ■s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s P▼▼ ❜❧❡✐❜t ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❢r❡✐✱ ❞✳ ❤✳ ♦❤♥❡ ❘❛♥❞✲ ♦❞❡r ❩✇❛♥❣s✲

❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳

✻✳✷✳✸ ❊❢❢❡❦t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥

❆♠ ✷❉✕▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❊❩ ✇❡r❞❡♥ s✐❡❜❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛✲

t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s P▼▼ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡ s✐❡❜❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r

❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ▲❛st❢ä❧❧❡ ♥❛❝❤ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ ❛✉❢ ❞❡♥ ✷❉✕❋❛❧❧ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥

S̄i

1 = S̄
i

yy ✱ S̄
i

3 = S̄
i

xx ✱ S̄
i

5 = S̄
i

xy s♦✇✐❡ Ēi

3 = Ē
i

x ✳ ❇❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ✐♥ ❇✐❧❞ ✻✳✻ ❡r❦❡♥♥t❧✐❝❤❡

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡

✻✳✷✳

❉✐❡ ❢ür ❞❛s P▼▼ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞ ✻✳✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ Txx ✐♥❢♦❧❣❡ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts❞❡❤♥✉♥❣ S̄
i

xx ✉♥❞ ✐♥❢♦❧❣❡ ❡✐♥❡s

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s Ēi

x ✳

✶✺❉✐❡ ❡❧❡❦tr♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ✐♥ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ✭d13✕❊❢❢❡❦t✮ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐✲
❣❡♥✱ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ✷❉✕▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs❛t③❡s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳



✶✵✹ ✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

X

Y

Z

ELEMENT SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

TIME=1           

TXX      (NOAVG)

DMX =.450E-03    

SMN =.968E+11    

SMX =.133E+12    

.968E+11    

.101E+12    

.105E+12    

.109E+12    

.113E+12    

.117E+12    

.121E+12    

.125E+12    

.129E+12    

.133E+12    

X

Y

Z

ELEMENT SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

TIME=1           

TXX      (NOAVG)

DMX =.181E-03    

SMN =-.220E+12   

SMX =.160E+12    

-.220E+12   

-.178E+12   

-.136E+12   

-.935E+11   

-.513E+11   

-.904E+10   

.332E+11    

.754E+11    

.118E+12    

.160E+12    

❇✐❧❞ ✻✳✼✿ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s❀
❧✐♥❦s✿ XTSxx ✱ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ✭✐♥ Pa✮ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄i

xx = 1✱
r❡❝❤ts✿ XTExx ✱ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ✭✐♥ Pa✮ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❢❡❧❞❡s
Ēi

x = 10GVm
−1

❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❜❡✐ ❇✐❡❣❡❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣

❉✐❡ P▼▼ s♦❧❧❡♥ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ③✉r ❇❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣ ✈♦♥ ❇✐❡❣❡s❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❇❧❡❝❤str✉❦t✉✲

r❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛rt ✇❡✐st ❡✐♥❡♥ ❇❡❛♥✲

s♣r✉❝❤✉♥❣s❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❊❩ ❛✉❢✳ ❉✐❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥✐❝❤t

❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✈❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥✳

■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ s✐♥❞ ③✇❡✐ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✿

✶✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ r❡❛❧❡

❇✐❡❣❡st❡✐✜❣❦❡✐t ♥✉r ❛♥♥ä❤❡r♥❞✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ü❜❡r ❞❡r ❍ö❤❡

❞❡r ❊❩ ✇✐r❞ ❞✐❡ r❡❛❧❡ ❇✐❡❣❡st❡✐✜❣❦❡✐t ü❜❡r✲ ♦❞❡r ✉♥t❡rs❝❤ät③t✳ ❋ür ❞✐❡ P▼▼ ❧✐❡❣❡♥

❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❛✉❢

❡✐♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❞✐❡s❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✈❡r③✐❝❤t❡t✳

✷✳ ❉✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥

❞✐❡ r❡❛❧❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊❩ ♥✉r ❛♥♥ä❤❡r♥❞✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❱♦r❛✉ss❡t✲

③✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❦t✐✈❡ ❙❝❤✐❝❤t ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ●❡s❛♠t❜❧❡❝❤❞✐❝❦❡ ✐st✱ ❦ö♥♥❡♥

❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ ▼❡♠❜r❛♥s♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ P▼▼ ❡r❢♦❧❣t ❞❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡

❡①♣❧✐③✐t❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ▼❡♠❜r❛♥✲ ✉♥❞ ❇✐❡❣❡❛♥t❡✐❧❡✶✻✳

❙♦❧❧ ❡✐♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❞✐❡s❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ✐st ❡✐♥ ❇✐❡❣❡❡✐♥❤❡✐ts✲

❧❛st❢❛❧❧ ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥ ❆♥s❛t③♣✉♥❦t ❞❛❢ür ✇✉r❞❡ ✐♥ ❬❑r❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ✈♦r❣❡✲

st❡❧❧t✳

✶✻❇❡✐♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❉✐❝❦❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❛❦t✐✈❡r ✉♥❞ ♣❛ss✐✈❡r ❙❝❤✐❝❤t ♠✐t ✶✿✺ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s ♥✉r ❡✐♥❡r ❣r♦❜❡♥
◆ä❤❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛❜❡r ❛✉s ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣s❣rü♥❞❡♥ ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ❡rs❝❤❡✐♥t✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✵✺

❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r ❛✉s③✉✇❡rt❡♥❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❇✐❡❣❡❜❡❧❛st✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t❜❛✉t❡✐❧❡s ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣

Txx ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❛♥❤❛♥❞

❞❡r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ❛❧s r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉✐❡ q✉❛✲

❧✐t❛t✐✈❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤❡s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s❣röÿ❡♥

ü❜❡rtr❛❣❡♥✳

❋ür ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ③✇❡✐ ❆✉s✇❡rt❡♦rt❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P▼▼

❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❊s ✇✐r❞ ❞✐❡ ✶✶✳ ❊❩ ❞❡s ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❊❩

❆❖✶ ❞✐❡ ▼✐tt❡ ❞❡s P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s

❞❡s P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞

❆❖✷ ❞✐❡ ▼✐tt❡ ❞❡r ❛❜❞❡❝❦❡♥❞❡♥ ■s♦❧❛t✐♦♥

❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆✉s✇❡rt❡♦rt❡ ✐st ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧✕❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✹✱ ✻✳✺

✉♥❞ ✻✳✻ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❆✉s ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❇✐❧❞ ✻✳✼ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✲

s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✈❡rt❡✐❧t ✐st ✉♥❞ ❞❛ss ✐♥

❞❡r ■s♦❧❛t✐♦♥ss❝❤✐❝❤t ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❆✉s✲

✇❡rt❡♦rt❡ ❞❡r ❊❩ s✐♥❞ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ r❡♣räs❡♥t❛t✐✈ ❢ür ❞❛s P▼▼✳

✻✳✷✳✹ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❣❧❡✐❝❤

■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✽ ✉♥❞ ✻✳✾ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❞❡r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥✲

♥✉♥❣ Txx ❛♥ ❞❡♥ ❆✉s✇❡rt❡♦rt❡♥ ❆❖✶ ✉♥❞ ❆❖✷ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s

P▼▼ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❡rst❡ ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ❜❡✐ ❝❛✳ 130Hz ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ❞❡✲

r❡♥ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡♠ ❙❝❤❡♠❛ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✻ ❢♦❧❣t✿

FED ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❋❊✕❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧✮✱

ZDG ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡✲

r✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ✭FEG✱ s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ●❡s❛♠t✲ ❜③✇✳ ▼❛❦r♦♠♦❞❡❧❧✮ ✉♥❞ ❡❢✲

❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ s♦✇✐❡ ❞❡♥ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊❩ ✉♥❞

ZSG ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡✱ ❡❜❡♥✲

❢❛❧❧s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ✭FEG✱ s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt

●❡s❛♠t✲ ❜③✇✳ ▼❛❦r♦♠♦❞❡❧❧✮ ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❞❡♥ P❤❛s❡♥✲

❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊❩✳
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❇✐❧❞ ✻✳✽✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s
P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s❀ ❧✐♥❦s✿ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✶✱ r❡❝❤ts✿ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✷
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❇✐❧❞ ✻✳✾✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ Txx ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s
P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s❀ ❧✐♥❦s✿ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✶✱ r❡❝❤ts✿ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✷

■♥ ❞❡♥ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡♥ ✭ZDG✱ ZSG✮ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❡rst❡♥ ✶✵

❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✭❜✐s ❝❛✳ 25 kHz✮✳ ❇❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋r❡✲

q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ❜✐s 250Hz ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡♥ ❡✐✲

♥❡r ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧❛❜❜✐❧❞✉♥❣✳

❋ür ❞✐❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ZSG♠✐t st❛t✐s❝❤❡r ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡ ✇✐r❞

s♦✇♦❤❧ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❘❡✲

❢❡r❡♥③❡r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❡t❛✐❧♠♦❞❡❧❧s ❡r③✐❡❧t✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥✲

❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❜❡✐ ❇✐❡❣❡❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✶✵✹

❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt✳

❉✐❡ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ZDG ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür

❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐❡❞❡r❣❡❜❡♥✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲

♠❛①✐♠❛ ✇✐r❞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❋r❡q✉❡♥③ ✉♥❞ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❦♦rr❡❦t ❡r♠✐tt❡❧t✳

■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❡♥ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✶ ✇✐r❞ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞❛s ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣♠✐♥✐♠✉♠ ✐♠

❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋r❡q✉❡♥③❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❛♥❞❡r❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉s❣❡✇✐❡s❡♥ ❛❧s ❞✉r❝❤

❞❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧✳ ❉❛s ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣♠✐♥✐♠✉♠ ❧✐❡❣t ❢ür ❞✐❡ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✵✼

r❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ZDG ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ❛❧s ❞❛s ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣♠❛①✐♠✉♠✱ ❢ür ❞❛s

❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧ FED ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③✳

❉❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❡✐♥❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡ ✐♠ ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ Txx ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ✭❆✉s✲

✇❡rt❡♦rt ❆❖✶✮ ✈♦r ❞❡r ❡rst❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③ ✐st ✇✐❡ ❢♦❧❣t ③✉ ❡r❦❧är❡♥✿ ❙t❛t✐s❝❤ ✇✐r❦t ❞✐❡ ❆✉s✲

❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡s ♣❛ss✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ✐♥ ❞❡r

P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t tr✐tt ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❡♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ♣❛ss✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧

❛✉❢✳ ❋ür ❞✐❡ ❡rst❡ ❘❡s♦♥❛♥③ ❛❧s ❇✐❡❣❡♠♦❞❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥

◗✉❡rs❝❤♥✐tt❡s ❡✐♥❡r ❇✐❡❣❡s♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡r P✐❡③♦s❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ✐♠

♣❛ss✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ♣❤❛s❡♥❣❧❡✐❝❤✳ ❇❡✐♠ ❋r❡q✉❡♥③s✇❡❡♣ ✈♦♥ ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥

❇❡❧❛st✉♥❣ ③✉r ❡rst❡♥ ❘❡s♦♥❛♥③ ❡r❢♦❧❣t ❞❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❡✐♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡♥♣❤❛s✐✲

❣❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❧❡✐❝❤♣❤❛s✐❣❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥

❆♠♣❧✐t✉❞❡♥♥✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣✳ ❉❛ ✐♥ ❞❡♥ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡♥ ZDG ❞✐❡ st❛✲

t✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡ ❢❛❧s❝❤ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

❋ür ❞❡♥ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✷ tr✐tt ❜❡✐ ❞❡♥ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ZDG ❡✐♥❡

✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣♠✐♥✐♠✉♠s ③✉ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❋r❡q✉❡♥③ ✐♠

❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧ FED ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❆✉s✇❡rt❡♦rt ❆❖✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ Pr♦✲

❜❧❡♠❛t✐❦ ♠✐t ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛♥❞❡r❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥❧❛❣❡ ✐st ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ ❞❡r ❆✉s✇❡rt❡♦rt

❆❖✷ ③✉♠ ♣❛ss✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❣❡❤ört✳

❆✉❝❤ ❞❛s ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥♥✐✈❡❛✉ ❛❜s❡✐ts ❞❡r ❊①tr❡♠❛ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ✇✐r❞ ♥✉r ✉♥③✉r❡✐✲

❝❤❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r❡✐♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ZDG ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳

❊r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥ ❞❡r

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❩✉st❛♥❞s✲

r❛✉♠❛❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥✿

❇❡✐ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✐st ♥❡❜❡♥

❞❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s❣röÿ❡♥ S̄ ❛✉❝❤ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞

Ē ❛❧s ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✷✶✮ ❜✐s ✭✹✳✷✹✮ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❢ür ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❛❧s ört❧✐❝❤❡r ●r❛❞✐❡♥t ❞❡s P♦t❡♥t✐❛❧s

✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ✐st ❥❡❞♦❝❤✱ ✇✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❣❡③❡✐❣t✱

♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r

❊✐♥❤❡✐ts❡rr❡❣✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❩✉r ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧ts ❛♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❇❡✐✲

s♣✐❡❧ ❞❡r P▼▼✇✐r❞ ✐♥ ❇✐❧❞ ✻✳✶✵ ❢ür ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

❞❡r ❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣ ❢ür ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤

✈♦♥ ❋❊✕❊r❣❡❜♥✐s ✭FEG✮ ✉♥❞ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡♥ ✭ZDG✱ ZSG✮ ❣❡③❡✐❣t✳

❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ st❛t✐s❝❤❡r ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊✐♥❤❡✐ts❡rr❡❣✉♥❣ ✐st

❢ür ❡✐♥❡ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❡✐♥❡r

r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳
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❇✐❧❞ ✻✳✶✵✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ Ēx ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣
❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s

❩✉r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞❡s ❞✉r❝❤ ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t

✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✸ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❑❡♥♥❣röÿ❡♥ ❞❡r ▼♦✲

❞❡❧❧❡ ❞❡r P▼▼ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✸✿ ❯♠❢❛♥❣ ✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ✭❉✐❡ ❈P❯✕
❩❡✐t❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ◆✉t③✉♥❣ ❞❡s ❋❊▼✕❙②st❡♠s ❆◆❙❨❙® ❘❡✈✳ ✶✷✳✶ ❜③✇✳
❞❡s ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠s ▼❆❚▲❆❇® ❘❡✈✳ ✷✵✶✵❜ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ■♥t❡❧®✕❳❡♦♥®✕
❳✺✹✻✵✕❲♦r❦st❛t✐♦♥ ✭3,16GHz✱ 32GB ❘❆▼✮ ✉♥t❡r ▼✐❝r♦s♦❢t® ❲✐♥❞♦✇s ❙❡r✈❡r®

✷✵✵✸ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ①✻✹✕❊❞✐t✐♦♥✳✮

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠

EZ FED FEG ZDG ZSG

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❉❖❋✴❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ 14 026 367 121 1495 10 11

❈
P❯

✕❩
❡✐
t

✭✐♥
s✮

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ✭✼ ▲❛st❢ä❧❧❡✮ 8,4 ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

▼♦❞❡❧❧❡rst❡❧❧✉♥❣ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ 3 6

❙t❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ♥✴❛ 30 0,8 ♥✴❛ ♥✴❛

▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡ ♥✴❛ 510 1,4 ♥✴❛ ♥✴❛

❋r❡q✉❡♥③❣❛♥❣ ✭❥❡ ❋r❡q✉❡♥③✮ ♥✴❛ 102 0,2 0,001 0,005



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✵✾

✻✳✸ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

✻✳✸✳✶ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣

❉✐❡ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❛❧❧❡r ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ✐st ❢ür ✉♥t❡r✲

s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❛s♣❡❦t❡ ✇✐❝❤t✐❣✿

• ❉❛s ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥♠❛①✐♠✉♠ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✳

• ❉✐❡ ❢r❡q✉❡♥③♠äÿ✐❣❡ ▲❛❣❡ ✈♦♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥♠✐♥✐♠❛ ❜③✇✳ ✲♥✉❧❧st❡❧❧❡♥ ✐st ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❣✲

❧❡r❛✉s❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✭❢ür ❞✐❡

❘❡❣❡❧✉♥❣s❛♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❉❡❤♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧❡✮ ❞♦rt ♥✉r ✉♥③✉r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡✲

♥❛✉ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

• ❉❛s ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥♥✐✈❡❛✉ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♠✉ss ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ③✇❡✐❡r ❑r✐✲

t❡r✐❡♥ ❜❡✉rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✿

✕ ❉❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❉r✉❝❦✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❛r❢

❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ③✉❧äss✐❣❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥✳ ❋ür ❞❛s P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧

✇✐r❞ ❞✐❡ ③✉❧äss✐❣❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ❉r✉❝❦❜❡r❡✐❝❤ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❉❡♣♦✲

❧❛r✐s❛t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ❬❑❛♠❧❛❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳

✕ ❉✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠✉ss ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞✐❡ P▼▼ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡

❉r✉❝❦✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣ s❡✐♥✱ ❞❛ ❛♥❞❡r♥❢❛❧❧s ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥

P✐❡③♦stä❜❝❤❡♥ ✉♥❞ ❑❛✈✐tät❡♥✇❛♥❞ ❛✉❢❣❡❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳

❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦♥t❛❣❡✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r✲

♣r❡ss❡♥ ❞❡r ❚r❡♥♥✇ä♥❞❡ ❞❡r ❑❛✈✐tät❡♥ ❤ö❝❤st❡♥s ❞✐❡ ❤❛❧❜❡ ♠❛①✐♠❛❧ ③✉❧äss✐❣❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣

❢ür ❞❛s P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞❛r❢✳ ❩✉r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❆✉s♥✉t③✉♥❣ ❡✐♥❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙♣❛♥✲

♥✉♥❣ss❝❤✇✐♥❣❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❱♦rs♣❛♥♥✉♥❣ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ ♥❛❤❡ ❞❡r ❤❛❧❜❡♥ ③✉❧äss✐✲

❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ③✉❧äss✐❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞✲

❧❛❣❡ ❞❡r ③✉❧äss✐❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss❝❤✇✐♥❣❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠✐t ❞❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r

❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✽ ✉♥❞ ✻✳✾ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣r❡♥③✇❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥

❇✐❧❞ ✻✳✶✶ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❜❡✇❡rt✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r

❆♥r❡❣✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❧❧ ❦✉♠✉❧❛t✐✈ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

✻✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♥

❋ür ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❛♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ♠✐t ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✉♥t❡rs❝❤✐❡✲

❞❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛♥▼❛s❝❤✐♥❡♥str✉❦t✉r❡♥✱ ❣✐❜t



✶✶✵ ✻ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧

TR

TM

TD

∆TE

❩❡✐t
❙♣❛♥♥✉♥❣

|TM| −
∆TE

2
≥ |TR| ≥ 0

|TM|+
∆TE

2
≤ |TD|

❇✐❧❞ ✻✳✶✶✿ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣r❡♥③✇❡rt❡ ✭TR ✕ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❘❡st✈♦rs♣❛♥♥✉♥❣✱ TM ✕ ▼♦♥t❛❣❡✈♦rs♣❛♥✲
♥✉♥❣✱ TD ✕ ❉❡♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣✱ ∆TE ✕ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss❝❤✇✐♥❣❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢♦❧❣❡
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊rr❡❣✉♥❣✮

❡s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❋❊▼ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡✐t❡r❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s

✈♦♥ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥✿

• ❇❡✐ ❞❡r ❙✉❜str✉❦t✉r✕❚❡❝❤♥✐❦✶✼ ✇✐r❞ ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❛✉s ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡r

❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✱ ❞❡r❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞✉r❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❛♥❞❦♥♦t❡♥ r❡❞✉③✐❡rt❡

❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ■♥ ❞❡r ●❡❣❡♥ü❜❡rst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❞❡♠ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜✲

❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ❊❩✳ ❉✐❡ ❱❡r✲

♥❡t③✉♥❣sr❡❞✉❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❘❛♥❞✲

❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❞❛s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❥❡❞❡s

❙✉♣❡r❡❧❡♠❡♥t ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ❊❩ ✉♠❢❛sst✳

• ❇❡✐ ❞❡r ❙✉❜♠♦❞❡❧❧✕❚❡❝❤♥✐❦✶✼ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s

♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❛❧s ❙✉❜♠♦❞❡❧❧ ❡①tr❛❤✐❡rt ✉♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❢❡✐♥❡r

✈❡r♥❡t③t✳ ❉✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❛♠●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❛♥❞❦♥♦✲

t❡♥ ❞❡s ❙✉❜♠♦❞❡❧❧s ✐♥t❡r♣♦❧✐❡rt✳ Pr♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❢ür ❞✐❡ P✐❡✲

③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ❞✐❡ ❍❛♥❞❤❛❜✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❢r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✳ ❉❛s

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❧✐❡❢❡rt ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s P♦t❡♥t✐❛❧❡r✲

❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❑♥♦t❡♥✱ ✐♠ ❙✉❜♠♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤

❛❦t✐✈❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❘❡❧❡✈❛♥③✳

❉❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❜❡✐❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ✐♥ ❞✐❡s❡r

❆r❜❡✐t ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ört❧✐✲

❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❧✐❡❢❡rt ③✇❛r ♠❡❤r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❜❡❣rü♥❞❡t ❛❜❡r

❛✉❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡t

s✐♥❞✳

✶✼❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❬❆◆❙❨❙❪



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✶✶

✼ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❧✐❡❢❡rt ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❢✉♥❦✲

t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥✳ ■♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❡❤t ❞❛❜❡✐ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐✲

♥✐❡ ❞✐❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r♥❞❡ ♠❡t❤♦❞✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❛♠

❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ✐♠ ❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✳

❩✐❡❧ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ✐st ❡s✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡✲

♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙®

❡✐♥❡ ❡❢✜③✐❡♥t❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛❧s ❆❦t♦r❡♥

♦❞❡r ❙❡♥s♦r❡♥ ③✉r ❣❡r❡❣❡❧t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❜❡❡✐♥❢❧✉ss✉♥❣ ❛♥ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str✉❦t✉r❡♥ ③✉

❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✿ ❞❛s st❛t✐s❝❤❡

❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡♥ ❚❡✐❧✈♦❧✉♠❡♥s ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s ③✉r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡✲

r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ③✉r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❙②st❡♠s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❡✐❞❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t❡ ✇❡r❞❡♥

✐♥ ❡✐♥❡r ●❡s❛♠t♠❡t❤♦❞✐❦ ✐♥t❡❣r✐❡rt✳

■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ♠✐tt❡❧s ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥✲

❞❡s ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡♥♠❡t❤♦❞❡ ♠✐t ❡①♣❧✐③✐t❡r

❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ❦❛♥♥ ❢ür ❡✐♥❡ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞❡ ❋♦r✲

♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r

str❡♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❋♦r♠ ❢ür P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞❡ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❊✐♥❡ ❜✐s❤❡r ü❜❧✐✲

❝❤❡✱ ❣❡s♦♥❞❡rt❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❣röÿ❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ▼❛❦r♦✈❛r✐❛❜❧❡♥

❡♥t❢ä❧❧t ❞❛♠✐t✳

❇❡s♦♥❞❡r❡s ❆✉❣❡♥♠❡r❦ ✇✐r❞ ❞❡♠ ❯♠st❛♥❞ ❣❡✇✐❞♠❡t✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥

P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧❡♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❛✲

③✉ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡ ❛♥❣❡♣❛sst

✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❜❡✐ ❞❡r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲

r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st ❛❧s ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡r P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♥✉r ✐♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡r ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

▲❛st ✐♥ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆s♣❡❦t ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ♥♦❝❤

♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❡rs❝❤ö♣❢❡♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡r ❱♦rs❝❤❧❛❣ ✉♥t❡r❜r❡✐t❡t✱ ❜❡✐ ❞❡r

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥✲

♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ❉❛♠✐t ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ r❡❝❤♥❡r✐s❝❤❡

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛st ❡✐♥❡♠ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡♥ ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❆♥st❡✉❡rs♣❛♥♥✉♥❣✳

❉✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❧❛st❢ä❧❧❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❣❡♥✉t③t✱ ✉♠ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉✐❡s❡ P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥



✶✶✷ ✼ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

✇❡r❞❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ❛✉s ❞❡♠ ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲

♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉ ❡①tr❛❤✐❡r❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s

✇✉r❞❡✱ ♥❛❝❤ ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡s ❆✉t♦rs✱ ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ❜✐s❤❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛✉s✲

❣❡❢ü❤rt✳

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t✱ ❞✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❢ür ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙②s✲

t❡♠❡✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡ Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋❊✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦✕

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ✐♥ ❡✐♥❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❣❡❧✐♥❣t ♠✐t ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣

❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❛❧s ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❩✉r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

■♠♣❡❞❛♥③ ✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ♠✉ss ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✲ ❜③✇✳ ❑❛♣❛③✐täts♠❛✲

tr✐① ❛❧s ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❩✉r ❦♦rr❡❦t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ■♠♣❡❞❛♥③ ♠✉ss ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❜❛s✐s ✉♠ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠♦❞❡♥

❡r❣ä♥③t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ st❛t✐s❝❤❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊rr❡❣✉♥❣ ❛♥

❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳

❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✇✐r❞ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣s✲

❡rr❡❣✉♥❣ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❊✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r

❋❊✕❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣✳ ❋ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ♠✉ss ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❢r❡✐✲

❤❡✐t ✭◗✉❡❧❧❡♥❢r❡✐❤❡✐t✮ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥ ❛♥ ❞❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❡r③✇✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

❞✐❡ ◗✉❡❧❧❡♥❢r❡✐❤❡✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ♥❛tür❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠✲

❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❋✐❧t❡r♠❛tr✐③❡♥ ✉♠ ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧❡ ❢ür ❞✐❡

♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✭❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣ s♦✲

✇✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✮ ❡r✇❡✐t❡rt✳ ❉✐❡s ❣❡st❛tt❡t ❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣

❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡♥ ♥❛❝❤ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳

❉✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉❛r❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣✱ ♥❡✲

❜❡♥ ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞❛✲

❞✉r❝❤ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡♥ s✐♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡

❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ③✉r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t❛♥❞❡s ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣✳

❉✐❡ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❡r❢♦❧❣t ❜❡✐ ❞❡r

❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ●❡s❛♠t❛❜❧❛✉❢❡s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥✲

tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st❢ä❧❧❡✱ ❞✐❡ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s

●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❙✐❣♥❛❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✶✸

❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉❛ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥✲

❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♠üss❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠

❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ st❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊rr❡❣✉♥❣ ✉♥✲

❜❡❞✐♥❣t ♠✐t ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧❡

✇❡r❞❡♥ ❆✉s❧❡❣✉♥❣s❦r✐t❡r✐❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss❝❤✇✐♥❣❛♠✲

♣❧✐t✉❞❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥✲

❣❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧s ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲

s❝❤✇✐♥❣❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞✐❡ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊rr❡❣✉♥❣❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

▼✐t ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ st❡❤t ❡✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✱

♠✐t ❞❡♠ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s P✐❡③♦✈❡r❜✉♥❞♠♦❞✉❧s ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡

❡✐♥❡r ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ●❡s❛♠ts②st❡♠s ❡❢✜③✐❡♥t ❛❜✲

❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
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❙❦❛❧❛r❡ ●röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ♥♦r♠❛❧❡r ❙❝❤r✐❢tstär❦❡✱ ❱❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞▼❛tr✐③❡♥ ✐♥ ❢❡tt❡r ❙❝❤r✐❢t✲

stär❦❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

▲❛t❡✐♥✐s❝❤❡ ●r♦ÿ❜✉❝❤st❛❜❡♥

A ❙②st❡♠♠❛tr✐① ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

B ❙t❡✉❡r♠❛tr✐① ✭❊✐♥❣❛♥❣s♠❛tr✐①✮ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

Bio✱ BF,io✱

BQ,io✱ Bφ,io

❋✐❧t❡r♠❛tr✐① ❢ür ❞❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s✈❡❦t♦r ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s✱ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡✱ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❜❡tr❡❢✲

❢❡♥❞

C✱ Cq ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛tr✐①✱ ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛tr✐① ❞❡s ♠♦❞❛❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s

D,Di ,D ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ✭❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✮✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

D̄i , D̄ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

E,Ei ,E ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ✭❋❡❧❞stär❦❡✮✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

Ēi , Ē ❡❢❢❡❦t✐✈❡s ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡s✮ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

Ec ❑♦❡r③✐t✐✈❢❡❧❞stär❦❡

EPol ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❜❡✐ ❞❡r P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣

F ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✭❑♥♦t❡♥✮✕❑rä❢t❡

Fio ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡✱ ❞✐❡ ❛❧s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡s ❊✐♥❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❞❡s ❩✉✲

st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥

H ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡❞✐❝❤t❡

I ❊✐♥❤❡✐ts♠❛tr✐①

Jφφ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①✱ Jφφ = K
−1
φφ

Kuu✱ Kuφ✱ Kφφ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①✿ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤ ✭❑♦♣♣❧✉♥❣s♠❛tr✐①✮ ✉♥❞ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤ ✭❑❛♣❛③✐täts♠❛tr✐①✮
c
K,

o
K ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞

❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s

Kφφ,io ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s✲

❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

L ▼❡ss♠❛tr✐① ✭❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s♠❛tr✐①✱ ❆✉s❣❛♥❣s♠❛tr✐①✮ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

Lio ❋✐❧t❡r♠❛tr✐① ❢ür ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡❦t♦r ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

M ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥♠❛tr✐①

Nu✱ Nφ ❋♦r♠❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡

P ✱ Prem ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ r❡♠❛♥❡♥t❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

P✱ PS ▼❛tr✐① ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣✱ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r✲

③❡rr✉♥❣❡♥

Q,Q ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣✱ ❱❡❦t♦r ❞❡r ✭♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❑♥♦t❡♥✮✕▲❛❞✉♥❣❡♥✱ s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt

✷✳✸✳✺



✶✷✻ ❙②♠❜♦❧✲ ✉♥❞ ❆❜❦ür③✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

◆♦t❛t✐♦♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

Qio ❱❡❦t♦r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡s ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣ss✐✲

❣♥❛❧ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥

Q✱ QS ▼❛tr✐① ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣✱ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r✲

③❡rr✉♥❣❡♥

R✱ Relem ❱❡r③❡rr✉♥❣s✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✕▼❛tr✐① ❞❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ❡✐♥❡s ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡✲

♠❡♥t❡s

S, Si j , Sµ,S ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✭❉❡❤♥✉♥❣✮✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

S̄µ, S̄ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

Selem ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡s

Srem r❡♠❛♥❡♥t❡ ❉❡❤♥✉♥❣

T, Ti j , Tµ,T ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

T̄µ, T̄ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

T Pr♦❥❡❦t✐♦♥s♠❛tr✐① ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥

U ❉✉r❝❤❣❛♥❣s♠❛tr✐① ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

V✱
c
V✱

o
V ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ✭▼❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r❡♥✮ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②s✲

t❡♠s ✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s

Vu✱ VS✱ VQ✱ Vφ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✱ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥✱ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r

P♦t❡♥t✐❛❧❡

V❴,r ,io ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ❉❖❋ r❡✲

❞✉③✐❡rt❡ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐①

Welas✱Wpiez✱

Welek

❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣✱ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣

✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s

XABµν P❤❛s❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ●röÿ❡ Aµ ∈ {Sµ, Tµ, Eµ, Dµ} ✐♥❢♦❧❣❡ ❡✐♥❡r ❊✐♥✲

❤❡✐ts❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ B̄i

ν ∈ {S̄
i

ν , Ē
i

ν}

Y ❉❡s❦r✐♣t♦r♠❛tr✐① ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

▲❛t❡✐♥✐s❝❤❡ ❑❧❡✐♥❜✉❝❤st❛❜❡♥

b ▲ä♥❣❡✱ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜st❛♥❞

cDi jkl ✱ c
D
µν ✱ c

D ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞

▼❛tr✐①

cEi jkl , c
E
µν , c

E ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❛✲

tr✐①

c̄Ei jkl , c̄
E
µν , c̄

E ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✱

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐①

dkij , dkµ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✸✮

ekij , ekµ✱e ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✾✮ ✉♥❞ ▼❛tr✐①

ēkµ✱ē ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

✉♥❞ ▼❛tr✐①



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✷✼

◆♦t❛t✐♦♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

fi ä✉ÿ❡r❡ ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡ ❑r❛❢t✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

f ✱ fLE✱ fPE ❱❡❦t♦r ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

✉♥❞ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

fio ❱❡❦t♦r ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

g✱ gm✱ ge ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❞❡s ●❡s❛♠t✕✭❋❊✮✕♠♦❞❡❧❧s✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥

✉♥❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋

gkij , g ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✺✮

✉♥❞ ▼❛tr✐①

hkij ✱h ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✶✮

✉♥❞ ▼❛tr✐①

lEZ,i ▲ä♥❣❡✱ ❆❜♠❡ss✉♥❣ ❞❡r ❊❩ ✐♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣ i

ni ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ❛✉s✇ärts ❣❡r✐❝❤t❡t❡♥ ◆♦r♠❛❧❡♥❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦rs

poi ❉r✉❝❦r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

q✱ qd✱ qs ❱❡❦t♦r ❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ✭♠♦❞❛❧❡♥✮ ✉♥❞ st❛t✐✲

s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥

qd,r r❡❞✉③✐❡rt❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥

r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✐♠ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡

sDi jkl ❡❧❛st✐s❝❤❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

sEi jkl ❡❧❛st✐s❝❤❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

u✱ ui ✱ u ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✮✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❱❡❦t♦r

uelem ❱❡❦t♦r ❞❡r ✭❑♥♦t❡♥✮✕❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡s

uoi ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

uio ❱❡❦t♦r ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡s ❆✉s❣❛♥❣ss✐❣♥❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t

✇❡r❞❡♥

v✱
c
v✱
o
v ❊✐❣❡♥✈❡❦t♦r ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡✲

♥❡♥ ❙②st❡♠s

v ✱ vm✱ ve ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

w ✱ wm✱ we ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐✲

s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

x ✱ x̄ ❖rts✈❡❦t♦r✱ ❖rts✈❡❦t♦r ✐♠ ❤♦♠♦❣❡♥✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧

y ✱ yLE✱ yPE ❱❡❦t♦r ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

✉♥❞ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

yio ❱❡❦t♦r ❞❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s

z ✱ zr ❱❡❦t♦r ❞❡r ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧s✱ r❡❞✉③✐❡rt❡r ❱❡❦t♦r ❞❡r

❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡♥

●r✐❡❝❤✐s❝❤❡ ●r♦ÿ❜✉❝❤st❛❜❡♥

Γ ✱ Γu✱ ΓT✱ Γφ✱

ΓD

❖❜❡r❢❧ä❝❤❡ ✭❘❛♥❞✮ ♠✐t ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲✱ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲✱ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣s✲

r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣



✶✷✽ ❙②♠❜♦❧✲ ✉♥❞ ❆❜❦ür③✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

◆♦t❛t✐♦♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

Λ✱
c
Λ✱
o
Λ✱ Λr ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐① ✭❉✐❛❣♦♥❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❊✐❣❡♥✇❡rt❡✮ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡✲

♥❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s✱ r❡❞✉③✐❡rt❡ ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐①

Ω ❱♦❧✉♠❡♥✱ ❑ör♣❡r

●r✐❡❝❤✐s❝❤❡ ❑❧❡✐♥❜✉❝❤st❛❜❡♥

βSik ✱ β
S ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r r❡③✐♣r♦❦❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❉❡❤✲

♥✉♥❣ ✉♥❞ ▼❛tr✐①

βTik ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r r❡③✐♣r♦❦❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙♣❛♥✲

♥✉♥❣

ε, εr ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät

ε0 ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❦♦♥st❛♥t❡

εSik ✱ ε
S P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✭❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t✮ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❱❡r③❡r✲

r✉♥❣✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐①

ε̄Sik ✱ ε̄
S ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡✮ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣✱

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ▼❛tr✐①

εTik P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✭❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t✮ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙♣❛♥✲

♥✉♥❣✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

λ✱
c
λ✱
o
λ ❊✐❣❡♥✇❡rt ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡♥

❙②st❡♠s

ω ❊✐❣❡♥❦r❡✐s❢r❡q✉❡♥③

φ✱ φ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞✮✱ ❙❦❛❧❛r ✉♥❞ ❱❡❦t♦r ❞❡r ✭❑♥♦✲

t❡♥✮✕P♦t❡♥t✐❛❧❡

φa✱ φi ❱❡❦t♦r ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡

φio ❱❡❦t♦r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡✱ ❞✐❡ ❛❧s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡s ❊✐♥✲ ❜③✇✳ ❆✉s❣❛♥❣ss✐✲

❣♥❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥

φo P♦t❡♥t✐❛❧r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

ϱ ❉✐❝❤t❡

σo ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❖❜❡r❢❧ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡

❖❜❡r❡ ■♥❞✐③❡s

o ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

i ❊✐♥❤❡✐ts❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✱ ❊✐♥❤❡✐ts❧❛st
′

tr❛♥s♣♦♥✐❡rt

❯♥t❡r❡ ■♥❞✐③❡s

a ❛❦t✐✈

d ❞②♥❛♠✐s❝❤✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ♠♦❞❛❧❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡③♦❣❡♥

elas ❡❧❛st✐s❝❤

elek ❡❧❡❦tr✐s❝❤



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✷✾

◆♦t❛t✐♦♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

elem ❡❧❡♠❡♥t❜❡③♦❣❡♥✱ ❡❧❡♠❡♥t✇❡✐s❡

i ✐♥♥❡♥

io t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥ ✭■♥♣✉t✴❖✉t♣✉t✮

LE ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣

PE P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

piez ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤

rem r❡♠❛♥❡♥t

r r❡❞✉③✐❡rt

s st❛t✐s❝❤✱ ❛✉❢ ❞✐❡ st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡③♦❣❡♥

❚❡①t❧✐❝❤❡ ❆❜❦ür③✉♥❣❡♥

❈❆❉ ✎❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✍✱ r❡❝❤♥❡r❣❡stüt③t❡r ❊♥t✇✉r❢

❉❖❋ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ✭✎❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✍✮

❊❩ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡

❊❩homo ❤♦♠♦❣❡♥❡s▼❛t❡r✐❛❧✈♦❧✉♠❡♥✱ ❞❛s ❞❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✲

③❡❧❧❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t

❋❊ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼❡t❤♦❞❡✴▼♦❞❡❧❧

▼❋❈ ✎▼❛❝r♦ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡✍ ❆❦t♦r❡♥✴❙❡♥s♦r❡♥

P▼▼ P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕▼♦❞✉❧

P❩❚ ❇❧❡✐✕❩✐r❦♦♥❛t✕❚✐t❛♥❛t ✭✎P❧✉♠❜✉♠ ❩✐r❝♦♥❛t❡ ❚✐t❛♥❛t❡✍✮

❙❋❇✴❚❘❘ ✸✾ ❙♦♥❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤✴❚r❛♥sr❡❣✐♦ ✸✾ ✔●r♦ÿs❡r✐❡♥❢ä❤✐❣❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥st❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❡♥ ❢ür ❧❡✐❝❤t♠❡t❛❧❧✲ ✉♥❞ ❢❛s❡r✈❡r❜✉♥❞❜❛s✐❡rt❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ♠✐t ✐♥t❡❣r✐❡r✲

t❡♥ P✐❡③♦s❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞ ✲❛❦t♦r❡♥✓ P❚✕P■❊❙❆✱ ❣❡❢ör❞❡rt ✈♦♥ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❋♦r✲

s❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t

❩❘ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸✶

❇❡❣r✐❢❢s❡r❦❧är✉♥❣❡♥

✎❆❝t✐✈❡ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡s✍ ✭❆❋❈✮ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❢❧ä❝❤✐❣❡♥ P✐❡③♦❦♦♠♣♦s✐t♠♦❞✉✲

❧❡♥ ♠✐t ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦❢❛s❡r♥✳

❇❧❡✐✕❩✐r❦♦♥❛t✕❚✐t❛♥❛t ✐st ❞❡r ❞❡r③❡✐t t❡❝❤♥✐s❝❤ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ♣✐❡③♦❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦❢❢

❢ür ❛❦t♦r✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❊r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ✈♦♥ ❇❧❡✐✕❩✐r❦♦♥❛t ✉♥❞

❇❧❡✐✕❚✐t❛♥❛t ❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ▼✐s❝❤✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s ✉♥❞ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❞✐✲

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❡✐♥✲

❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❉♦♠ä♥❡♥✇❛♥❞❜❡✇❡❣❧✐❝❤❦❡✐t

✇❡r❞❡♥ ❤❛rt❡ ✉♥❞ ✇❡✐❝❤❡ P❩❚✕❲❡r❦st♦❢❢❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳

❈✉r✐❡✕❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐st ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❡♥③❡ ✐♠ P❤❛s❡♥❞✐❛❣r❛♠♠ ❢❡rr♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▼❛✲

t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❞✐❡ ❢❡rr♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✭✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❈✉r✐❡✕❚❡♠♣❡r❛t✉r✮ ✉♥❞

♣❛r❛❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✭♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❈✉r✐❡✕❚❡♠♣❡r❛t✉r✮ tr❡♥♥t✳

❉❡s❦r✐♣t♦r✕❙②st❡♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❞✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧✕❛❧❣❡❜r❛✲

✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠❞❛rst❡❧❧✉♥❣ tr✐tt ❡✐♥❡

✇❡✐t❡r❡ ▼❛tr✐①✱ ❞✐❡ ❉❡s❦r✐♣t♦r✕▼❛tr✐① Y ❛✉❢✿ Y ż = Az + Bf ✳

▼❡✐st ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉❡s❦tr✐♣t♦r♠❛tr✐① ♠✐t E ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✇ür❞❡

❞✐❡s ♠✐t ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❙②♠❜♦❧s ❢ür ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ❦♦❧❧✐❞✐❡r❡♥✳

❉✉r❛❆❝t✕❋❧ä❝❤❡♥✇❛♥❞❧❡r s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❢❧ä❝❤✐❣❡♥ P✐❡③♦❦♦♠♣♦s✐t♠♦❞✉❧❡♥ ♠✐t

♠♦♥♦❧✐t❤✐s❝❤❡r P✐❡③♦♣❧❛tt❡ ❛❧s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t✳

❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡ ❙✉♠♠❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥ ③✉r ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❙❝❤r❡✐❜✉♥❣

✈♦♥ ❙✉♠♠❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ü❜❡r ❞♦♣♣❡❧t ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ■♥❞✐③❡s ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s

Pr♦❞✉❦ts s✉♠♠✐❡rt ✇✐r❞✳ ❙♦ ❣✐❧t✿ Aik · Bkj =
n
k=1 Aik · Bkj

❋❡rr♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❋❡st❦ör♣❡r♥✱ ✐❤r❡ s♣♦♥t❛♥❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

③✉ ä♥❞❡r♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ä✉ÿ❡r❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❛♥❣❡❧❡❣t ✇✐r❞✳

❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❡❢❢❡❦t✐✈❡r ✭❣❡✲

♠✐tt❡❧t❡r✮ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡r ❱❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥✳

❑♦♥③❡♥tr✐❡rt❡ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❧❞❡♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❞✉r❝❤ s✐♥❣✉❧är❡ ▼♦❞❡❧❧❡❧❡✲

♠❡♥t❡ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ P✉♥❦t♠❛ss❡✱ ❋❡❞❡r✲ ✉♥❞ ❉ä♠♣❢❡r❡❧❡♠❡♥t ❛❜✳



✶✸✷ ❇❡❣r✐❢❢s❡r❦❧är✉♥❣❡♥

▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥

❱❡r❜✉♥❞❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❡❢❢❡❦t✐✲

✈❡♥ ✭❣❡♠✐tt❡❧t❡♥✮ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ✇✉r❞❡♥✳

✎▼❛❝r♦ ❋✐❜❡r ❈♦♠♣♦s✐t❡✍ ❆❦t♦r❡♥✴❙❡♥s♦r❡♥ ✭▼❋❈✮ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❢❧ä❝❤✐❣❡♥ P✐❡✲

③♦❦♦♠♣♦s✐t♠♦❞✉❧❡♥ ❛✉s ♣r✐s♠❛t✐s❝❤❡♥ P✐❡③♦❢❛s❡r♥ ❜③✇✳ ✲stä❜❝❤❡♥ ♠✐t r❡❝❤t❡❝❦✐✲

❣❡r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts❢❧ä❝❤❡ ❞❡r P✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t❡✳

▼♦❞❡❧❧r❡❞✉❦t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥▼♦❞❡❧❧❡♥♠✐t

❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡♥✱ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡t❝✳ ❢ür ❡✐♥❡♥ s♣❡✲

③✐❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❧❧ ❛✉s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡r❡♥✱ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡r❡♥ ✉♥❞

❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✳

P❡r♦✇s❦✐t✕❙tr✉❦t✉r ❜❡♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ✈♦♥ P❩❚ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❛rt✐❣❡r ❲❡r❦✲

st♦❢❢❡ ✈♦♠ ❚②♣ ❆❇❳3✳ ❉❡r ◆❛♠❡ ❧❡✐t❡t s✐❝❤ ✈♦♥ P❡r♦✇s❦✐t ✭❑❛❧③✐✉♠✕❚✐t❛♥✕❖①✐❞✮✱

❡✐♥❡♠ ❱❡rtr❡t❡r ❞✐❡s❡s ❑r✐st❛❧❧t②♣s ❤❡r✳ ❉✐❡ P❡r♦✇s❦✐t✕❙tr✉❦t✉r tr✐tt s♦✇♦❤❧ ❦✉❜✐s❝❤

❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ ✈❡r③❡rrt❡r ❋♦r♠ ✭t❡tr❛❣♦♥❛❧✱ r❤♦♠❜♦❡❞r✐s❝❤✮ ❛✉❢ ❬❇❡r❣♠❛♥♥ ✷✵✵✽✱ ❆❜✲

s❝❤♥✐tt ❉ ✶✳✶✳✸✳✶❪✳

P✐❡③♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❋❡st❦ör♣❡r♥✱ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣

③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❑ör♣❡r ✈❡r❢♦r♠t ✇❡r❞❡♥✳

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r✱ ❜❡✐ ❞❡♠

❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❉✐♣♦❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳

P♦❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣✱ ❞❡r ③✉r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r

r❡♠❛♥❡♥t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢ü❤rt✳

P②r♦❡❧❡❦tr✐③✐tät ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✈♦♥ ❋❡st❦ör♣❡r♥✱ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣

③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❑ör♣❡r ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉s❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

❙✐♥❣✉❧är✇❡rt③❡r❧❡❣✉♥❣ ✭✎❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✍✮ ✐st ❡✐♥❡ ❢❛❦t♦r✐❡❧❧❡ ❩❡r❧❡✲

❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼❛tr✐①M ✱ s♦ ❞❛ss ❣✐❧t✿M = U ·Σ ·V ✳ ❉✐❡ ▼❛tr✐③❡♥ U ✉♥❞ V s✐♥❞ ✉♥✐tär❡

▼❛tr✐③❡♥✱ s✐❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧✇❡rt❡

❞❡r r❡❡❧❧❡♥ ❉✐❛❣♦♥❛❧♠❛tr✐① Σ ❤❡✐ÿ❡♥ ❙✐♥❣✉❧är✇❡rt❡✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❙✐♥❣✉❧är✇❡rt③❡r❧❡✲

❣✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❙✐♥❣✉❧är✇❡rt❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡♥

▼❛tr✐①③❡✐❧❡♥ ❜③✇✳ ✲s♣❛❧t❡♥ ❡❧✐♠✐♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❱♦✐❣ts❝❤❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡r ❚❡♥s♦r❡♥ ❛❧s ▼❛tr✐③❡♥ ❜③✇✳ ❱❡❦✲

t♦r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣s✐♥❞✐③❡s r❡❞✉③✐❡rt ✭✶✶→✶✱

✷✷→✷✱ ✸✸→✸✱ ✷✸→✹✱ ✸✶→✺✱ ✶✷→✻✮✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸✸

❉✐❡ ❙❝❤✉❜❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦rs Si j ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❛❦t♦r ✷ ✐♥

❞✐❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐t✉♥❣❡♥ ü❜❡r❢ü❤rt✳❋ür ❞❡♥ ❱❡r③❡r✲

r✉♥❣s✈❡❦t♦r S
′
= (S1, S2, S3, S4, S5, S6) ❣✐❧t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r t❡♥s♦r✐❡❧❧❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ Si j ③✉ ❞❡♥ ✈❡❦t♦r✐❡❧❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ Sµ✿ S11❂S1✱ S22❂S2✱ S33❂S3✱

✷S23❂S4✱ ✷S13❂S5✱ ✷S12❂S6✳

❩✉st❛♥❞sr❛✉♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡✐♥❡▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡♠✐t

❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ✈♦♥ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸✺

❆♥❤❛♥❣





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸✼

❆♥❤❛♥❣ ❆

❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦✕❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ✈✐❡r ❣❧❡✐❝❤✇❡rt✐❣❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❢ür ❧✐♥❡❛r❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✭✷✳✾✮✴✭✷✳✶✵✮ ❜✐s ✭✷✳✶✺✮✴✭✷✳✶✻✮ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r✲

❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣s❜❡③✐❡✲

❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛tr✐①❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❱♦✐❣ts❝❤❡♥ ◆♦t❛t✐♦♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✿

▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

T =cE · S − e
′

· E D = e · S + εS · E ✭❆✳✶✮

T =cD · S − h
′

·D E = −h · S + βS ·D ✭❆✳✷✮

S =sE · T + d
′

· E D = d · T + εT · E ✭❆✳✸✮

S =sD · T + g
′

·D E = −g · T + βT ·D ✭❆✳✹✮

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

s
E =


c
E
−1

s
D =


c
D
−1

✭❆✳✺✮

β
S =


ε
S
−1

β
T =


ε
T
−1

✭❆✳✻✮

d = e · sE ✭❆✳✼✮

h = βS · e g = βT · d ✭❆✳✽✮

c
D = cE + e

′

· h ✭❆✳✾✮

▼✐t ❞✐❡s❡♠ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss❛t③ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥

❢r❡✐❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣ S ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ E ❛❧❧❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✸✾

❆♥❤❛♥❣ ❇

❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❱❡r❜✉♥❞ ❛✉s ③✇❡✐ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♠✲

♣♦♥❡♥t❡♥ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ③✳ ❇✳ ❞❡♠ ♣r✐♥③✐✲

♣✐❡❧❧❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ P✐❡③♦st❛♣❡❧❛❦t♦r❡♥ ❜③✇✳ ❞❡♠ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r P✐❡③♦✕▼❡t❛❧❧✕

▼♦❞✉❧❡ ❞❡s ❙❋❇✴❚❘❘ P❚✕P■❊❙❆✳

❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❣❡♠✐tt❡❧t❡r

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞ ❬③✳ ❇✳ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❀

❚r✐♥❞❛❞❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❊♥t❤❛❧♣✐❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✭❆❜s❝❤♥✐tt ❇✳✶✮✳

■♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❇✳✷ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ❛✉s ♠❛t❡r✐❛❧✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦✲

♥❡♥t❡♥ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r c̄E✱ ē

✉♥❞ ε̄S ♥✐❝❤t ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ cE✱ e ✉♥❞ εS ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❇✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❇✐❧❞ ❇✳✶ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❊❩ ♠✐t✿

• ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ Ω1 ✉♥❞ Ω2✱

• ✐♥♥❡♥ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✭lEZ − b1 = b2, b2 > 0✮ ✉♥❞

• P❡r✐♦❞✐③✐tät ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ❛♥ ❞❡♥ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ A

❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ■♥❞✐③✐❡r✉♥❣ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ❞❡♠❡♥ts♣r❡✲

❝❤❡♥❞ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❘✐❝❤t✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ Ω1 ✉♥❞ Ω2✳

▼❡❝❤❛♥✐❦✿

❉✐❡ ❊✐♥♣rä❣✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❱♦r✲

❣❛❜❡ ✈♦♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❞✐❢❢❡r❡♥③❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩ ✭✈❣❧✳ ❆❜✲

s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸✮✳ ❉✐❡s❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❞✐❢❢❡r❡♥③✈♦r❣❛❜❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡

❱❡r❜✉♥❞❡ ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ❍✐❧❧✕▼❛♥❞❡❧✕❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ❍♦r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪ ❜③✇✳ ❍❡ ❬✷✵✵✹❪ ✭s✳

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✷✮✮✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢

❇❛s✐s ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t✳



✶✹✵ ❇ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❊❩

✷

✶

✷

∆φ

−

+

❊❩homo

∆φEZ

−

+

b1 lEZ

cE2 , e2 ≤ 0, ε
S
2

cE1 , e1 ≥ 0, ε
S
1

c̄E, ē, ε̄S

A

A

x

❇✐❧❞ ❇✳✶✿ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ✭❉✐❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❇❡r❡✐❝❤❡ Ω1 ✉♥❞ Ω2✳✮

❊❧❡❦tr✐❦✿

❉✐❡ ❊✐♥♣rä❣✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ♠✉ss ❢ür ❞✐❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❊❩ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦✲

tr♦❞❡♥ ❞✉r❝❤ P♦t❡♥t✐❛❧✈♦r❣❛❜❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ r❡❛❧❡

❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ P♦t❡♥t✐❛❧✈♦r❣❛❜❡ ❛♥ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♥ ❱❡r✲

❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ P❡r✐♦❞✐③✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❘ä♥❞❡r♥ ❞❡r ❊❩ ❡♥ts♣r✐❝❤t ♥✐❝❤t ❞❡r

❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ❍✐❧❧✕▼❛♥❞❡❧✕❇❡❞✐♥❣✉♥❣✳ ❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞

✐st ♥✐❝❤t ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲

❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ③✉ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❡❢❢❡❦✲

t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❡♠♦♥str✐❡rt✳

❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥✿

❉❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥Ω1 ✉♥❞Ω2 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥

P♦t❡♥t✐❛❧❧❛st ∆φ✿

E1 =
∆φ

b1
✉♥❞ E2 = −

∆φ

b2
. ✭❇✳✶✮

❉✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ S1✴S2 ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ●❡s❛♠t✈❡r③❡rr✉♥❣ S̄ ✉♥❞ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲

❣❧❡✐❝❤❤❡✐t ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♠ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③ ✭✷✳✷✸✮ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♠ ❋❡❧❞ ✈❡r✲



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✹✶

✇❡♥❞❡t✳ ❉❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧s ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ Ω2 ❡r❣✐❜t

s✐❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s E2✿

b1 S1 + b2 S2 = lEZ S̄ ✭❇✳✷✮

cE1 S1 −
e1 ∆φ

b1
= cE2 S2 +

e2 ∆φ

b2
. ✭❇✳✸✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✶✽✿

S1 =
e1 b2 + e2 b1

b1 (cE1 b2 + c
E
2 b1)

∆φ+
cE2 (b2 + b1)

(cE1 b2 + c
E
2 b1)

S̄ ✭❇✳✹✮

S2 = −
e1 b2 + e2 b1

b2 (cE1 b2 + c
E
2 b1)

∆φ+
cE1 (b2 + b1)

(cE1 b2 + c
E
2 b1)

S̄ ✭❇✳✺✮

✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✿

D1 =
cE1 ε

S
1 b2 + e1

2 b2 + c
E
2 ε
S
1 b1 + e1 e2 b1

b1 (cE1 b2 + c
E
2 b1)

∆φ+
cE2 e1 (b2 + b1)

(cE1 b2 + c
E
2 b1)

S̄ ✭❇✳✻✮

D2 =−
cE1 ε

S
2 b2 + e1 e2 b2 + c

E
2 ε
S
2 b1 + e2

2 b1

b2 (cE1 b2 + c
E
2 b1)

∆φ+
cE1 e2 (b2 + b1)

(cE1 b2 + c
E
2 b1)

S̄ ✭❇✳✼✮

T1 = T2 =
cE1 e2 − c

E
2 e1

cE1 b2 + c
E
2 b1

∆φ+
cE1 c

E
2 (b2 + b1)

cE1 b2 + c
E
2 b1

S̄ . ✭❇✳✽✮

❉❛♠✐t st❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❇❡✲

r❡✐❝❤❡ Ω1 ✉♥❞ Ω2 ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❧❛st ∆φ ✉♥❞ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥

❱❡r③❡rr✉♥❣ S̄ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▲❛st❢ä❧❧❡ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡

❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t✿

Z̄ =
Z1 b1 + Z2 b2
b1 + b2

♠✐t✿ Z ∈ {E,S,D, T} ✭❇✳✾✮

❜❡st✐♠♠t✱ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❊❩ ♠✐t✿

H =
1

b1 + b2
[(T1 S1 −D1 E1) b1 + (T2 S2 −D2 E2) b2] . ✭❇✳✶✵✮

✶✽❆✉❢ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❤✐❡r ✈❡r③✐❝❤t❡t✳ ❊✐♥❡ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❦❛♥♥
❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❡✐❝❤t ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳



✶✹✷ ❇ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

❊❢❢❡❦t✐✈❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t c̄E ✭♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ▲❛st❢❛❧❧✱ ■♥❞❡① me✮

❋ür ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ❣✐❧t✿

∆φ = 0 ✉♥❞ S̄ = S̄i = 1 . ✭❇✳✶✶✮

❋ür ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t c̄E ✇✐r❞ s♦✇♦❤❧ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲

❣röÿ❡♥ ✭■♥❞❡① avg✮ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✭■♥❞❡① enth✮ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡

❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t✿

c̄Eavg = f (T̄me, S̄me) =
T̄me

S̄me
=
cE1 c

E
2 (b1 + b2)

cE1 b2 + c
E
2 b1

✭❇✳✶✷✮

c̄Eenth = f (Hme) = 2
Hme

(S̄i)2
=
cE1 c

E
2 (b1 + b2)

cE1 b2 + c
E
2 b1

. ✭❇✳✶✸✮

❊❢❢❡❦t✐✈❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε̄S ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ▲❛st❢❛❧❧✱ ■♥❞❡① el✮

❋ür ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ❣✐❧t✿

∆φ ̸= 0 ✉♥❞ S̄ = 0 . ✭❇✳✶✹✮

❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ Ē ✐st ❢ür ❞✐❡ ❊❩ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r P❡r✐♦❞✐③✐tät ❞❡s P♦t❡♥t✐❛❧s

✐❞❡♥t✐s❝❤ ◆✉❧❧ ✉♥❞ ③✇❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧✈♦r❣❛❜❡ ❛♥ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥

❊❧❡❦tr♦❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε̄S ✐st ❞❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r

❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✿

ε̄Savg = f (D̄el, Ēel) =
D̄el

Ēel
→∞ ✭❇✳✶✺✮

ε̄Senth = f (Hel) = −2
Hel
∆φEZ
b1+b2

2 = k

∆φ

∆φEZ

2
✭❇✳✶✻✮

♠✐t✿ k =
(b2+b1) (c

E
1 ε
S
1 b
2
2+e1

2 b22+c
E
1 ε
S
2 b1 b2+c

E
2 ε
S
1 b1 b2+2 e1 e2 b1 b2+c

E
2 ε
S
2 b
2
1+e2

2 b21)

b1 b2 (c
E
1 b2+c

E
2 b1)

.

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸ ❞❛r❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❞✐❡ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥❞❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε̄S

❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♠ ✭❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡♥✮ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③❡♥ ❛♥ ❞❡r ✐♥❤♦♠♦✲

❣❡♥❡♥ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊❩✳

❊❢❢❡❦t✐✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ē ✭❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ▲❛st❢❛❧❧✱ ■♥❞❡① ko✮

❉✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ē ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢

❇❛s✐s ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣❡❦♦♣✲

♣❡❧t❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✭D̄✮ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✹✸

▲❛st❢❛❧❧s ✭S̄✮ ❜③✇✳ ❛✉s ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ✭T̄✮ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧s ✭Ē✮✳ ❆✉❢✲

❣r✉♥❞ ❞❡r ③✉ ◆✉❧❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♥ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞stär❦❡ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

▲❛st❢❛❧❧s ✭Ēel = 0✮ ✐st ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥✲

st❛♥t❡ ❛✉s ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧s ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✱

s♦♥❞❡r♥ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧✿

ēavg = f (D̄me, S̄me) =
D̄me

S̄me
=
cE1 e2 b2 + c

E
2 e1 b1

cE1 b2 + c
E
2 b1

. ✭❇✳✶✼✮

❇❡✐ ❞❡r ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ▲❛st❢❛❧❧

❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳ ❋ür ❞❡♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ✇✐r❞ ❛♥❣❡s❡t③t✿

∆φ ̸= 0 ✉♥❞ S̄ = S̄i = 1 . ✭❇✳✶✽✮

❇❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ❛✉s ❞❡r ❊♥t✲

❤❛❧♣✐❡ ❞❡r ❊❩ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t c̄Eenth ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ P❡r♠✐t✲

t✐✈✐tät ε̄Senth ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳

ēenth = f (Hko) = −
Hko −

1
2 c̄
E S̄i2 + 1

2 ε̄
S

∆φEZ
b1+b2

2

S̄i


∆φEZ
b1+b2

 , ✭❇✳✶✾✮

ēenth =
(b2 + b1) (c

E
2 e1 − c

E
1 e2)

(cE1 b2 + c
E
2 b1)


∆φ

∆φEZ


. ✭❇✳✷✵✮

❋ür ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ē ✇✐r❞ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥

❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✭ēavg✮ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t ❛❧s ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✭ēenth✮✳ ❉✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲

❣röÿ❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❛✉s✇❡rt❜❛r❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦✲

tr♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r P❡r✐♦❞✐③✐tät ❛♥ ❞❡♥ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ❡✐♥ ✐♥❦♦♥s✐st❡♥t❡s ❊r❣❡❜♥✐s✳ ❋ür ❞✐❡ ❍♦♠♦✲

❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

✈♦♥ ❞❡♠ ✭❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡♥✮ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢❢❡r❡♥③❡♥ ❛♥ ❞❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ✉♥❞

❛♥ ❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❊❩ ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ε̄S ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳

❙❝❤❧✉ÿ❢♦❧❣❡r✉♥❣✿

❇❡✐ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✉r❝❤ ❞✐r❡❦t❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ✈♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡r ✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❊❩

❛✉❝❤ ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❇❡❛♥s♣r✉✲

❝❤✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❢ü❤rt ❢ür ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡r❜✉♥❞❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ③✉ ✐♥❦♦♥s✐s✲



✶✹✹ ❇ ❊✐♥❤❡✐ts③❡❧❧❡ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

t❡♥t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✭✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡✮ ▼❡t❤♦❞❡ ♠üsst❡ s♦ ♠♦❞✐✜③✐❡rt

✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛❧s ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛❧s

▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ü❜❡r ❞❛s ●❡s❛♠t✈♦❧✉♠❡♥ ❜❡st✐♠♠t

✇✐r❞✶✾✳ ❉✐❡s❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❜❡❣rü♥❞❡t❡✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♠♦t✐✈✐❡rt❡✱ s❡♣❛r❛t❡ ❇❡✲

❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❣röÿ❡ ❢ü❤rt ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❬❉❡r❛❡♠❛❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥

▼❛❦r♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✭✈❣❧✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶✮✳

❇✳✷ ❱❡r❜✉♥❞ ❛✉s ♠❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

■♠ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱❡r❜✉♥❞ ❛✉s ♠❛t❡r✐❛❧✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠✲

♣♦♥❡♥t❡♥ ♠✐t ✐♥♥❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r c̄E✱

ē ✉♥❞ ε̄S ♥✐❝❤t ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ cE✱ e ✉♥❞ εS ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❇✳✶ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡ ❊❩ ♠✐t ♠❛t❡r✐❛❧✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥

❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊s ❣❡❧t❡✿

cE1 = c
E
2 = c

E , e1 = |e2| = e ✉♥❞ εS1 = ε
S
2 = ε

S . ✭❇✳✷✶✮

❆✉s ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❇✳✶✸✮✱ ✭❇✳✶✻✮ ✉♥❞ ✭❇✳✷✵✮ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❡✐♥❜❛r✉♥❣ ♥❛❝❤ ✭❇✳✷✶✮

✉♥♠✐tt❡❧❜❛r✿

• ❛✉s ❞❡♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧✿

c̄E = cE , ✭❇✳✷✷✮

• ❛✉s ❞❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧✿

ε̄S =


(b1 + b2)

2

b1 b2
εS +

(b2 − b1)
2

b1 b2

e2

cE

 
∆φ

∆φEZ

2
, ✭❇✳✷✸✮

• ❛✉s ❞❡♠ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▲❛st❢❛❧❧✿

ē = 2 e


∆φ

∆φEZ


. ✭❇✳✷✹✮

❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣✿

❯♥t❡r ✇❡❧❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r c̄E✱ ē ✉♥❞ ε̄S

❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ cE✱ e ✉♥❞ εS ❞❡s ❱❡r❜✉♥❞❡s ♠✐t ♠❛t❡r✐❛❧✐❞❡♥t✐✲

s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥❄

✶✾❍✐♥✇❡✐s ✈♦♥ ❍❡rr♥ Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❛s ❙❛tt❡❧ ✭❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ■❧♠❡♥❛✉✮✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✹✺

❋ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t cE ✐st ❞✐❡ ❊♥ts♣r❡❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♠ ✉♥❞ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♠

❲❡rt ❣❡❣❡❜❡♥ ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❇✳✷✷✮✮✳

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ✈♦♥ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♠ ✉♥❞ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♠ ❲❡rt ❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲

❦♦♥st❛♥t❡ e ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆♥s❛t③ ∆φEZ = 2∆φ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❇✳✷✹✮✮✳

❋ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ✉♥❞ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ P❡r♠✐tt✐✈✐täts❦♦♥st❛♥t❡ εS ♠✉ss ♥❡❜❡♥

❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ∆φEZ = 2∆φ ❛✉❝❤ ❣❡❧t❡♥✿ b2 = b1 ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❇✳✷✸✮✮✳

❆♥t✇♦rt✿

❋ür ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❊❩ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲

r❛♠❡t❡r c̄E✱ ē ✉♥❞ ε̄S ❡✐♥❡s ♠❛t❡r✐❛❧✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✉♥❞❡s ♥✉r ✉♥t❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❱♦r❛✉s✲

s❡t③✉♥❣❡♥✱ ❞✳ ❤✳ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t✱ ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ cE✱ e ✉♥❞

εS ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳

❊r❧ä✉t❡r✉♥❣✿

◆✉r ✇❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ b1 ✉♥❞ b2 ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s✐♥❞✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❣❧❡✐❝❤✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ✇❡❣❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❣❧❡✐✲

❝❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✉ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛s ❱❡r❤❛❧✲

t❡♥ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❊❩ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ③✇❡✐ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❤❛❧❜❡r ▲ä♥❣❡

b1 = b2 = lEZ/2✳

❙♦❜❛❧❞ b1 ̸= b2 ❣✐❧t✱ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥✲

❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ✉♥❞

❞❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❇✳✹✮ ✉♥❞ ✭❇✳✺✮✮✳

❉❛ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ✐♥ ❞❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❧✐♥❡❛r✱

✐♥ ❞❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❥❡❞♦❝❤ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❡✐♥❣❡❤t ✭✈❣❧✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✻✮ ✉♥❞ ✭✹✳✼✮✮✱

❢ü❤rt ❞✐❡s ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧❡✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇✐r❦t ❢ür ❞❡♥ r❡✐♥ ❡❧❡❦✲

tr✐s❝❤❡♥ ▲❛st❢❛❧❧ ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ♥✉r ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t❤❛❧♣✐❡❞✐❝❤t❡

✭ 12 ε̄
S Ē2✮✳ ■♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❊❩ tr❡t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❡♥t✲

s♣r❡❝❤❡♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❛✉❢✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡ P❡r♠✐tt✐✈✐täts✲

❦♦♥st❛♥t❡ ε̄S ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ e ✉♥❞ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t cE

✭s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❇✳✶✻✮ ❜③✇✳ ✭❇✳✷✸✮✮✳

❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣✿

❉✐❡ ❡❢❢❡❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ē ✉♥❞ ε̄S ❤ä♥❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ✈♦♠ r❡❛❧❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥❛❜✲

st❛♥❞ b1 ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉r ●röÿ❡ lEZ ❞❡r ❊❩ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❛♥③✉s❡t③❡♥❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐❢✲

❢❡r❡♥③ ∆φEZ ❛♥ ❞❡r ❊❩ ❛❜✳





❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✹✼

❆♥❤❛♥❣ ❈

◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❡✐♥ ♣✐❡③♦✕♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦✲

❞❡❧❧ ♠✐t ❛❝❤t ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ s✐❡❜❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❢ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❛♥

❡✐♥❡♠ ❞✐❡s❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉❖❋ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür

❛❧❧❡ ❛❝❤t ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❋❊✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✭▼♦❞❡❧❧❜❡✲

③❡✐❝❤♥✉♥❣ FEP✮ ✉♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♠ ♠♦❞❛❧❡♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ✭▼♦❞❡❧❧❜❡③❡✐❝❤♥✉♥❣

ZDP✮ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s ❞✐❡♥t ❞❡r ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣✱ ❞❛ss ✐♠ ❩✉st❛♥❞sr❛✉♠♠♦❞❡❧❧ ZDP ♠✐t

✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♠ ❱❡❦t♦r ❞❡r ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qd,gm ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❙②st❡♠✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st✳

❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❜③✇✳ ❢ür ❞❛s P♦t❡♥✲

t✐❛❧ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❣❡❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t✱ ♥❛❝❤❞❡♠ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt

❈✳✷ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ③✉ ❞❡♥

P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s ♦❢❢❡♥❡♥ ❙②st❡♠s ❣❧❡✐❝❤✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥ ❞❛r❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡✳

❉❡t❛✐❧s ❞❡s ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s s✐♥❞ ❞❡r ✉♥t❡♥st❡❤❡♥❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③✉ ❡♥t✲

♥❡❤♠❡♥✳
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❇✐❧❞ ❈✳✶✿ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧s✳



✶✹✽ ❈ ◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧

❈✳✶ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣
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❇✐❧❞ ❈✳✷✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣❀
✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✿ x1, x2, x3, x4✳



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✹✾
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❇✐❧❞ ❈✳✸✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣❀
✈♦♥ ♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥✿ x5, x6, x7, x8✳



✶✺✵ ❈ ◆❡✉♥✕❑♥♦t❡♥✕❇❛s✐s♠♦❞❡❧❧

❈✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür P♦t❡♥t✐❛❧❡r✲

r❡❣✉♥❣ ✭✺✳✹✷✮ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ✭✺✳✺✹✮ ❜③✇✳ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ♠♦❞❛❧❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣❡♥
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❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✺✼

❆♥❤❛♥❣ ❊

●❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙

❋ür ❞❛s ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ❞✐❡ ❑♦♠♠❛♥❞♦s ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥

▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ss♣r❛❝❤❡ ✭❆P❉▲✱ ✎❆♥s②s P❛r❛♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡✍✮ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡✲

♥❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ❛✉s ❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❡①tr❛❤✐❡rt

✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆❜❢♦❧❣❡ ❞❡r ❑♦♠♠❛♥❞♦s ❡♥t❤ä❧t ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❉❡t❛✐❧s✱

s♦♥❞❡r♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤r✐tt❡✳ ❉❡t❛✐❧s ❞❡r ❑♦♠♠❛♥❞♦s ❦ö♥♥❡♥

❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❉♦❦✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❆◆❙❨❙❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳✷✵ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❇❡③❡✐❝❤✲

♥✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ P❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ Schrägstellung ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✱ ❊r❣❡❜♥✐s❣röÿ❡♥

❞✉r❝❤ schrägen Fettdruck✳

❊①tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ✺✳✷✴✺✳✸

/solu

antype,modal ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡

modopt,qrdamp,... ♠✐t ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣

wrfull,1 ♥✉r ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥st❡❧❧❡♥✱ ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❛✉s❢ü❤r❡♥

solve

/aux2

hbmat,... ❊①♣♦rt ❞❡r ▼❛tr✐③❡♥ ✐♠ ❍❛r✇❡❧❧✕❇♦❡✐♥❣✕❋♦r♠❛t✱ ♠✐t ❉❖❋✕❩✉♦r❞♥✉♥❣

❉✐❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ K✱ C ✉♥❞M ✐♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧♠❛tr✐③❡♥

Kuu✱Kuφ✱Kφφ✱Kφaφa ✱ ✳ ✳ ✳ ❡r❢♦❧❣t ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❜❡✐♠▼❛tr✐①❡①♣♦rt ③✉sät③❧✐❝❤ ❡①tr❛❤✐❡rt❡♥

▲✐st❡ ❞❡r ❉❖❋✳

✷✵❏❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♠ ❊❧❡♠❡♥tt②♣ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙® ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✭amps✴chrg✮✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ chrg ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳



✶✺✽ ❊ ●❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙

❙♣❡❦tr❛❧✲ ✉♥❞ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐③❡♥

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✶

❉❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❢ür ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡s ✉♥❞ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠

✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐s❣röÿ❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡

❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❤✐❡r ♥✉r ❞✉r❝❤ s❡♣❛r❛t❡ ❊✐♥s❝❤ü❜❡ ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

/solu

antype,modal ▼♦❞❛❧❛♥❛❧②s❡

modopt,lanb,... ♦❤♥❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉ä♠♣❢✉♥❣

solve

/post1

*get,anz_n,node,,num,maxd ❤ö❝❤st❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❑♥♦t❡♥♥✉♠♠❡r

*do,ii,1,nstp ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥

set,1,ii ❊✐❣❡♥♠♦❞❡ ❧❛❞❡♥

*get,ff,active,,set,freq ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③ ❛✉s❧❡s❡♥

eigV(ii)=ff ✉♥❞ ✐♠ ❉✐❛❣♦♥❛❧✈❡❦t♦r ❞❡r ❙♣❡❦tr❛❧♠❛tr✐① ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

*vget,mdlM(1 ,ii),node,,u,x ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ux ✐♥ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

*vget,mdlM(1+anz_n,ii),node,,u,y ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ uy ✐♥ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

etable,epsx,epto,x ❡❧❡♠❡♥t❜❡③♦❣❡♥❡s ❊r❣❡❜♥✐s ✭❉❡❤♥✉♥❣ εx ✮ ❛❜r✉❢❡♥

*vget,epsM(1,ii),elem,,etab,epsx ❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ●röÿ❡♥ ❛❜s♣❡✐✲
❝❤❡r♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ♦❢❢❡♥❡s ❙②st❡♠

*vget,voltM(1,ii),node,,volt ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛✉s❧❡s❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡s P♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❦✉r③❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❙②st❡♠

cmsel,s,iocmpE ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧❧❡r ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥ ❛✉s✇ä❤❧❡♥

nakt=ndnext(0)

*do,jj,1,anzioE ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

*get,qq,node,nakt,rf,chrg ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❛✉s❧❡s❡♥

chrgM(jj,ii)=qq ✉♥❞ ✐♥ ▼♦❞❛❧♠❛tr✐① ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

nakt=ndnext(nakt)

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✺✾

❙t❛t✐s❝❤❡ ❊r❣ä♥③✉♥❣s♠♦❞❡♥ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ♦❞❡r

▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✹✳✷

❉✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ s❡♣❛r❛t❡ ❊✐♥s❝❤ü✲

❜❡ ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢✳

/solu

antype,static st❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡

cmsel,s,elec_n ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧❧❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

*get,anz_elec,node,,count ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

nakt=ndnext(0) ❡rst❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

nsel,all

*do,ii,1,anz_elec ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ P♦t❡♥t✐❛❧❛♥r❡❣✉♥❣

d,elec_n,volt,0 ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢ür ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

d,nakt,volt,1 ❊✐♥❤❡✐ts♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ▲❛❞✉♥❣s❛♥r❡❣✉♥❣

f,nakt,chrg,1 ❊✐♥❤❡✐ts❧❛❞✉♥❣ ❛♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

solve

cmsel,s,elec_n ♥ä❝❤st❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥

nakt=ndnext(nakt)

nsel,all

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

/post1

*get,anz_n,node,,num,maxd ❤ö❝❤st❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❑♥♦t❡♥♥✉♠♠❡r

*dim,rzN,array,3*anz_n,1+anz_elec ▼❛tr✐① ❞❡r ❉❖❋✲s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥

*vget,rzN(1 ,1),node,,nlist ❩❡✐❧❡♥✿ ❛❧❧❡ ❉❖❋ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r

*vget,rzN(1+1*anz_n,1),node,,nlist ✶✳ ❙♣❛❧t❡✿ ❑♥♦t❡♥♥✉♠♠❡r♥

*vget,rzN(1+2*anz_n,1),node,,nlist ✇❡✐t❡r❡ ❙♣❛❧t❡♥✿ ▲❛st❢❛❧❧ ❥❡ ❛❦t✐✈❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡

*get,anz_e,elem,,num,maxd ❤ö❝❤st❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❊❧❡♠❡♥t♥✉♠♠❡r

*dim,rzE,array,2*anz_e,1+anz_elec ▼❛tr✐① ❞❡r ❡❧❡♠❡♥ts♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥

*do,ii,1,anz_elec ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

set,ii ▲❛st❢❛❧❧ ❧❛❞❡♥

etab,ex,epel,x ❊❧❡♠❡♥t❡r❣❡❜♥✐s ❛❜r✉❢❡♥

*vget,rzN(1 ,1+ii),node,,u,x ❉❖❋ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

*vget,rzN(1+1*anz_n,1+ii),node,,u,y

*vget,rzN(1+2*anz_n,1+ii),node,,volt

*vget,rzE(1 ,1+ii),elem,,etab,ex ❊❧❡♠❡♥t❡r❣❡❜♥✐s ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

*enddo



✶✻✵ ❊ ●❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❞❛t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❋❊▼✕❙②st❡♠ ❆◆❙❨❙

❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✉♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥

❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❢ür ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞

❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡♥

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✺

❉✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❜❡✐❞❡r ❋ä❧❧❡ ✭❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✉♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐✲

s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①✮ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ s❡♣❛r❛t❡ ❊✐♥s❝❤ü❜❡ ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢✳

/solu

antype,static st❛t✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡

d,all,ux,0,,,,uy,uz ❊❧✐♠✐♥✐❡r✉♥❣ ❛❧❧❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❉❖❋

cmsel,s,elec_n ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧❧❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

*get,anz_elec,node,,count ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

nakt=ndnext(0) ❡rst❡r ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

*do,ii,1,anz_elec ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

nsel,all

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

d,elec_n,volt,0 ◆✉❧❧♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢ür ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

d,nakt,volt,1 ❊✐♥❤❡✐ts♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

f,nakt,amps,1 ❊✐♥❤❡✐ts❧❛❞✉♥❣ ❛♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

solve

cmsel,s,elec_n ♥ä❝❤st❡♥ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥

nakt=ndnext(nakt)

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥

/post1

*dim,kpp,array,anz_elec,anz_elec ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡r❡♥

*dim,kppi,array,anz_elec,anz_elec ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡✲
r❡♥

*do,ii,1,anz_elec ▲❛st❢❛❧❧s❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

set,ii ▲❛st❢❛❧❧ ❧❛❞❡♥

*do,jj,1,anz_elec ❆✉s✇❡rt❡s❝❤❧❡✐❢❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼❛st❡r❦♥♦t❡♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

*get,qq,node,arrN_elec(jj),rf,chrg ❘❡❛❦t✐♦♥s❧❛❞✉♥❣ ❛❧s ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r

kpp(jj,ii)=qq ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

✦ ●ü❧t✐❣ ❢ür✿ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

*get,pp,node,arrN_elec(jj),volt P♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧s ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥

kppi(jj,ii)=pp ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ❆✉s✇❡rt❡s❝❤❧❡✐❢❡

*enddo ❊♥❞❡ ❞❡r ▲❛st❢❛❧❧s❝❤❧❡✐❢❡



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❇✉r❦❤❛r❞ ❑r❛♥③ ✶✻✶

❆♥❤❛♥❣ ❋

❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❞❡s

❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ✉♥❞ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❢ür ❞❛s ❉❡✲

♠♦♥str❛t✐♦♥s❜❡✐s♣✐❡❧ P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✺ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣

❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ▼♦❞❡❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧❧❜❡✲

③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✻ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥✳

❳

❨

❩ ❆✉s❣❛♥❣s✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ uz

❋✐①✐❡r✉♥❣
❆❧✉♠✐♥✐✉♠❜❧❡❝❤

P✐❡③♦♠❛t❡r✐❛❧

◆✉❧❧❡❧❡❦tr♦❞❡

❆❦t✐✈❡ ❊❧❡❦tr♦❞❡

❆✉s❣❛♥❣s❞❡❤♥✉♥❣ Sxx

❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕◆❡t③ ❞❡s
P❧❛tt❡♥str❡✐❢❡♥s ♠✐t
♣✐❡③♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❙❝❤✐❝❤t
✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❇✐❧❞ ✺✳✶✮✳

▼♦❞❡❧❧ ❊rr❡❣✉♥❣ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

FEP ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✳✷✻✮

FEQ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❋❊✕❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✷✳✷✻✮

ZXP ❩❘ ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✸✹✮✭✺✳✸✺✮

ZXQ ❩❘ ♠✐t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❙②st❡♠♠❛tr✐③❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✸✾✮✭✺✳✹✵✮

ZDPx ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✺✷✮✭✺✳✺✸✮

ZDQx ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✻✺✮✭✺✳✻✻✮

ZSPx+y ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ✉♥❞ y st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭✺✳✽✷✮✭✺✳✽✸✮

ZSQx+y ❩❘ ♠✐t x ♠♦❞❛❧❡♥ ✉♥❞ y st❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ✭✺✳✾✼✮✭✺✳✾✽✮
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✶
✳
❊✐
❣
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♠
♦
❞
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ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =1           

FREQ=8.67759     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=7.84687     

X

Y

Z

0           

.871874     

1.74375     

2.61562     

3.4875      

4.35937     

5.23125     

6.10312     

6.97499     

7.84687     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

FREQ=8.67759     

USUM            

RSYS=100         

DMX =7.84687     

SMX =7.84687     

X

Y

Z

A   =.435937     

B   =1.30781     

C   =2.17969     

D   =3.05156     

E   =3.92343     

F   =4.79531     

G   =5.66718     

H   =6.53906     

I   =7.41093     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =1           

FREQ=9.73419     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=7.87038     

X

Y

Z

0           

.874487     

1.74897     

2.62346     

3.49795     

4.37243     

5.24692     

6.12141     

6.99589     

7.87038     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =1           

FREQ=9.73419     

USUM            

RSYS=100         

DMX =7.87038     

SMX =7.87038     

X

Y

Z

A   =.437243     

B   =1.31173     

C   =2.18622     

D   =3.0607      

E   =3.93519     

F   =4.80968     

G   =5.68416     

H   =6.55865     

I   =7.43314     

✷
✳
❊✐
❣
❡♥

♠
♦
❞
❡

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =2           

FREQ=56.3055     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=7.62386     

X

Y

Z

0           

.847095     

1.69419     

2.54129     

3.38838     

4.23548     

5.08257     

5.92967     

6.77676     

7.62386     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =2           

FREQ=56.3055     

USUM            

RSYS=100         

DMX =7.62386     

SMX =7.62386     

X

Y

Z

A   =.423548     

B   =1.27064     

C   =2.11774     

D   =2.96483     

E   =3.81193     

F   =4.65902     

G   =5.50612     

H   =6.35322     

I   =7.20031     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =2           

FREQ=56.3204     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=7.6518      

X

Y

Z

0           

.8502       

1.7004      

2.5506      

3.4008      

4.251       

5.1012      

5.9514      

6.8016      

7.6518      

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =2           

FREQ=56.3204     

USUM            

RSYS=100         

DMX =7.6518      

SMX =7.6518      

X

Y

Z

A   =.4251       

B   =1.2753      

C   =2.1255      

D   =2.9757      

E   =3.8259      

F   =4.6761      

G   =5.5263      

H   =6.3765      

I   =7.2267      

✸
✳
❊✐
❣
❡♥

♠
♦
❞
❡

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =3           

FREQ=69.9249     

U               

NODE=191         

MIN=0           

MAX=9.83272     

X

Y

Z

0           

1.09252     

2.18505     

3.27757     

4.3701      

5.46262     

6.55515     

7.64767     

8.7402      

9.83272     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =3           

FREQ=69.9249     

USUM            

RSYS=100         

DMX =9.83272     

SMX =9.83272     

X

Y

Z

A   =.546262     

B   =1.63879     

C   =2.73131     

D   =3.82384     

E   =4.91636     

F   =6.00889     

G   =7.10141     

H   =8.19394     

I   =9.28646     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =3           

FREQ=69.9249     

U               

NODE=191         

MIN=0           

MAX=9.83272     

X

Y

Z

0           

1.09252     

2.18505     

3.27757     

4.3701      

5.46262     

6.55515     

7.64767     

8.7402      

9.83272     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =3           

FREQ=69.9249     

USUM            

RSYS=100         

DMX =9.83272     

SMX =9.83272     

X

Y

Z

A   =.546262     

B   =1.63879     

C   =2.73131     

D   =3.82384     

E   =4.91636     

F   =6.00889     

G   =7.10141     

H   =8.19394     

I   =9.28646     

✹
✳
❊✐
❣
❡♥

♠
♦
❞
❡

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =4           

FREQ=151.119     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=7.91755     

X

Y

Z

0           

.879728     

1.75946     

2.63918     

3.51891     

4.39864     

5.27837     

6.1581      

7.03782     

7.91755     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =4           

FREQ=151.119     

USUM            

RSYS=100         

DMX =7.91755     

SMX =7.91755     

X

Y

Z

A   =.439864     

B   =1.31959     

C   =2.19932     

D   =3.07905     

E   =3.95878     

F   =4.8385      

G   =5.71823     

H   =6.59796     

I   =7.47769     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =4           

FREQ=155.608     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=8.04926     

X

Y

Z

0           

.894362     

1.78872     

2.68309     

3.57745     

4.47181     

5.36617     

6.26053     

7.15489     

8.04926     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =4           

FREQ=155.608     

USUM            

RSYS=100         

DMX =8.04926     

SMX =8.04926     

X

Y

Z

A   =.447181     

B   =1.34154     

C   =2.2359      

D   =3.13027     

E   =4.02463     

F   =4.91899     

G   =5.81335     

H   =6.70771     

I   =7.60208     
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✺
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❡♥

♠
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❞
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ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =5           

FREQ=204.731     

U               

NODE=171         

MIN=0           

MAX=10.2915     

X

Y

Z

0           

1.1435      

2.287       

3.4305      

4.574       

5.7175      

6.861       

8.0045      

9.148       

10.2915     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =5           

FREQ=204.731     

USUM            

RSYS=100         

DMX =10.2915     

SMX =10.2915     

X

Y

Z

A   =.57175      

B   =1.71525     

C   =2.85875     

D   =4.00225     

E   =5.14575     

F   =6.28925     

G   =7.43275     

H   =8.57625     

I   =9.71975     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =5           

FREQ=204.731     

U               

NODE=191         

MIN=0           

MAX=10.2915     

X

Y

Z

0           

1.1435      

2.287       

3.4305      

4.574       

5.7175      

6.861       

8.0045      

9.148       

10.2915     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =5           

FREQ=204.731     

USUM            

RSYS=100         

DMX =10.2915     

SMX =10.2915     

X

Y

Z

A   =.57175      

B   =1.71525     

C   =2.85875     

D   =4.00225     

E   =5.14575     

F   =6.28925     

G   =7.43275     

H   =8.57625     

I   =9.71975     

✻
✳
❊✐
❣
❡♥

♠
♦
❞
❡

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =6           

FREQ=316.222     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=8.49308     

X

Y

Z

0           

.943675     

1.88735     

2.83103     

3.7747      

4.71838     

5.66205     

6.60573     

7.5494      

8.49308     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =6           

FREQ=316.222     

USUM            

RSYS=100         

DMX =8.49308     

SMX =8.49308     

X

Y

Z

A   =.471838     

B   =1.41551     

C   =2.35919     

D   =3.30286     

E   =4.24654     

F   =5.19022     

G   =6.13389     

H   =7.07757     

I   =8.02124     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =6           

FREQ=321.79      

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=8.3654      

X

Y

Z

0           

.929489     

1.85898     

2.78847     

3.71796     

4.64745     

5.57694     

6.50642     

7.43591     

8.3654      

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =6           

FREQ=321.79      

USUM            

RSYS=100         

DMX =8.3654      

SMX =8.3654      

X

Y

Z

A   =.464745     

B   =1.39423     

C   =2.32372     

D   =3.25321     

E   =4.1827      

F   =5.11219     

G   =6.04168     

H   =6.97117     

I   =7.90066     
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♠
♦
❞
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ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =7           

FREQ=376.006     

U               

NODE=171         

MIN=0           

MAX=12.2196     

X

Y

Z

0           

1.35773     

2.71547     

4.0732      

5.43093     

6.78866     

8.1464      

9.50413     

10.8619     

12.2196     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =7           

FREQ=376.006     

USUM            

RSYS=100         

DMX =12.2196     

SMX =12.2196     

X

Y

Z

A   =.678866     

B   =2.0366      

C   =3.39433     

D   =4.75206     

E   =6.1098      

F   =7.46753     

G   =8.82526     

H   =10.183      

I   =11.5407     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =7           

FREQ=376.006     

U               

NODE=191         

MIN=0           

MAX=12.2196     

X

Y

Z

0           

1.35773     

2.71547     

4.0732      

5.43093     

6.78866     

8.1464      

9.50413     

10.8619     

12.2196     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =7           

FREQ=376.006     

USUM            

RSYS=100         

DMX =12.2196     

SMX =12.2196     

X

Y

Z

A   =.678866     

B   =2.0366      

C   =3.39433     

D   =4.75206     

E   =6.1098      

F   =7.46753     

G   =8.82526     

H   =10.183      

I   =11.5407     

✽
✳
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❣
❡♥

♠
♦
❞
❡

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =8           

FREQ=549.918     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=8.97958     

X

Y

Z

0           

.997731     

1.99546     

2.99319     

3.99092     

4.98866     

5.98639     

6.98412     

7.98185     

8.97958     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =8           

FREQ=549.918     

USUM            

RSYS=100         

DMX =8.97958     

SMX =8.97958     

X

Y

Z

A   =.498866     

B   =1.4966      

C   =2.49433     

D   =3.49206     

E   =4.48979     

F   =5.48752     

G   =6.48525     

H   =7.48298     

I   =8.48072     

ANSYS 13.0    

PLOT NO.   1

VECTOR

STEP=1           

SUB =8           

FREQ=550.302     

U               

NODE=166         

MIN=0           

MAX=8.93783     

X

Y

Z

0           

.993092     

1.98618     

2.97928     

3.97237     

4.96546     

5.95855     

6.95164     

7.94473     

8.93783     

WIND=2           

NODAL SOLUTION

STEP=1           

SUB =8           

FREQ=550.302     

USUM            

RSYS=100         

DMX =8.93783     

SMX =8.93783     

X

Y

Z

A   =.496546     

B   =1.48964     

C   =2.48273     

D   =3.47582     

E   =4.46891     

F   =5.462       

G   =6.4551      

H   =7.44819     

I   =8.44128     
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❇✐❧❞ ❋✳✸✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ P♦t❡♥t✐❛❧❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥✲
str❡✐❢❡♥❀
♦❜❡♥✿ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ uz ✱
♠✐tt❡✿ ❢ür ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ Q✱
✉♥t❡♥✿ ❢ür ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ Sxx ✳
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❇✐❧❞ ❋✳✹✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥❢r❡q✉❡♥③❣ä♥❣❡ ❜❡✐ ▲❛❞✉♥❣s❡rr❡❣✉♥❣ ❞❡s ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s P❧❛tt❡♥str❡✐✲
❢❡♥❀
♦❜❡♥✿ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ uz ✱
♠✐tt❡✿ ❢ür ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧ φ✱
✉♥t❡♥✿ ❢ür ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ Sxx ✳
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