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Referat: Die Arbeit befasst sich mit der effizienten Simulation des funktionellen Ver-
haltens von Piezoverbundmodulen als Aktor oder Sensor zur Schwingungsbeeinflussung
mechanischer Strukturen.

Ausgehend von einem FE-Modell werden (iber den Ansatz energetischer Aquivalenz die
effektiven elektro-mechanischen Materialparameter ermittelt. Zur Berticksichtigung im
Inneren der Einheitszelle liegender Elektroden werden die elektrischen Randbedingungen
der Homogenisierungslastfélle angepasst. Die Homogenisierungslastfélle werden auch
genutzt, um Phasenkonzentrationen fur die Beanspruchungen der Verbundkomponen-
ten zu ermitteln. Diese Phasenkonzentrationen werden eingesetzt, um aus dem effekti-
ven Gesamtmodell die Beanspruchungen der Komponenten zu extrahieren.

Zur dynamischen Modellbildung wird die Zustandsraumbeschreibung verwendet. Die
Uberfiihrung einer piezo-mechanischen FE-Diskretisierung in ein Zustandsraummodell
gelingt mit der Betrachtung der mechanischen Freiheitsgrade als Zustandsvariablen. Zur
Abbildung der elektrischen Impedanz im Zustandsraum muss die elektrische Kapazitats-
matrix als Durchgangsmatrix einbezogen werden. Die Reduktion des Zustandsraums ba-
siert auf der modalen Superposition. Die modale Transformationsbasis wird um Moden
erganzt, die die Verformung bei statischer elektrischer Erregung charakterisieren. Die
Zustandsraumbeschreibung wird sowohl fur eine Potential- als auch fur eine Ladungs-
erregung ausgefuhrt. Das Zustandsraummodell wird unter Verwendung von Filtermatri-
zen um Ausgangssignale flr die mechanischen und elektrischen BeanspruchungsgréBen
erweitert. Dies gestattet eine Kopplung der Zustandsraummodelle mit den Beanspru-
chungsanalysen.

Die Anwendung der Berechnungsmethode wird am Beispiel der im SFB/TRR PT-PIESA
entwickelten Piezo—Metall-Module demonstriert, die durch direkte Integration von pie-
zokeramischen Basiselementen in Blechstrukturen gekennzeichnet sind.
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standsraummodell
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Abstract: This thesis deals with the efficient simulation of the functional behaviour of
piezo composite modules for applications as actuators or sensors to influence vibrations
of machine structures.

Based on a FE—discretisation the effective electro—mechanical material parameters of the
piezo composite modules are determined with an ansatz of energetic equivalence. To
consider electrodes which are located inside the representative volume element the elec-
trical boundary conditions of the load cases for homogenisation are adapted. The load
cases for homogenisation are also used to determine the phase concentrations (or fluctu-
ation fields) of stress/strain and electric field/electric displacement field in the composite
constituents. These phase concentrations are required to extract stress and strain of the
composite components based on the overall model with effective material parameters.

For dynamical modelling a state space representation is used. The transformation of a
FE—discretisation of the piezo—mechanical system into a state space model is possible by
choosing the mechanical degree of freedom as state variables. For consideration of the
electrical impedance in the state space model the electrical stiffness respectively capaci-
tance matrix has to incorporate as feedthrough matrix. The dynamical model reduction
of the state space model is based on modal superposition. For the correct reproduc-
tion of the electrical impedance the modal transformation basis has to be amended by
deformation modes which represent the deformation behaviour due to static electrical
excitation at the electrodes. The state space representation is built for potential and
charge excitation. The state space model is enhanced by filter matrices to incorporate
output signals for stress/strain and also for electric field/electric displacement field. This
allows the coupling of the state space models with the stress analyses.

The application of the simulation method is demonstrated using the example of the
piezo—metal-modules developed in the CRC/TR PT-PIESA (German: SFB/TRR PT-PIESA).
These piezo—metal-modules are characterised by direct integration of piezoceramic base
elements in sheet metal structures.
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Le savant n'étudie pas la nature

parce que cela est utile;

il I'étudie parce qu'il y prend plaisir et

il y prend plaisir parce qu’elle est belle.

Si la nature n'était pas belle,

elle ne vaudrait pas le peine d'étre connue, ...

... Je veux parler de cette beauté plus intime
qui vient de I'ordre harmonieux des parties,
et qu'une intelligence pure peut saisir.

Henri Poincaré [1908]: Science et Méthode. Paris

Der Gelehrte studiert die Natur nicht,

weil das etwas NUtzliches ist;

er studiert sie, weil er daran Freude hat, und

er hat Freude daran, weil sie so schon ist.

Wenn die Natur nicht so schén ware,

so wadre es nicht der Mihe wert, sie kennenzulernen, . ..

... Ich will von der viel intimeren Schonheit reden,

welche aus der harmonischen Ordnung der Teile hervorgeht
und welche von der reinen Intelligenz erfasst werden kann.

Henri Poincaré [1914]: Wissenschaft und Methode. Berlin
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1 Einleitung

1.1 Piezoverbundmodule

Aktuelle Entwicklungen zielen auf die funktionelle Erweiterung technischer Guter bei
gleichzeitig verringertem Energie- und Ressourceneinsatz [Neugebauer et al. 2009]. In
Fachbereichen wie dem Maschinen- und Fahrzeugbau bildet die Verwendung von Funk-
tionswerkstoffen einen Ansatzpunkt, dieses Ziel zu erreichen.

Funktionswerkstoffe zeichnen sich im Vergleich zu herkémmlichen Konstruktionswerk-
stoffen durch spezielle Eigenschaften aus, die ihren Einsatz Uber eine mechanische Stutz-
funktion hinaus gestatten. Oft kann die Wirkung der Funktionswerkstoffe Uber die Kopp-
lung verschiedener physikalischer Felder beschrieben werden.

Piezoelektrische Materialien sind Funktionswerkstoffe, die ihre elektrische Polarisation
in Abhdngigkeit von einer mechanischen Verformung dndern (direkter piezoelektrischer
Effekt) beziehungsweise sich in Abhangigkeit von einem einwirkenden elektrischen Feld
mechanisch verformen (inverser piezoelektrischer Effekt). Die Piezoelektrizitat wird durch
eine Kopplung des mechanischen mit dem elektrischen Feld charakterisiert.

Neben massiven piezokeramischen Bauteilen gibt es eine Vielzahl von piezoelektrischen
Verbundstrukturen fur die Anwendung als Aktor oder Sensor. Die wesentlichen Baufor-
men wie Piezostapelaktor, Piezofolienaktor oder Piezofaserverbund verwenden dinne
Grundformen wie Platten, Folien und Fasern als piezokeramische Basiselemente, da fir
herkdmmliche Piezokeramiken zur statischen Erzeugung einer praktisch relevanten Deh-
nung von 1 %o eine elektrische Feldstarke in der GréBenordnung von 1 kV/mm notwen-
dig ist. Bei Verwendung diinner Basiselemente mit geringem Elektrodenabstand kann die
erforderliche elektrische Ansteuerspannung vergleichsweise gering gehalten werden.

In den letzten Jahren wurde eine Reihe verschiedenartiger Piezoverbundmodule auf Basis
von Kunststofftragermaterialien entwickelt [Williams et al. 2002]. Diese Ausfihrungs-
formen umfassen zum Beispiel »Active Fiber Composites< (AFC) [Bent 1997], »Macro Fi-
ber Composite« Aktoren/Sensoren (MFC) [Wilkie et al. 2000], DuraAct-Flachenwandler
[Wierach 2003] und>Multilayer piezo composites< [Wierach 2006]. Auch die Herstellung
thermoplast-basierter Piezomodule zur unmittelbaren Integration in Faserverbundstruk-
turen ist Gegenstand der aktuellen Forschung [Dunn 2002; Hufenbach et al. 2009a,b].

Vorteile der Piezoverbundmodule gegentber monolithischen piezokeramischen Elemen-
ten sind eine vergleichsweise hohe Flexibilitat, Schadenstoleranz, Zuverlassigkeit und Le-
bensdauer. Wesentlicher Nachteil der Piezoverbundmodule im Hinblick auf die Herstel-
lung aktiver Gesamtstrukturen ist die Notwendigkeit einer separaten Applikation der Pie-
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zoverbundmodule auf das in vielen Anwendungsfallen des Maschinen- und Fahrzeug-
baus metallische Basisbauteil. Die Fixierung der Piezoverbundmodule erfolgt in der Regel
manuell durch 2-Komponenten—Klebstoffe, durch die allerdings eine zusatzliche Nach-
giebigkeit in die Gesamtstruktur eingefiigt wird.

Eine alternative Méglichkeit ist die direkte Integration von piezokeramischen Basisele-
menten (Fasern, Stabchen) unmittelbar in das metallische Tragermaterial, um den sepa-
raten Applikationsschritt in der Prozesskette zu eliminieren.

Diese Grundidee wird im SFB/TRR 39' bei der Entwicklung von Piezo-Metall-Modulen
verfolgt [Neugebauer 2007, 2009]. Bei der Integration der piezokeramischen Basisele-
mente in das metallische Tragermaterial ist eine Reihe technologischer Fragestellungen
wie die Erzeugung der Kavitdten, das Einlegen und Fixieren der piezokeramischen Ba-
siselemente sowie die Herstellung von elektrischer Kontaktierung und Isolierung zu 16-
sen. Diese technologischen Fragestellungen werden momentan noch intensiv untersucht
[Peter et al. 2009; Schubert et al. 2009, 2010a,b].

Alle diese Piezoverbundmodule mit unterschiedlichsten mechanischen Tragermateriali-
en sind universell zur Schwingungsdetektion und -beeinflussung [Irschik 2002; Sodano
et al. 2004b; Song et al. 2006], >Energy Harvesting« [Sodano et al. 2004a; Anton
et al. 2007] und>Structural Health Monitoring< [Park et al. 2003; Raghavan et al. 2007,
Inman et al. 2007] einsetzbar bzw. fir diesen Einsatz vorgesehen. Fir die Auslegung
dieser dynamischen Anwendungen werden dynamische Modelle benétigt [Hurlebaus
et al. 2006]. Mit Hinblick auf die zu erzielende Funktionalitat des Gesamtbauteils ist die
simulative Integration des elektro—-mechanischen Verhaltens der Piezoverbundmodule in
dynamische Gesamtmodelle zu betrachten.

Eine Beanspruchungscharakterisierung der Piezoverbundmodule ist in diesem Zusam-
menhang in zweierlei Hinsicht von Interesse, zum einen mit Hinblick auf eine mechani-
sche Schadigung der Piezoelemente und zum anderen mit Hinblick auf eine funktionel-
le Schadigung der Piezoelemente durch mechanisch induzierte Depolarisation [vgl. z. B.
Hall 2001; Zhou 2003].

Dabei ist fur diejenigen Piezoverbundmodule, die bei der Integration der Piezoelemen-
te auf nachgiebige Klebstoff- bzw. Zwischenschichten verzichten (wie z.B. die Piezo—
Metall-Module) und damit eine effiziente elektro-mechanische Ankopplung erzielen,
das Risiko einer Schadigung hoéher, da eine unmittelbare Beanspruchungsibertragung
zwischen Tragermaterial und Piezoelement zu erwarten ist. Das hei3t, auch fir eine Op-
timierung der Ankopplungsbedingungen von Piezoverbundmodulen ist eine Beanspru-

Sonderforschungsbereich/Transregio 39 »GroBserienfhige Produktionstechnologien fr leichtmetall- und fa-
serverbundbasierte Komponenten mit integrierten Piezosensoren und -aktoren« PT-PIESA, geférdert von der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft (SFB/TRR 39)
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chungscharakterisierung erforderlich, da eine Abwagung zwischen funktioneller Opti-
mierung und Schadigungsempfindlichkeit erfolgen muss.

1.2 Zielstellung der Arbeit

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung und systematische Darstellung eines Verfahrens zur
effizienten numerischen Simulation des funktionellen Verhaltens von Piezoverbundmo-
dulen auf Basis der Finite—Elemente—Methode (FEM).? Die Piezoverbundmodule werden
dabei verallgemeinernd als periodische piezo—mechanische Strukturen betrachtet, deren
Komponentenabmessungen wesentlich kleiner als das zugrundeliegende passive Bauteil
sind. Mit der vorgestellten Systematik soll zum einen die Voraussetzung geschaffen wer-
den, solche piezo—mechanischen Strukturen in Gesamtbauteilmodelle einzubinden, sei
es auf der Ebene der FEM oder sei es auf der Ebene der Systemsimulation. Andererseits
soll erméglicht werden, aufgrund der Gesamtmodelle auf die Beanspruchungen der De-
tailkomponenten der Piezoverbundmodule im Anwendungsfall zu schlieBen. Aspekte der
Dynamik sollen dabei bertcksichtigt werden.

Es erfolgt eine Konzentration auf die elektrische Erregung der betrachteten piezo—mecha-
nischen Systeme. Die Behandlung der rein mechanischen Erregungen eines solchen Sys-
tems kann mit den bekannten Verfahren der Mechanik erfolgen.

Fur die Integration von Piezoverbundstrukturen in FE-Modelle Ubergeordneter Struk-
turebenen (Bauteil, Maschinen-/Anlagenkomponenten, Gesamtmaschine) ist die Verwen-
dung von gemittelten Materialparametern fur die Piezoverbundmodule erforderlich, da
eine Diskretisierung der Gesamtmodelle in der GréBenordnung der eingesetzten Piezoele-
mente im Allgemeinen nicht mit vertretbarem Berechnungsaufwand auszufihren ist. Die
Bestimmung der effektiven Materialparameter erfolgt mittels Homogenisierung der Ma-
terialparameter. Die Rickfuihrung der mit den effektiven Materialparametern bestimmten
Beanspruchungen auf die Beanspruchungen der Verbundkomponenten erfolgt durch Lo-
kalisierung der Beanspruchungen.

Fur die Integration von Piezoaktoren und -sensoren in Systemsimulationen z.B. fir den
Regelungs- oder Schaltungsentwurf bietet sich eine Zustandsraumbeschreibung an, wie
sie standardmaéBig in der Regelungstechnik verwendet wird. Die Ableitung von Zustands-
raummodellen aus einer FE-Diskretisierung von piezo—mechanischen Systemen wird in
dieser Abhandlung vorgestellt. Fir eine effiziente Behandlung der resultierenden Zu-
standsraummodelle ist dabei die Anzahl der beschreibenden Zustande bzw. Zustands-
variablen méglichst gering zu halten. Die FE-Diskretisierung ist einer Modellreduktion zu

2Fir die Simulationen wird kommerziell verfiigbare Software [ANSYS; MATLAB] eingesetzt.
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unterziehen. Eine Erweiterung der Zustandsraummodelle unter Verwendung von Deh-
nungssignalen als AusgangsgréBen ermoglicht die simulative Rickkopplung zum FE-
Modell zwecks Ermittlung der Beanspruchungen aus der Systemsimulation heraus.

Bild 1.1 verdeutlicht die Zielstellung der Arbeit.

1.3 Aufbau der Abhandlung

Die Grundlagen der numerischen Beschreibung von piezoelektrischen Materialien wird in
Kapitel 2 vorgestellt, bevor in Kapitel 3 der aktuelle Stand der Forschung zu den Schwer-
punkten Homogenisierung/Lokalisierung und Zustandsraumbeschreibung/Modellreduk-
tion in Bezug auf piezoelektrische Materialien diskutiert wird.

In Kapitel 4 wird das in dieser Abhandlung verwendete Verfahren zur Homogenisierung
von Materialparametern und Lokalisierung der Beanspruchungen fur allgemeine Piezo-
verbundmodule dargestellt. Kapitel 5 widmet sich der dynamischen Beschreibung der
piezo—mechanischen Systeme mit Herleitung der Zustandsraumbeschreibung. In Kapi-
tel 6 werden die Zustandsraumbeschreibung und die Beanspruchungsermittlung zusam-
mengefihrt. Dabei wird in Abschnitt 6.2 die Anwendung der Gesamtmethode am Bei-
spiel der Piezo-Metall-Module demonstriert.

Kapitel 7 gibt eine Zusammenfassung der Arbeit.

Ausgangspunkt:
Detailliertes FE-Modell
des Piezoverbundmoduls

Reduziertes FE-Modell Reduziertes
zur Integration Zustandsraummaodell
in Gesamtbauteilmodelle fir die Systemsimulation
Beanspruchungs-

—> ermittlung auf Basis der D
reduzierten Modelle

Bild 1.1: Zielstellung der Abhandlung
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2 Grundlagen

2.1 Piezoelektrizitat

Der piezoelektrische Effekt ist durch das Auftreten einer dielektrischen Verschiebung bei
einer auBeren Verformung des piezoelektrischen Materials gekennzeichnet.

Bei den technisch relevanten, polykristallinen, piezoelektrischen Keramiken wie Barium-
titanat oder Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) wird die Piezoelektrizitat unmittelbar durch Fer-
roelektrizitat hervorgerufen.

Wie im vereinfachten Phasendiagramm fir PZT (Bild 2.1, [Jaffe et al. 1971; Ivers-Tiffée
et al. 2007]) verdeutlicht wird, tritt fir solche Keramiken die Perowskit-Struktur unter-
halb der Curie-Temperatur je nach Mischungsverhaltnis rhomboedrisch oder tetragonal
auf. Dies ist mit der Ausbildung von permanenten Ladungsverschiebungen im Kristall ver-
bunden (spontane Polarisation). Bei polykristallinen Werkstoffen wird die spontane Pola-
risation im Allgemeinen nicht nach auBen wirksam, da sich aufgrund unterschiedlicher
Orientierungen die spontanen Polarisationsvektoren der einzelnen Doméanen gegenseitig
aufheben.

Das Wirken eines starken duBeren elektrischen Feldes Epo (Polarisierung) fuhrt zu einer
Ausrichtung der Polarisationsvektoren der einzelnen Kristalle (Ferroelektrizitat) und damit
zur Ausbildung einer Polarisation P der Keramik, die auch nach Entfernen des elektri-
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Bild 2.1: (Vereinfachtes) Phasendiagramm von Bild 2.2: Dielektrische Hysterese
Blei~Zirkonat-Titanat
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schen Feldes im Wesentlichen als remanente Polarisation P verbleibt. Diese remanente
Polarisation Prem ist mit einer remanenten Dehnung S,em verbunden (Piezoelektrizitat).

Das makroskopische Verhalten bei veranderlichem, duBBerem elektrischen Feld kann mit
der dielektrischen Hysterese (auch Polarisationshysterese) nach Bild 2.2 und durch die
sogenannte »Schmetterlingshysterese« der Dehnung entsprechend Bild 2.3 dargestellt
werden.

Fur die technische Anwendung der Piezokeramiken als Aktor wird im Allgemeinen nach
der Polarisierung der unipolare Betriebsbereich 0 < E < Epy genutzt. Bipolarer Betrieb
mit einem auBeren elektrischen Feld, das dem urspringlichen Polarisierungsfeld entge-
gengerichtet ist, filhrt bei Uberschreiten der Koerzitivfeldstarke E. zu einer Umpolarisie-
rung der Keramik. Bei bipolarem Betrieb im eingeschrankten Bereich —E. < E < Epq
ist im Vergleich zum unipolaren Betrieb eine starkere Nichtlinearitat und Hysterese zu
verzeichnen (vgl. dazu Abbildungen 2.2 und 2.3).

Wird fur ein Funktionsmodell der piezokeramischen Aktoren und Sensoren von einem be-
reits polarisierten Material ausgegangen, so kann als Dehnungsbezugspunkt der Zustand
ohne Wirkung eines &uBeren elektrischen Feldes mit remanenter Dehnung und remanen-
ter Polarisation gewahlt werden. Diese Wahl des Dehnungsbezugspunktes ist insofern
auch anwendungsorientiert, da im Normalfall eine Applikation der bereits polarisierten
piezokeramischen Elemente auf eine beanspruchungsfreie passive Struktur erfolgt. Die
Abhangigkeit der Dehnung vom auBeren elektrischen Feld stellt sich fir eine unipolare
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Ansteuerung in diesem Anwendungskoordinatensystem entsprechend Bild 2.4 dar und
ist mit einer Hysterese verbunden.

Bei Polarisierung im Anschluss an eine mechanische Integration wie dies z. B. fur ther-
moplastverbundkompatible Piezomodule relevant ist [Hufenbach et al. 2009a,b], ist die
Belastungsabhdngigkeit der »Schmetterlingshysterese« von Bedeutung. Dies ist nicht Ge-
genstand der vorliegenden Arbeit, sondern wird z.B. durch Nicolai et al. [2007] unter-
sucht.

Das Hystereseverhalten piezokeramischer Aktoren ist insbesondere bei einer Ansteue-
rung mit groBen Feldstarkeanderungen (GroBsignalverhalten) von Bedeutung. Fur die
Beschreibung der elektro-mechanischen Hysterese werden verschiedene Ansatze unter-
sucht [Smith 2005; Damjanovic 2005; Hegewald 2008; Kuhnen 2008; Kaltenbacher
et al. 2010]. In dieser Arbeit wird das Hystereseverhalten nicht betrachtet.

Mit den ferroelektrischen und piezoelektrischen Eigenschaften von Piezokeramiken ist
auch immer Pyroelektrizitat verbunden. Die in dieser Arbeit im Fokus stehende Anwen-
dung der Piezokeramiken als Aktor oder Sensor fur dynamische, mechanische Systeme
betrifft einen wesentlich hoheren Frequenzbereich als fiir Temperaturanderungen solcher
Systeme zu erwarten ist. Fir quasistatische Zustandsdanderungen der Piezokeramiken er-
folgt andererseits aufgrund von elektrischen Verluststrémen ein Ladungsabbau. Deshalb
wird der pyroelektrische Effekt in dieser Arbeit vernachlassigt.

2.2 Aufbau von Piezoverbundmodulen

In diesem Abschnitt wird der prinzipielle Aufbau von Piezoverbundmodulen dargestellt.
Es werden wesentliche Aspekte fiir die Modellbildung erlautert, die sich aus Aufbau und
Funktionsweise ergeben.

In den Abbildungen 2.5 und 2.6 sind beispielhaft zwei verschiedene Piezoverbundmo-
dule fotografisch abgebildet. Unabhangig von der konkreten materiellen und geometri-
schen Ausformung bestehen die Piezoverbundmodule aus einem oder mehreren struktu-
rellen Trdgermaterialien, dem eigentlichen piezoelektrischen Koérper bzw. mehreren pie-
zoelektrischen Basiselementen und einem Elektrodenpaar (vgl. Bild 2.7). Je nach Anwen-
dungsfall ist auch die Verwendung mehrerer unabhdngiger Elektrodenpaare in einem
Piezoverbundmodul denkbar.

Die Elektroden dienen im aktorischen Betrieb der Piezoverbundmodule dazu, ein elek-
trisches Feld moglichst verlustarm in den piezoelektrischen Koérper einzukoppeln bzw.
den piezoelektrischen Kérper einem elektrischen Feld auszusetzen. Dazu wird eine elek-



24 2 Grundlagen

¥

- Polyimid - il

o] il

~—<F Epoxidharz © : .5“," {:

““““ w b @

------ A }'f 4

il

| Aluminium |

B b = v e s s %

B r & <F Piezostabchen J &

1 mm B i R | 5 W o
Bild 2.5: >Macro Fiber Composite< Aktor/Sensor, Bild 2.6: Piezo-Metall-Modul¢, Draufsicht und
Draufsicht® und Querschnitt® entlang Querschnitt eines Versuchsmusters zur

einer Piezofaser Untersuchung des Figens der Piezo-

stabchen in die Metallkavitaten (hier
ohne Elektroden und Isolation)

a bereitgestellt von Frau Dr. Andrea Bohm, Fraunhofer IWU
b bereitgestellt von Herrn Sebastian Hensel, Fraunhofer IWU
¢[Schubert et al. 2010a]

—— Matrix

N

Bild 2.7: Schematischer Aufbau von Piezoverbundmodulen

trische Potentialdifferenz zwischen dem Elektrodenpaar angelegt bzw. den Elektroden
Ladungen zugefuhrt. Dies ist als elektrische Randbedingung im Modell abzubilden.

Das elektrische Feld im Inneren des piezoelektrischen Kérpers und die zugehdrigen elek-
trischen Potentiale werden von der Potential- bzw. Ladungsdifferenz an den Elektroden
und von der mechanischen Verformung des piezoelektrischen Koérpers bestimmt. Der
von der mechanischen Verformung abhangige Teil wird auch als dehnungsinduziertes
Potential [>strain induced potential z. B. bei Benjeddou 2008] bezeichnet.

Fur die Modellbildung ist wesentlich, dass zwischen den &uBeren Potentialen an den
Elektroden und den Potentialen im Inneren unterschieden wird. Freie Ladungen treten
im Inneren des piezoelektrischen Kérpers nicht auf, sondern nur als Randbedingung
oder Reaktionslast an den Elektroden. Die elektrischen Randbedingungen bzw. Reak-
tionslasten an den Elektroden sind die elektrischen Ein- oder AusgangsgréBen eines
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piezo—mechanischen Systems mit Piezoverbundmodulen. Dahingegen kénnen die me-
chanischen GroBen wie Kraft, Verschiebung oder Dehnung an beliebigem Ort des piezo—
mechanischen Systems als Ein- oder AusgangsgroBen von Interesse sein.

2.3 Modellierung piezoelektrischer Kontinua

Die Darstellung der Grundgleichungen fir piezoelektrische Kérper in diesem Abschnitt
orientiert sich an dem Ubersichtsartikel zur FE-Modellierung piezoelektrischer Struktu-
ren von Benjeddou [2000]. Es wird eine Variablenbezeichnung in Anlehnung an [IEEE
UFFC Committee on Piezoelectric Crystals 1996] verwendet. Die Grundgleichungen wer-
den in tensorieller Schreibweise eingefiihrt, wobei die Einsteinsche Summenkonvention
verwendet wird. Im Spéateren erfolgt ein Ubergang zur vektoriellen Schreibweise unter
Verwendung der Voigtschen Notation.

2.3.1 Gleichgewichtsbeziehungen

Die Basis der Modellierung eines piezoelektrischen Kérpers 2 wird durch das volumenbe-
zogene, mechanische Kraftegleichgewicht (Impulsbilanz) (2.1) und das elektrostatische
Gleichgewicht (Ladungsbilanz) (2.2) gebildet:

ol =Tijj+fi mit: /,j € {1,2,3} 2.1
Dii=0 , (2.2)

wobei p die Dichte, v; die Komponenten der Verschiebung, T;; die Komponenten der
mechanischen Spannung?, f; die Volumenkrafte und D; Komponenten der elektrischen
Flussdichte* bezeichnen. Freie Volumenladungen treten in piezokeramischen Werkstof-
fen nicht auf und werden deshalb in Gleichung (2.2) nicht berlcksichtigt.

2.3.2 Kinematische Beziehungen

Die mechanischen Verzerrungen S;; ergeben sich fir kleine Verformungen aus den Orts-
ableitungen der Verschiebungen w;. Eine Erweiterung fur groBe Verformungen und die
Verwendung erweiterter DehnungsmaBe erscheint fir piezo-mechanische Systeme nicht

3In dieser Arbeit wird der Begriff »Spannung« ohne weiteren Zusatz stets im Sinne der mechanischen Spannung
verwendet. FUr die elektrische Spannung wird der Begriff »Potentialdifferenz« verwendet.
4Die elektrische Flussdichte D wird auch als Verschiebungsdichte oder dielektrische Verschiebung benannt.
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angebracht, da Piezokeramiken im Allgemeinen nur geringe Dehnungen (maximal im un-
teren einstelligen Promillebereich) erzeugen und ertragen [vgl. z. B. Dittmer et al. 2010,
Tabelle I1].

Die Richtungskomponenten des elektrischen Feldes E; werden mit dem negativen Gra-
dienten des elektrischen Potentials ¢ gebildet:

S,'j = % (U,'J + LIJ‘,,') (23)
Ei=—¢; . (2.4)

2.3.3 Randbedingungen

Ein piezoelektrischer Kérper 2 kann an seiner Oberflache bzw. an seinem Rand I~ ver-
schiedenartigen Randbedingungen bzw. einer Kombination dieser Randbedingungen
ausgesetzt sein. Im Allgemeinen werden unterschieden:

1. mechanische Randbedingungen

(a) fur die Verschiebungen auf dem Teilrand I, (wesentliche, geometrische bzw.
Dirichlet-Randbedingung)

up=up (2.5)
(b) fur die Spannungen an der Oberflache auf dem Teilrand /+ (naturliche, dyna-
mische bzw. Neumann—Randbedingung)
Tijnj = PP (2.6)
2. elektrische Randbedingungen
(a) fur das Potential auf dem Teilrand 4, (wesentliche Randbedingung)
p=09° . (2.7)
(b) fur die Ladungen an der Oberflache auf dem Teilrand /5 (natdrliche Randbe-
dingung)

Dinj=—0° . (2.8)
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Potentialrandbedingungen und von Null verschiedene Ladungsrandbedingungen sind
ortlich nur den Elektroden zuzuordnen.

Fur die mechanischen Randbedingungen ergeben sich aus dem Aufbau der Piezover-
bundmodule a priori keine Einschrankungen hinsichtlich des konkreten Ortes der jewei-
ligen Randbedingung.

2.3.4 Materialbeziehungen

Allgemein

Mit den in Abschnitt 2.1 beschriebenen Eingrenzungen kann das piezo-mechanische
Verhalten mit Hilfe eines linearen, elektro—elastischen Zusammenhanges zwischen den
mechanischen GréBen Spannung T;; und Verzerrung S;; sowie den elektrischen GroBen
Flussdichte D; und Feldstarke E; beschrieben werden [lkeda 1996; Benjeddou 2000]:

T = Ci Sk — exij Ex - mit: i, j, k, 1 € {1,2,3} (2.9)
Di = e Sk +€xEx . (2.10)

Dabei bezeichnen c,JE-k,, exij und €, in der entsprechenden Reihenfolge die elastischen
Steifigkeitskoeffizienten bei konstantem elektrischen Feld, die piezoelektrischen Span-
nungskoeffizienten und die Permittivitaten bei konstanter mechanischer Dehnung. Eine
Herleitung dieser Materialgleichungen auf Grundlage der elektrischen Enthalpie kann
z.B. bei Butz [2006, Kapitel 3] gefunden werden.

Werden statt Verzerrung Sj; und Feldstarke E; andere Zusammenstellungen von unab-
hangigen GroBen und zugehdrige thermodynamische Potentiale betrachtet, so erhalt
man folgende drei alternative Materialbeschreibungen [Ilkeda 1996]:

Ty = Cixi Swr — hwij Di (2.11)

E; = —hiki Ski + Bik Dk (2.12)
E

SU = Sijki Ti + dklj Ex (2'13)

Di= diuTw +exEx , (2.14)

Sii= Sk T + Gkis Dx (2.15)

Ei=—gwuTu +BikDk . (2.16)
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Die GréBen ¢, ik und sjj,, bezeichnen dabei die elastische Steifigkeit bzw. Nachgie-
bigkeit bei konstanter elektrischer Flussdichte bzw. konstantem elektrischen Feld. Die pie-
zoelektrischen Kopplungskoeffizienten werden je nach Gleichungsgruppe mit hgjj, dij
und gk; benannt. Die GroBen B85, und Bk stehen fur die reziproken Permittivitaten bei
konstanter mechanischer Dehnung bzw. Spannung.

Die Materialparameter der vier gleichwertigen Materialbeschreibungen kénnen ineinan-
der Uberfihrt werden (s. Anhang A). Hersteller von technischen Piezokeramiken stellen
im Allgemeinen ausgewahlte Materialparameter bezogen auf die Gleichungen (2.13)
und (2.14) zur Verfiigung [vgl. z.B. Pl Ceramic], also Nachgiebigkeiten sf,; und pie-
zoelektrische Verzerrungskonstanten dj;;. Im FEM-System ANSYS® werden Parameter-
eingaben entsprechend den Gleichungen (2.9) und (2.10) sowie den Gleichungen (2.13)
und (2.14) umgesetzt [ANSYS, Theoriehandbuch: Kapitel Piezoelektrizitat].

Polarisation

In Dielektrika setzt sich die elektrische Flussdichte D aus einem materialunabhéangigen
und einem materialimmanenten Anteil zusammen. Der materialimmanente Anteil ent-
spricht der im Korper induzierten Polarisation P (angegeben in eindimensionaler Darstel-
lung, vgl. dazu z.B. [Piefort 2001, Abschnitt 2.1]):

D=eE+P . (2.17)

Entsprechend dem materiellen Zusammenhang zwischen elektrischer Flussdichte D und
elektrischem Feld E in Dielektrika kann die Polarisation P angegeben werden mit:

P:(E—Eo)E . (2-18)

In piezoelektrischen Kérpern kommt zu dieser feldinduzierten Polarisation die dehnungs-
induzierte Polarisation e S hinzu:

P=(e—e)E+eS |, (2.19)
was wiederum zur Materialgleichung (2.10) fuhrt:

D=eS+€eE . (2.20)

Die Aufteilung der elektrischen Flussdichte in den materialunabhéangigen Anteil go £ und
die materialgebundene Polarisation P ist fur die Betrachtungen dieser Abhandlung nicht
relevant, da Polarisierungsvorgange und Hystereseverhalten der Piezoverbundmodule
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(und damit eine weitere Aufteilung von Polarisation und Dehnung in reversible und ir-
reversible Anteile [Hegewald 2008]) entsprechend den Ausfihrungen im Abschnitt 2.1
nicht untersucht werden.

Die Polarisation liefert keinen Beitrag zu den freien Ladungen [Piefort 2001]. Dement-
sprechend ist das elektrostatische Gleichgewicht mit Gleichung (2.2) und den Randbe-
dingungen nach Gleichung (2.7) bzw. (2.8) basierend auf der elektrischen Flussdichte D
ausreichend beschrieben.

Die Berlicksichtigung der remanenten Polarisation piezoelektrischer Kérper Pem und der
mit ihr verbundenen remanenten Dehnung Srem in den Materialgleichungen fihrt zu der
folgenden Form:

T=c"(5—Sem)— €eE (2.21)
D=e(S—Sem)+& E+Pem . (2.22)

Diese Formulierung entspricht der linearisierten Darstellung des piezoelektrischen Verhal-
tens in Koordinatensystemen nach Bild 2.2 bzw. 2.3, die Materialgleichungen (2.9) und
(2.10) hingegen beziehen sich auf das Koordinatensystem nach Bild 2.4. Eine remanente
Polarisation ist essentiell fur die Ausbildung piezoelektrischen Verhaltens in Piezokerami-
ken. In die funktionelle Beschreibung des piezoelektrischen Verhaltens muss sie jedoch
nicht explizit einbezogen werden. Wesentlich ist lediglich die Beriicksichtigung der Aus-
richtung des remanenten Polarisationsvektors bei der konkreten Formulierung der Rich-
tungsabhangigkeit des Materialverhaltens.

Richtungsabhangigkeit

Die allgemeine Materialmodellierung unter Verwendung von Tensoren stellt den forma-
len Rahmen zur Beschreibung von richtungsabhangigen Materialparametern zur Verfu-
gung. Die konkrete Ausformung der Richtungsabhangigkeit ist jedoch nicht zu erkennen.

Bei technisch relevanten, polykristallinen, piezoelektrischen Keramiken tritt eine Material-
vorzugsrichtung auf, die Ausrichtung des remanenten Polarisationsvektors. Sowoh! das
elastische und das dielektrische Verhalten als auch die piezoelektrische Kopplung in Po-
larisationsrichtung unterscheiden sich quantitativ von den anderen (rechtwinklig zur Po-
larisationsrichtung liegenden) Koordinatenrichtungen. Das homogene piezoelektrische
Material kann im Allgemeinen als transversal isotropes Material beschrieben werden.

In [IEEE UFFC Committee on Piezoelectric Crystals 1996, Tabelle 8] sind fur alle 32 Kris-
tallklassen die konkreten Richtungsabhdngigkeiten und die entsprechenden Materialma-
trixbelegungen angegeben; ebenso die Zuordnung, ob die jeweilige Kristallklasse piezo-
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elektrisches Verhalten zeigt. In der vorliegenden Arbeit werden diese weiteren méglichen
Richtungsabhangigkeiten jedoch nicht explizit ausgefihrt, da fir die betrachteten poly-
kristallinen Piezokeramiken lediglich die Kristall- bzw. Symmetrieklasse 6mm und damit
hexagonales bzw. transversal isotropes Materialverhalten von Belang ist [IEEE UFFC Com-
mittee on Piezoelectric Crystals 1996, Seite 23].

Bei Bezeichnung der drei kartesischen Koordinatenrichtungen mit 1, 2 und 3 kennzeich-
net die 3-Richtung im Allgemeinen die Polarisationsrichtung. Das Verhalten in 1-und 2—
Richtung ist identisch. Die entsprechenden Indizes der Materialparameter mussen nicht
unterschieden werden.

Das elastische Verhalten wird fir transversal isotropes Material mit 5 unabhangigen
Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitskonstanten beschrieben, das dielektrische Verhalten
durch 2 Permittivitatskoeffizienten.

Fur die betrachteten piezokeramischen Materialien sind drei piezoelektrische Kopplun-
gen zu verzeichnen:

1. Ein elektrisches Feld Es in Polarisationsrichtung bewirkt eine Normaldehnung Ss3
in Polarisationsrichtung. Diese Kopplung wird als dss—Effekt® bezeichnet.

2. Ein elektrisches Feld E35 in Polarisationsrichtung bewirkt auch eine Normaldehnung
S11 bzw. Sx quer zur Polarisationsrichtung. Diese Kopplung wird als ds;—Effekt®
bezeichnet.

3. Ein elektrisches Feld E; bzw. E> quer zur Polarisationsrichtung bewirkt eine Schub-
verzerrung Ssi bzw. Ss; in der Ebene, die vom Polarisationsvektor und dem an-
gelegten elektrischen Feld aufgespannt wird. Diese Kopplung wird als dys—Effekt®
bezeichnet.

Unter Berlicksichtigung der Symmetrie der Spannungs- und Verzerrungstensoren und
des transversal isotropen Materialverhaltens sowie der auftretenden piezoelektrischen
Kopplungen kann die Materialbeschreibung nach den Gleichungen (2.9) und (2.10) bei

>Der erste Index des Kopplungskoeffizienten gibt hierbei die Richtung des angelegten Feldes an, der zweite
Index die Verzerrungsrichtung, wobei dafir die Voigtsche Notation verwendet wird.
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Verwendung der Voigtschen Notation® in der Vektor/Matrixschreibweise konkretisiert
werden:

T ¢ ch 5 0 0 0 0 0 —es S,
T2 c» o o3 0 0 0 0 0 —es1 S,
T3 ey 3 & 0 0 0 0 0 —és3 S3
Ta 0 0 0 & o 0 0 —es O Sa
s [=| 0o 0o o0 o0 i 0 —ers 0 Ss
Ts 0o 0 0 0 o0 G o 0 Se
Dy 0 0 0 0 es 0 €51 0 0 Ex
D» 0 0 0 es O 0 0 €51 0 E>
Ds €1 ey ez 0 0 0 0 0 €3, Es

(2.23)

Zur formalen Verdeutlichung der physikalischen Effekte Elastizitat, Permittivitat und pie-
zoelektrische Kopplung kann die Materialmatrix nach Gleichung (2.23) aufgeteilt wer-

den:
E . ’
(5)-(< £) (&)

oder, dazu aquivalent, symmetrisch dargestellt werden:

(o)=(¢ ) (%)

Die Matrix der piezoelektrischen Spannungskonstanten e wird in dieser Abhandlung,
wie in Gleichung (2.24) eingefiihrt, als Matrix mit 3 Zeilen und 6 Spalten betrachtet’.
Der erste Index gibt die Richtung des elektrischen Feldes an, der zweite Index die Verfor-
mungsrichtung.

2.3.5 Finite—-Elemente—Formulierung

Eine schwache Variationsformulierung der Gleichgewichtsbedingungen (Abschnitt 2.3.1)
bei Berticksichtigung von zuséatzlichen mechanischen Dampfungskraften, den Feldbezie-

Die Voigtsche Notation beriicksichtigt die Symmetrie der Spannungs- und Verzerrungstensoren und reduziert
die verwendeten Richtungsindizes (s. Begriffserklarungen). Variable Indizes der Spannungen und Verzerrungen,
die sich auf die Voigtsche Notation beziehen, werden im Weiteren mit  und v bezeichnet, im Gegensatz zu den
variablen Indizes der tensoriellen Komponenten /, j, k und /.

7Im FEM-System ANSYS® erfolgt die Notation der Matrix der piezoelektrischen Spannungskonstanten als Ma-
trix mit 6 Zeilen und 3 Spalten [vgl. ANSYS].
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hungen (Abschnitt 2.3.2) und dem Materialgesetz (Abschnitt 2.3.4) fihrt unter Verwen-
dung von Formfunktionen N, und Ny, als Finite—Elemente—Ansatze fir die Verschiebun-
gen und Potentiale zu einem Matrizen—Gleichungssystem als Bewegungsgleichung des
diskretisierten piezo—mechanischen Systems:

(=6 D6 =) 6)-() e

Hierbei bezeichnet u den Vektor der mechanischen Freiheitsgrade (DOF) des Modells
(Knotenverschiebungen) und ¢ den Vektor der elektrischen DOF des Modells (Knotenpo-
tentiale) sowie M die mechanische Massenmatrix, C die mechanische Dampfungsmatrix,
K. die mechanische Steifigkeitsmatrix, Kug die piezoelektrische Kopplungsmatrix und
Ko die elektrische Steifigkeits- bzw. Kapazitatsmatrix. Die Matrizen M, C, Ku, und K¢
sind symmetrisch.

Der Vektor der duBeren Knotenkrafte wird mit F benannt und der Vektor der (negati-
ven) Knotenladungen mit Q. Im Weiteren wird mit dem Begriff verallgemeinerte Kréfte
der vollstandige Lastvektor aus mechanischen Kraften F und elektrischen Ladungen Q
verstanden. Verallgemeinerte Verschiebungen steht in Analogie dazu fir den vollstandi-
gen Vektor der DOF des Systems, also fur die mechanischen Verschiebungen u und die
elektrischen Potentiale ¢.

Herleitungen dieser Bewegungsgleichung auf Grundlage der schwachen Variationsfor-
mulierung des Gleichgewichtes werden u.a. durch Allik et al. [1970]; Thomas et al.
[2009] und Dinkler et al. [2010] vorgestellt.

Im FEM—System ANSYS® wird diese Bewegungsgleichung (2.26) fur 8-, 10- und 20-
knotige 3D-Solid—Elementtypen (SOLID5, SOLID98, SOLID227, SOLID226) sowie fur 4-
und 8-knotige 2D-Solid-Elementtypen (PLANE13, PLANE223) umgesetzt. Die im FEM-
System ANSYS® verwendete Diskretisierung basiert auf der Materialbeschreibung ent-
sprechend der Gleichungen (2.9)/(2.10) bzw. Gleichung (2.23) [ANSYS; Allik et al. 1970].
Die Variationsformulierung fuhrt dazu, dass

e die Gesamtsteifigkeitsmatrix symmetrisiert wird (obwohl in der Materialgleichung
(2.24) fur die piezoelektrische Kopplung die negative Transponierte fur den piezo-
elektrischen Kopplungsterm auftritt),

e die Komponenten der elektrischen Steifigkeitsmatrix mit den negativen Permittivi-
taten gebildet werden und

e der elektrische Lastvektor @ fur die negativen elektrischen Ladungen steht.

Da in dieser Abhandlung die Ladungen Q entweder als duBere Lasten oder als Randbedin-
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gungsreaktionen des jeweils betrachteten piezo—-mechanischen Systems auftreten (also
am Systemrand), muss diese Vorzeichenkonvention nicht explizit berticksichtigt werden.
Zu beachten ist sie, wenn das piezo—mechanische System an andere elektrische Teilsys-
teme angekoppelt wird.

Die Entwicklung von piezoelektrischen Schalen-, Platten- und Balkenelementtypen ist
Gegenstand weiterfiihrender Forschung [Benjeddou 2000; Piefort 2001; Mesecke-Risch-
mann 2004; Lammering et al. 2006; Marinkovic 2007] und hat bisher nur beschrankten
Eingang in kommerzielle FE-Systeme gefunden.

2.4 Zustandsraumbeschreibung mechanischer Systeme

Die Zustandsraumdarstellung ist eine Form der Modellierung allgemeiner dynamischer
Systeme mit Hilfe eines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese Dar-
stellungsform wird z.B. beim Regelungsentwurf eingesetzt [Follinger 1994]. Zusatz-
lich zum System der Differentialgleichungen wird eine algebraische Matrix-Gleichung
zur Definition der AusgangsgréBen des Systems verwendet. Die allgemeine Form eines
Zustandsraummodells besteht aus der Zustandsgleichung (2.27) und der Ausgangsglei-
chung (2.28):

z(t) = Az(t) + BFf(t) (2.27)
y(t)y=Lz(t)+UF(t) , (2.28)

wobei z den Zustandsvektor reprasentiert, f den Eingangsvektor und y den Ausgangs-
vektor. Die verwendeten Matrizen werden wie folgt bezeichnet: A ist die Systemmatrix,
B die Eingangs- bzw. Steuermatrix, L die Ausgangs- bzw. Beobachtungsmatrix und U
die Durchgangsmatrix. Fur lineare, zeitinvariante Systeme sind die Matrixkomponenten
konstant. Die Zeitabhangigkeit der Vektoren z, f und y wird im Weiteren nicht mehr ex-
plizit angegeben. Ein Zustandsraummodell kann als Blockschaltbild entsprechend Bild 2.8
dargestellt werden.

Die Bewegungsgleichung rein mechanischer Systeme (2.29), als Teil der piezo-mecha-
nischen Bewegungsgleichung (2.26), kann in eine Zustandsraumdarstellung nach den
Gleichungen (2.27) und (2.28) Uberfuhrt werden, wenn die Verschiebungen u (also die
DOF des FE-Modells) und die ersten zeitlichen Ableitungen (Geschwindigkeiten) a als
Zustandsvektor z zusammengefasst werden [Hardtke et al. 1997; Hatch 2001]:

Mii+Cu+ Kwu=F (2.29)
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Bild 2.8: Allgemeines Blockschaltbild eines Zustandsraummodells

z—<‘,’> (2.30)
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Die Systemgleichung (2.31) enthalt hierbei die invertierte Massenmatrix M~*. Die Aus-

gangsgleichung (2.32) ist an dieser Stelle so formuliert, dass alle Verschiebungen und
Geschwindigkeiten als AusgangsgréBen betrachtet werden. Falls nur ausgewahlte Ver-
schiebungen und Geschwindigkeiten als AusgangsgréBen von Interesse sind, reduziert
sich die Belegung der Ausgangsmatrix L. Sofern keine Beschleunigungen ii oder Kraf-
te F als AusgangsgréBen erfasst werden, tritt im mechanischen Zustandsraummodell
kein Durchgangsterm U - f auf.

Die Zustandsraumdarstellung ist a priori ein Modell im Zeitbereich. Es kann mit Hilfe der
Laplace-Transformation:

F(s) :L{f(t)}:/ooo e f(t)dt mits=6+iw (2.33)

in den Bild- bzw. Frequenzbereich Gberfiihrt werden. Fur zeitinvariante Systeme bleiben
die Modellmatrizen unverandert bestehen:

sZ(s)—zo=AZ(s)+ BF(s) (2.34)
Y(s)=LZ(s)+UF(s) . (2.35)
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Die Umsetzung der Laplace-Transformation erfolgt im Allgemeinen in Systemsimulations-
programmen wie z. B. [MATLAB®]. Damit stehen zur Darstellung des Antwortverhaltens
des Modells sowohl die Formen des Zeitbereiches (Sprung- und Impulsantwort) als auch
die Formen des Frequenzbereiches (Ubertragungsfunktion, Pol-Nullstellen-Diagramm,

Ortskurve, . ..) zur Verfigung.
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3 Stand der Forschung

3.1 Ermittlung effektiver Materialparameter
piezoelektrischer Verbunde

Die praktische Entwicklung von Piezoverbundmodulen fir die Verwendung als Aktor
oder Sensor wurde in den letzten Jahren durch theoretische Uberlegungen zur Modell-
bildung begleitet. Dabei wurde der Ermittlung der effektiven Materialparameter piezo-
elektrischer Verbundwerkstoffe eine wesentliche Bedeutung zugemessen.

Wesentliche Grundlagen fur die Bestimmung effektiver Materialparameter fir mechani-
sche Verbundwerkstoffe wurden durch Hill [1963] mit den Darlegungen zu der, im Spéate-
ren Hil-Mandel-Bedingung bezeichneten, Aquivalenz der Formanderungsenergiedichte
des inhomogenen Verbundes und des effektiven, homogenen Materials gelegt. Ebenso
fihrte Hill [1965] das Konzept der selbstkonsistenten Modelle ein. Auf diesen Arbeiten
basieren auch die spateren Untersuchungen zu piezoelektrischen Verbunden.

Fur die piezoelektrischen Verbunde wurde eine erste Homogenisierungsmethode durch
Skinner et al. [1978] und Newnham et al. [1978] mit der Kombination von Parallel- und
Serienschaltung (Voigt— und Reuss—Modelle) entwickelt. Weitere wesentliche Arbeiten,
die auf analytischem Wege effektive Materialparameter piezoelektrischer Verbunde be-
stimmen, stammen von Schulgasser [1992], Dunn et al. [1993], Bent et al. [1997] und
Tan et al. [2001]. Die analytischen Methoden reichen von klassischen Mischungsregeln
auf Grundlage der Volumenanteile der Verbundbestandteile [Schulgasser 1992] Gber
die sogenannte sunified field—Methode (UFM) [Bent et al. 1997] bis zu asymptotischen
Ansatzen (vasymptotic homogenisation—Methode (AHM)) [Bravo-Castillero et al. 2001;
Sabina et al. 2001]. Diese analytischen Modelle sind numerisch effizient und liefern
im Rahmen ihrer Annahmen Abschatzungen fur die effektiven Materialparameter. We-
sentlicher Nachteil dieser analytischen Methoden ist der Umstand, dass geometrische
Vereinfachungen der Verbundstruktur und vereinfachende Annahmen zur Einkopplung
des elektrischen Feldes vorgenommen werden. Eine raumlich veranderliche Polarisati-
onssrichtung und gekrimmte Feldlinien, wie sie z. B. bei interdigital elektrodierten MFC
auftreten, kénnen damit nicht bzw. nur ndherungsweise behandelt werden.

Deshalb wird seit einigen Jahren verstarktes Augenmerk auf die Entwicklung FEM-ba-
sierter Homogenisierungsmethoden gelegt. Diese FEM—basierten Methoden gehen alle
von einem reprasentativen Teilvolumen bzw. einer Einheitszelle (EZ) des Piezoverbundes
aus (Einheitszellenmethode, >unit cellk—-Methode). Mit Hilfe spezieller Randbedingungen
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werden Lastfalle fur die EZ konstruiert, aus deren Ergebnissen die effektiven Materialpa-
rameter hergeleitet werden.

Bent et al. [1997] nutzen ein FE-Modell fir interdigital elektrodierte Piezofaserverbunde
zum Vergleich ausgewahlter Materialparameter mit den analytisch mittels >unified field«—
Methode (UFM) bestimmten Werten. Schubmoduli werden dabei nicht betrachtet. Die
Ausrichtung der Polarisierung wird auch im FE-Modell vereinfacht einheitlich in Faser-
l&dngsrichtung angesetzt.

Auch Poizat et al. [1999] konzentrieren sich auf die longitudinalen und transversalen
Komponenten der piezoelektrischen Kopplungsmatrix e . Sie untersuchen verschiedene
Faserformen und Anordnungen.

In der Arbeit von Pettermann et al. [2000] werden fir die Bestimmung des vollstandigen
Satzes von Materialparametern entsprechend einem transversal isotropen piezoelektri-
schen Verbund Randbedingungen fur die EZ konstruiert. Dabei werden Masterknoten
fir jeden Rand verwendet. Pettermann et al. bestimmen die effektiven Materialpara-
meter anhand der an den Masterknoten vorgegebenen effektiven Verschiebungen und
Potentiale und den daraus resultierenden Reaktionskraften bzw. elektrischen Ladungen.

Beckert et al. [2001, 2003] verwenden die Einheitszellenmethode, um Bezugswerte fir
die effektiven Materialparameter von Verbunden aus piezobeschichteten Fasern bzw. in-
terdigital elektrodierten Piezofaserverbunden zum Vergleich mit analytisch ermittelten
Materialparametern zu erhalten. Konkrete Details zur Gestaltung der Randbedingungen
der EZ werden nicht angegeben.

Steinhausen [2002] nutzt in seiner Arbeit eine Reihe von speziell konstruierten Lastfal-
len, um ausgewahlte Materialparameter fir piezokeramische 1-3 Komposite fur Ultra-
schallanwendungen abzuleiten. Die Randbedingungen werden dabei explizit fur jeden
Rand vorgegeben. Die Methode wird in der Arbeit von Steinhausen vor allem verwendet,
um eine analytische Abschatzung auf Grundlage der Mischungsregel abzugleichen. Die-
se analytische Abschatzung wird dann im Umkehrschluss genutzt, um aus gemessenen
Materialparametern des Piezoverbundes auf die realen Materialparameter des Piezoma-
terials zu schlieBen. Steinhausen setzt das FE-Modell der EZ auch ein, um Schwingformen
und Impedanzspektren des Piezoverbundes zu ermitteln.

Lenglet et al. [2002, 2003]; Lenglet [2003] kombinieren die Einheitszellenmethode mit
einer Wellenausbreitungsberechnung um den vollstdndigen Materialparametersatz fur
einen Piezofaserverbund mit zylindrischen Fasern zu bestimmen. Mit der Wellenausbrei-
tungsberechnung ermitteln Lenglet et al. die elastischen Schubmoduli und die mit einer
Schubverzerrung verbundene piezoelektrische Konstante e;s. Die Wellenausbreitungsbe-
rechnung ist nach Einschatzung von Lenglet et al. die fur diese Lastfalle einfachere Me-
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thode im Vergleich zur Einheitszellenmethode und zwar aufgrund der Kompliziertheit
der notwendigen Randbedingungen an der EZ. Wie in Kapitel 4 gezeigt wird, unterschei-
den sich die Randbedingungen fir die verschiedenen Einheitslastfalle bei entsprechender
Formalisierung jedoch nicht dem Wesen nach.

In den Arbeiten von Berger et al. [2005, 2006] werden wie durch Pettermann et al. [2000]
far die EZ allgemeine Randbedingungen konstruiert, um den vollstandigen linearen pie-
zoelektrischen Materialparametersatz fir Piezoverbundmodule mit zylindrischen Piezofa-
sern zu bestimmen. Berger et al. [2006] verwenden dabei keine Masterknoten, sondern
Zwangsbedingungen zwischen den Knoten gegeniberliegender Rander, wobei dieses
Grundkonzept fur die verschiedenen betrachteten Lastfalle stark spezialisiert wird. Berger
et al. [2010] wenden diese Methodik auch fur Piezofaserverbunde mit zufallig verteilten
Fasern an. Die EZ enthdlt in diesem Fall mehrere statistisch verteilte Fasern. Auch Frohlich
[2001] verwendet stochastisch zusammengesetzte reprasentative Volumenelemente um
effektive Materialparameter piezoelektrischer Polykristalle, ausgehend von einer zufalli-
gen Orientierung der Kristallkdrner, zu bestimmen.

Weitere Autoren wie z.B. Enab [2009]; Deraemaeker et al. [2009, 2010] nutzen den
Ansatz von Berger et al. [2006] bzw. eine vergleichbare Methodik, um die effektiven Ma-
terialparameter spezieller Anordnungen (hexagonale EZ bei Enab) bzw. spezieller Piezo-
verbundmodule (wie z. B. MFC bei Deraemaeker et al.) zu bestimmen. Deraemaeker et al.
spezialisieren den allgemeinen Ansatz, indem die Periodizitat des Piezoverbundmoduls
nur in einzelnen Koordinatenrichtungen berlcksichtigt wird bzw. die Normalspannung
in Dickenrichtung des MFC vernachlassigt wird.

Bei Deraemaeker et al. [2010] wird auch explizit das Problem innerhalb der EZ liegender
Elektroden adressiert. Bei der Einkopplung des elektrischen Feldes Gber Elektroden, die in-
nerhalb der zu betrachtenden EZ liegen (z. B. Interdigitalelektroden bei MFC), entspricht
die Feldeinkopplung fur die Homogenisierungslastfalle an den Randern der EZ nicht den
realen Gegebenheiten. Deraemaeker et al. verwenden deshalb Makrovariablen fur das
elektrische Potential und die elektrische Ladung an den Elektroden fur die elektrischen
Homogenisierungslastfalle. Ahnliches Vorgehen wurde auch bereits durch Beckert et al.
[2001] fur piezobeschichteten Fasern und den Autor der vorliegenden Arbeit fir Piezo-
hohlfasern [Kranz et al. 2005] praktiziert.

Allen aufgefihrten Arbeiten ist gemeinsam, dass die Auswertung der Lastfalle an der
EZ Uber die Bestimmung von mittleren Spannungen und elektrischen Flussdichten bei
vorgegebenen mittleren Dehnungen und elektrischen Feldstarken erfolgt. Eine in der
vorliegenden Arbeit demonstrierte Alternative ist die energetische Aquivalenz von inho-
mogener EZ und effektivem Material, wie sie fir mechanische Verbundmaterialien durch
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Hill [1963] angegeben wurde. Die formale Erweiterung der Hill-Mandel-Bedingung auf
piezoelektrische Materialien wird durch Hori et al. [1998] und auch He [2004] hergelei-
tet. Wie Hori et al. und He zeigen, entspricht die auf Grundlage von gemittelten Bean-
spruchungen (Spannungen und Verzerrungen sowie elektrische Feldstarken und Fluss-
dichten) ermittelte elektrische Enthalpie der gemittelten elektrischen Enthalpie unter der
Voraussetzung homogener Randbedingungen (s. [Hori et al. 1998, Gleichung (8)] bzw.
[He 2004, Gleichungen (9) und (10)]):

T,'J'S,’J'—D,‘E,‘:é/ (T,'J'S,'J'—D,E,‘) ds2 mit: /,j€{1,2,3} (31)
2
gilt genau dann, wenn gilt:

0= / [(U, — §UXJ)(T,J f'lJ' — 7__,'J' nj) — (d) — E,‘X,‘)(D,‘ ni — D,' n,-)] dr . (32)
r

Das heift, die Betrachtung der gemittelten Beanspruchungen ist bei Gewahrleistung ho-
mogener Randbedingungen der Betrachtung der gemittelten Enthalpie dquivalent. Die
energiebasierte Auswertung erscheint allerdings vorteilhafter bei der Umsetzung bzw.
Formalisierung der Methodik wie in Kapitel 4 gezeigt wird. Zudem kdnnen bei direkter
Auswertung der elektrischen Enthalpie ebenso Einheitszellen mit im Inneren liegenden
Elektroden betrachtet werden.

Die diskutierten Arbeiten zur Modellbildung fir Piezoverbundmodule beschranken sich
auf die Bestimmung der effektiven Materialparameter. Eine Ermittlung von Beanspru-
chungen der Piezoverbundmodule auf Grundlage der effektiven Materialparameter er-
folgt nicht.

Die energiebasierte Auswertung insbesondere bei Verwendung von Einheitslastfallen
kann auch zur Bestimmung der Beanspruchungen der Piezoverbundkomponenten ge-
nutzt werden. Dies wurde nach Kenntnis des Autors fir piezoelektrische Verbunde bis-
her noch nicht ausgefthrt. Schmidt [2001] stellt dieses Verfahren der Lokalisierung der
Beanspruchungen fur elastische Strukturen und eine Umsetzung mit dem FEM-System
ANSYS® am Beispiel von Fichtenholz vor. In der vorliegenden Abhandlung wird die
Methodik, aufbauend auf der Arbeit von Schmidt [2001] und eigenen Arbeiten [Kranz
et al. 2005, 2006], auf piezoelektrische Verbunde ausgeweitet.
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3.2 Zustandsraum und Modellreduktion fiir
piezoelektrische Modelle

Entsprechend dem Einsatz piezoelektrischer Materialien in dynamischen Anwendungen
wird auch das dynamische Verhalten von piezoelektrischen Systemen untersucht und
modelliert.

Hagood et al. [1990] entwickeln auf der Grundlage von Ritz—Vektoren zur rdumlichen
Diskretisierung des piezoelektrischen Kontinuums ein Zustandsraummaodell fUr potential-
und ladungserregte piezoelektrische Systeme. Sie verwenden dieses Zustandsraummo-
dell eines Balkens mit piezoelektrischen Elementen zur Ankopplung einer elektrischen
Schaltung fur eine Widerstandsdampfung bzw. eine Verschiebungsrtckfihrung im gere-
gelten Betrieb. Im Vergleich mit Experimenten stellen Hagood et al. Abweichungen bei
der Abbildung der Nullstellen der Ubertragungsfunktionen fest, die mit der Beschran-
kung auf wenige Ritz—Vektoren begriindet werden.

Von Agnes [1995] wird fir eine mit einem Piezoelement ausgeristete Platte analytisch
ein modales Modell hergeleitet. In das Modell geht dabei nur eine Wirkrichtung des
Piezoelementes ein. Angewandt wird das Modell zur Untersuchung simultaner aktiver
und passiver Schwingungsbeeinflussung.

In seiner Arbeit zur FE-Simulation von piezoelektrischen Strukturen geht Piefort [2001]
auch auf die Uberfiihrung des FE-Modells in ein Zustandsraummodell ein. Piefort be-
trachtet dabei potentialerregte Systeme, die er mittels modaler Transformation und mo-
daler Reduktion behandelt. Die Ubertragungsfunktion des Verhéltnisses von Sensorla-
dung/Sensorstrom und elektrischer Aktorspannung als MaB fir die elektrische Admit-
tanz bzw. Impedanz des Systems korrigiert Piefort durch Verwendung einer Restmode
(>residual mode«). Auch Piefort stellt ohne diese Korrektur eine Nullstellenverschiebung
der Ubertragungsfunktion fest. Er weist auch auf die Auswirkungen dieser Nullstellenver-
schiebung fir den Regelungsentwurf hin.

Durch Reaves et al. [2003] wird die Konstruktion eines Zustandsraummaodells eines piezo—
mechanischen Systems auf Grundlage der Analogie von piezoelektrischem Verhalten und
Waérmeausdehnung beschrieben. Wie durch Coté et al. [2004] gezeigt wurde, fuhrt diese
Analogie fur statische und dynamische Simulationen zu identischen Ergebnissen im Ver-
gleich zu vollstandigen piezoelektrischen Modellen. Allerdings beschrankt die Formulie-
rung des Warmeausdehnungsverhaltens z. B. im FEM-System ANSYS® die Anwendung
auf die Normaldehnungskomponenten der piezoelektrischen Kopplung. Die Impedanz
des piezo—mechanischen Systems wird bei Nutzung der Warmeausdehnungsanalogie
nicht betrachtet.
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Auch Becker et al. [2006] untersuchen wie Hagood et al. [1990] die Ankopplung einer
elektrischen Schaltung fur eine Widerstandsdampfung eines piezo—mechanischen Sys-
tems. Sie verwenden dafur eine modal reduzierte Zustandsraumbeschreibung ohne stati-
sche Korrektur bzw. ohne Korrektur durch Restmoden. Fur die Untersuchung des Damp-
fungseinflusses einer passiven elektrischen Widerstandsschaltung ist solch eine Korrek-
tur nicht zwingend erforderlich, da die Widerstandsdampfung auf die Resonanzbereiche
der betrachteten Moden abgestimmt wird. Statisches Niveau und mégliche Nullstellen-
verschiebung der Ubertragungsfunktionen sind fur die Widerstandsdamfung nicht von
primarem Interesse.

Einen wesentlichen Beitrag zur effizienten Modellierung piezo-mechanischer Strukturen
leisten Collet und Cunefare [2008]. Sie konzipieren ein Vorgehen zur Ableitung eines
piezoelektrischen Superelementes. Superelemente sind in der FE-Methode Modellstruk-
turen, die mit einer wesentlich reduzierten Anzahl von DOF ein im jeweiligen Anwen-
dungsbereich dquivalentes Verhalten im Vergleich zu einem vollstandig vernetzten Mo-
dell erzielen. Aufbauend auf der heutzutage wahrscheinlich am haufigsten eingesetz-
ten Methode zur dynamischen Modellreduktion in der Strukturdynamik nach Craig und
Bampton [1968] (vgl. auch [Craig et al. 1976], >Component mode synthesis< in [ANSYS])
erweitern Collet et al. den Transformationsansatz aus mechanischen Eigenmoden und
mechanischen statischen Moden entsprechend Craig und Bampton um statische Moden
der elektrischen DOF. Sie erreichen damit fur potentialerregte piezo—mechanische Syste-
me eine korrekte Abbildung der Impedanz. Eine explizite Nutzung dieser Reduktionsme-
thode fur eine Zustandsraumbeschreibung wird durch Collet et al. nicht ausgefuhrt.

Ashwin et al. [2009] folgen einem dhnlichen Reduktionsansatz wie Craig und Bampton
mit mechanischen Eigenmoden und mechanischen statischen Moden, wenden diesen
Ansatz aber auf ein piezo-mechanisches Modell an. Sie separieren dadurch die passi-
ve Struktur von dem aktiven, piezoelektrischen Teilsystem. Da sie in der zugrundegeleg-
ten Bewegungsgleichung als elektrische Parameter Aktorpotential (ErregungsgroéBe) und
Sensorpotential (ErgebnisgroBe) verwenden, und die elektrische Ladung explizit nicht
auftritt, stellt sich die Frage der korrekten Impedanzabbildung bei der Modellreduktion
nicht. Ashwin et al. konnen fur ihren Modellansatz deshalb (anders als Collet et al.) auf
elektrische Moden verzichten, sind in ihren Modellaussagen damit aber auch auf das
mechanische Teilsystem beschrankt.

Thomas et al. [2009] entwickeln eine FE-Formulierung fur diinne, flachige piezoelektri-
sche Elemente mit Elektroden auf den jeweiligen Ober- und Unterseiten. Sie nutzen dabei
als diskrete elektrische Variablen das Potential und die Ladung an den Elektroden der pie-
zoelektrischen Elemente. Interne elektrische DOF treten in diesem Modell nicht auf. Mit
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Hilfe einer modalen Zerlegung reduzieren Thomas et al. das FE-Modell. Da sie das redu-
zierte Modell in erster Linie wie z.B. auch Becker et al. [2006] fur die Abbildung einer
Widerstandsdampfung nutzen, diskutieren sie das Problem der Nullstellenverschiebung
infolge der modalen Reduktion nicht.

Ein alternatives Vorgehen verwenden Dinkler et al. [2010] zur effizienten Simulation pie-
zoelektrischer Elemente. Auf analytischem Wege beschreiben sie die elektro-mechani-
sche Kopplung von dinnen, zylindrischen Piezoplatten, die in Dickenrichtung polarisiert
sind, und binden die analytischen Losungen als Kompatibilitatsbedingungen auf dem
Rand zwischen dem piezoelektrischen Bereich und der passiven Plattenstruktur ihres Ge-
samtmodells ein. Dinkler et al. erzielen mit dieser Makroelementformulierung eine sehr
gute Ubereinstimmung im Vergleich zu einem vollstandig vernetzten Modell. Diese be-
rechnungseffiziente Methode ist allerdings auf die betrachteten diinnen, zylindrischen
Piezoelemente beschrankt. Auf allgemeine Geometrien piezoelektrischer Elemente sind
die analytischen Lésungen nicht zu Ubertragen.

Neben der modalen Reduktion, die vor allem im Bereich der Strukturdynamik ange-
wandt wird, existieren weitere Modellreduktionsverfahren, deren Eignung fur piezo—me-
chanische Modelle noch Untersuchungsgegenstand ist. Aufgefihrt seien hier Krylov—
Subspace—-Approximation [Bai 2002; Han et al. 2005; Rudnyi et al. 2006] und ba-
lancierte Realisierung [Benner 2006; Bonin et al. 2009], die aus dem Bereich der Rege-
lungstechnik stammen.

Zum Beispiel wenden Kurch et al. [2009] die Krylov—Subspace—Approximation zur effi-
zienten Modellbildung einer mit piezokeramischen Elementen ausgerlsteten Platte wie-
derum mit dem Anwendungsziel einer Widerstandsdampfung an. Unglnstig erscheint,
dass nach der Modellreduktion des piezo—mechanischen Systems die Singularitat der Ge-
samtmassenmatrix noch behandelt werden muss.

Aus Sicht der ingenieurtechnischen Anwendung bieten diese fir die Strukturdynamik
neuen Reduktionsverfahren ein groBBes Potential. hre Akzeptanz wird allerdings dadurch
erschwert, dass die physikalische Bedeutung der modellbeschreibenden ZustandsgréBen
verloren geht.

Aus der vorgestellten Literaturtibersicht ist ersichtlich, dass im Bezug auf die effiziente
dynamische Simulation von piezo—mechanischen Systemen die folgenden Punkte von
Bedeutung sind:

e Eine Zustandsraumbeschreibung ist als Schnittstelle zur Regelungstechnik und zum
Schaltungsentwurf ein wesentliches Werkzeug.

e Eine Modellreduktion, die aufbauend auf einer modalen Zerlegung des Systems
sowohl| das mechanische als auch das elektrische Teilsystem korrekt abbilden soll,
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muss auch statische Moden des elektrischen Teilsystems in die Reduktionsbasis
einbeziehen.

e FiUr die Abbildung elektrodierter Piezoelemente sind das elektrische Potential und

die elektrische Ladung an den Elektroden die wesentlichen elektrischen Variablen
des Modells.

e Eine aufgeteilte Betrachtung von passivem mechanischen Teilsystem und aktivem

piezoelektrischen Teilsystem fuhrt zu einem effizienten Gesamtmodell.

3.3 Entwicklungsbedarf

Die Erorterung des aktuellen Standes der Forschung zur Ermittlung effektiver Material-
parameter und zur effizienten dynamischen Modellbildung piezo-mechanischer Systeme
l&sst auch Defizite erkennen, insbesondere im Hinblick auf die Anwendung fir Piezover-
bundmodule:

e Eine Beanspruchungsermittlung fir die Komponenten der Piezoverbundmodule

unter Verwendung von effektiven Materialparametern wurde bisher nicht realisiert.

Die Zustandsraumbeschreibungen verwenden lediglich VerschiebungsgréBen als
mechanische AusgangsgréBen. Eine Betrachtung von Verzerrungs- bzw. Beanspru-
chungsgréBen erfolgt bisher nicht. Es wird in den dynamischen Modellen im We-
sentlichen die Wirkung der Piezoelemente auf die passive Struktur untersucht, je-
doch nicht die mechanische Rickwirkung im Bezug auf die Beanspruchung der
Piezokomponenten.

Bei der Ausfiihrung der Modelle erfolgt fast ausschlieBlich eine Beschrankung auf
potentialerregte Systeme, obwohl durch Hagood et al. [1990] auch der Fall der
ladungserregten Systeme eingefiihrt und besprochen wurde. Fir die experimen-
telle Umsetzung der Anregung von piezoelektrischen Systemen mit gesteuerten
Stromquellen (Stromverstarker) ist eine Modellbildung fir Ladungserregung von
wesentlicher Bedeutung. Der Einsatz von Stromquellen bei der Ansteuerung von
Piezoaktoren gewinnt zunehmend an Bedeutung, da damit ein verringertes Hyste-
reseverhalten erzielt wird [Dorlemann et al. 2002].

Den Anwendungsschwerpunkt fur die Demonstration der von den verschiedenen
Autoren entwickelten dynamischen Modelle bilden dinne, massive, piezoelektri-
sche Platten, die mit einem elektrischen Feld in Dickenrichtung angesteuert werden.
Piezoverbundmodule werden in diesem Zusammenhang bisher nicht behandelt.
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Aus der vorangehenden Darstellung ist ersichtlich, dass sich das Ziel dieser Abhandlung,
effiziente Berechnungsmodelle fur Piezoverbundmodule unter Bertcksichtigung von dy-
namischer Betrachtung und Beanspruchungsermittlung zu schaffen, in die aktuelle Ent-
wicklung einordnet und die angesprochenen Schwachstellen aufnimmt.
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4 Beanspruchungsermittlung fur
piezo-mechanische Verbunde

4.1 Problembeschreibung und Losungsansatz

Wie in der Einleitung bereits erwahnt, werden in piezoelektrischen Verbundstrukturen
in erster Linie piezokeramische Elemente mit geringer Dicke (100 pm-GréBenordnung)
verwendet, damit die erforderlichen elektrischen Ansteuerspannungen (bei Verwendung
des piezoelektrischen Verbundes als Aktor) vergleichsweise gering gehalten werden kon-
nen. Damit tritt bei der Anwendung der piezoelektrischen Verbunde in Bauteilen und
Systemen des Maschinen- und Fahrzeugbaus ein betrachtlicher Dimensionsunterschied
zwischen Gesamtstruktur und Piezoelementen in der GréBenordnung von funf Zehner-
potenzen auf.

Fur eine effiziente Simulation des Verhaltens solcher Strukturen mittels FEM ergibt sich
die Schwierigkeit der abgestimmten ortlichen Diskretisierung. Eine Diskretisierung das
Gesamtbauteiles in der GréBenordnung der Piezoelemente ist im Allgemeinen nicht még-
lich. Dies wirde unverhaltnismaBig groBe und aufwendige Modelle generieren. Deshalb
ist die Verwendung gemittelter Materialparameter notwendig. Diese gemittelten (effek-
tiven) Materialparameter erhalt man durch Homogenisierung. Mit den effektiven Ma-
terialparametern lasst sich ein Modell aufbauen, das in seiner Ortsdiskretisierung nicht
mehr von den realen Abmessungen der piezoelektrischen Basiselemente des Verbundes
abhangig ist.

Da fur Piezoverbundmodule wie z.B. d33-MFC und die im SFB/TRR 39 entwickelten
Piezo—Metall-Module nicht nur die Abmessungen der piezoelektrischen Basiselemente,
sondern auch der Elektrodenabstand ein wesentliches Kriterium der Ortsdiskretisierung
darstellt, muss das vereinfachte Modell auch die elektrische Lasteinleitung »homogeni-
sieren«. In Bild 4.1 ist die erforderliche Modelltransformation schematisch dargestellt.

Detailmodell Gesamtmodell

7
A¢‘ma| —
[, O— —— Apgsb —O

Bild 4.1: Modelltransformation durch Homogenisierung
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Es ist simulationstechnisch erstrebenswert, die elektrische Anregung des Piezoverbund-
moduls durch ein einzelnes Elektrodenpaar an den duBeren Randern des Moduls zu mo-
dellieren. Bei Verwendung der realen elektrischen Ansteuerspannung an diesem effekti-
ven Elektrodenpaar muss der veranderte Elektrodenabstand durch Anpassung der Mate-
rialparameter korrigiert werden, um das reale elektrische Feld abzubilden ®

Alternativ dazu kann die effektive elektrische Ansteuerspannung als Produkt der realen
Ansteuerspannung und der Anzahl der parallel geschalteten Elektrodenpaare gewahlt
werden.

Bei der Wahl der elektrischen Randbedingungen zur Homogenisierung der Materialpara-
meter ist die Art der gewahlten elektrischen »Lasthomogenisierung« zu beachten.

4.2 Homogenisierung der Materialparameter
4.2.1 Energiebasierte Einheitszellenmethode

Grundlage der in dieser Abhandlung vorgestellten Methode zur Homogenisierung der
Materialparameter ist die Einheitszellenmethode. Diese Homogenisierungsmethode er-
mittelt die Materialkennwerte des effektiven Materials aus dem Verformungsverhalten
eines reprasentativen Teilvolumens des Verbundes. Die Existenz einer Einheitszelle setzt
eine Periodizitat innerhalb des Verbundes voraus. Diese Periodizitat kann in den meisten
Fallen zumindest naherungsweise angenommen werden.

Kernpunkt der hier dargelegten Variante der Einheitszellenmethode ist die Gleichheit
der (verallgemeinerten) potentiellen Energie der betrachteten inhomogenen Einheitszelle
(EZ) und eines dimensionsgleichen homogenen Materialvolumens (EZnomo) Mit effektiven
Materialparametern. Fur die elastischen Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitskoeffizienten
eines Verbundes wurde diese Grundidee z.B. durch Schmidt [2001] unter Verwendung
der elastischen Formanderungsenergie vorgestellt und am Beispiel von Fichtenholz aus-
geflhrt. In der vorliegenden Abhandlung wird die Erweiterung des Verfahrens fur piezo-
elektrische Materialien behandelt.

Im Vergleich zur Mittelwertbildung fur die Spannungen und Dehnungen (wie z. B. durch
Berger et al. [2005, 2006] verwendet) gestattet die energiebezogene Betrachtung eine
strengere Formalisierung des Berechnungsablaufes und der Auswertung der zugrunde-
liegenden FE-Simulationen. Die energiebezogene Betrachtung eréffnet die Moglichkeit
vereinfachter Abschatzungen (vgl. Anhang B), die bei der Diskussion der elektrischen

8Diese Mdglichkeit wurde z. B. von Peter-Christian Eccardt, Schulungsreferent der CADFEM GmbH, beim Semi-
nar »ANSYS Piezoelektrizitat 03.07.2002« flr Piezostapelaktoren vorgeschlagen.
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Randbedingungen fir die EZ (s. Abschnitt Einheitszelle mit Elektroden auf Seite 53) von
Bedeutung sind.

Fur piezoelektrische Materialien wird die elektrische Enthalpiedichte H als zugrundelie-
gendes thermodynamisches Potential betrachtet. Sie kann in die volumenspezifischen
Energiedichten der elastische Formanderung Wei,s, des elektrischen Feldes Weiex und der
piezoelektrischen Kopplung Whie, aufgeteilt werden [vgl. z. B. lkeda 1996]:

1 ) ,

H=> [ T'S _ D'E ] 4.1)

H:% [(5'c%'s —E'es)—(s'e'E+ E'e” ) 4.2)

H:%S/CES - E'es —%E’eSE 4.3)
—— ———

H= Welas - Wpiez — Week - (44)

Die einzelnen Energiedichteanteile der EZ werden mit den lokalen mechanischen Ver-
zerrungen S(x) und dem lokalen elektrischen Feld E(x) anhand eines FE-Modells fir
verschiedene Lastfalle bestimmt:

Worns(x) = %s’(x) E(x)S(x) (4.5)
Wiez(x) = E'(x)e(x) $(x) (4.6)
Wi (x) = %EI(X)ES(X)E(X) , @.7)

wobei sich die Gesamtenthalpie der EZ aus der Summation Uber alle finiten Elemente der
EZ ergibt:

/ HdQ = Z (We\as,elem - Wpiez.e\em - elek,e\em) Qelem . (48)
EZ elem

Die elektrische Enthalpie der EZ soll der elektrischen Enthalpie des homogenen Material-
volumens EZomo Mit effektiven Beanspruchungen S, E und effektiven Materialparame-
tern ¢, &, € entsprechen:

/ HdQ2 = (Welas - Wpiez - Welek) a2
EZ EZ

— [ Hao= <%§’EE§—E"E§—

E’e—SE> Qer . 4.9)
Ezhomo
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Die effektiven Materialparameter €5, & und &° sind bei Vorgabe der effektiven Beanspru-
chungen § und E durch Randbedingungen an der EZ die einzigen Unbekannten der
Gleichung (4.9) und kénnen aus dem Gleichungssystem der Lastfélle bestimmt werden.

Je nach konkreter Richtungsabhangigkeit des makroskopischen Verhaltens des piezo—me-
chanischen Verbundes wird eine unterschiedliche Anzahl unabhangiger Lastfalle beno-
tigt, um alle Komponenten der Materialparametermatrizen &, & und & zu bestimmen.

4.2.2 Makroskopisch orthotropes Verhalten des Piezoverbundes

Die Richtungsabhdngigkeit des Materialverhaltens des piezo—mechanischen Verbundes
hangt zum einen von der Polarisationsrichtung der piezoelektrischen Komponenten des
Verbundes ab. Zum anderen ist die Ausrichtung und Anordnung der piezoelektrischen
Komponenten und der Elektroden im Verbund wesentlich fir die Richtungsabhangigkeit
des makroskopischen (effektiven) Materialverhaltens.

Da in technisch relevanten Piezoverbunden wie z. B. Piezostapelaktoren, MFC oder auch
neuartigen Piezokompositaktoren [Gebhardt et al. 2005] die piezoelektrischen Elemente
in der Regel parallel zueinander angeordnet sind und in einer isotropen Matrix eingebet-
tet sind, kann man fir die Anisotropie des makroskopischen (effektiven) Materialverhal-
tens im Allgemeinen Orthotropie ansetzen. Fur verschiedene Piezoverbundmodule ist
eine weitere Eingrenzung auf tetragonales oder hexagonales (bzw. transversal isotropes)
Verhalten méglich.

Zur Beschreibung eines orthotropen piezoelektrischen Materials sind entsprechend Glei-
chung (4.10) neun unabhangige elastische Konstanten, finf piezoelektrische Konstanten
und drei dielektrische Konstanten erforderlich.

Das effektive Material wird beschrieben durch:

T1 ¢k e & o o o 0 0 & S
T, & & & o o0 o 0 0 —&p S,
Ts & & & 0 0 0 0 —&33 Ss
Ta 0 0 0 & o0 o 0 —&; O S,
Ts | = 0 0 o0 0 & o -& o 0 Ss
Ts 0 0 0 0 0 & o 0 0 Ss
D1 0 0 0 0 & 0 &y 0 0 E:
Ds 0 0 0 & 0 0 0 £, 0 E,
Ds 81 & &3 0 0 O 0 0 &5, Es

(4.10)
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Aus diesem Materialgesetz leiten sich die Energiedichteanteile der EZomo in Abhangigkeit
von den effektiven Verzerrungen bzw. dem effektiven elektrischen Feld her:

_ 1 _ _ _ _ _ .
Welas = = (55 52+ 55,° +c55° 426555, +2855.5;

2
128555+ e 5 + 550 + o §62) (4.11)
Woiez = 831 E351 + 83035 + 83 E3 S5 + 80 E2Sa + 815 E1 S (4.12)
i _l/(s =0 s gz2 s g2
Welek = 5 EnEil” +En " +E33E3 . (4.13)

Aus diesen Energiedichtegleichungen ist ersichtlich, dass Einheitslastfalle fur die effekti-
ven Verzerrungen S, = 5, bzw. das effektive elektrische Feld £, = E} so konstruiert
werden kénnen, dass jeweils nur ein unbekannter effektiver Materialparameter »aktiv«
ist. Damit kdnnen alle effektiven Materialparameter unmittelbar aus der mit dem FE—
Modell der EZ ermittelten elektrischen Enthalpie bestimmt werden.

In der Tabelle 4.1 sind samtliche Einheitslastfalle aufgefihrt, die zur Bestimmung der
effektiven Materialparameter eines orthotropen piezoelektrischen Verbundes verwendet
werden.

4.2.3 Randbedingungen der Einheitszelle

Die Randbedingungen der EZ missen

o die effektiven Verzerrungen S bzw. das effektive elektrische Feld E als normierte
auBere Last der EZ vorgeben und

e die Periodizitat der EZ gewahrleisten.

Bei der Formulierung der elektrischen Randbedingungen ist die Platzierung der Elektro-
den in Bezug auf die betrachtete EZ zu berticksichtigen. Dazu werden zwei Falle unter-
schieden:

1. Die Elektroden sind nicht Bestandteil der EZ. Die Einkopplung des elektrischen Fel-
des erfolgt in Bezug auf die EZ von auBen. Dieser Fall ist z. B. fur die durch Steinhau-
sen [2002] untersuchten piezoelektrischen 1-3—Komposite fur Ultraschallwandler
relevant.

2. Die Elektroden sind, wie die piezoelektrischen Basiselemente des Verbundes, peri-
odisch angeordnet und bestimmen damit die EZ in gleicher Weise wie die piezo-
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Tabelle 4.1: Einheitslastfalle zur Bestimmung der effektiven Materialparameter eines orthotropen

piezoelektrischen Verbundes

F S & & § S & B B E zu bestimmender effektiver
Materialparameter Energieanteil
1 1 0o 0o 0 0O O 0O 0 O g
2 0 1 0 0 0 O 0 0 O 3
3 0 0 1 0 0O 0O O 0 © ek,
4 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ek,
5 0 0 0 0 1 0 0 0 © cE Weas
6 0 0 0 0O O 1 0 0 0 &
7 1. 1 0 0 0 0 0 0 0 ek
g 1. 0 1 o0 0 0 0 0 © ek,
9 0 1 1 0 0 0 0 0 0 62E
1 0o o o0 0 0 O 1 0 O &,
M o o 0 0O O 0O 0 1 0 &, } Wetek
2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 £,
13 0 0 1 0 0 0 0 0 1 &3
14 1 0 0 0 0 0 0 0 1 &31
5 0o 1 0 0 0 0 0 0 1 & Wiez
16 0 0 0 0 1 0 1 0 0 &5
17 ¢} ¢} 0 1 0 0 0 1 0 &4

elektrischen Basiselemente. Die Elektroden sind Bestandteil der EZ. Die Einkopp-
lung des elektrischen Feldes erfolgt in Bezug auf die EZ von innen. Dies trifft z.B.
auf die d33—MFC und die im SFB/TRR 39 entwickelten Piezo—-Metall-Module zu.

Einheitszelle ohne Elektroden

Die Periodizitat der EZ wird durch Zwangsbedingungen zwischen den DOF der zugeord-
neten Rander der EZ gewahrleistet. Dabei reprasentieren die inhomogenen Anteile der
Zwangsbedingungen die aufzupragenden effektiven Verzerrungen bzw. das effektive
elektrische Feld. Fiir die Beziehungen der DOF an den Randern x; = x? = konstant gilt:

Ul(Xf +lkz1, %, X3) — U1(X§),X2,X3) =715

S
Uz(Xf +lkz1, %, X3) — U2(X§),X2,X3) =lz1 76
0 ) Ss
us(xy + ez, %0, x3) — us(x7, X2, X3) = ez 1 >

¢(X§) +lkz1,%,x3) — ¢(X{)v x2,x3) = lkez1Ex

(4.14)
(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Detailmodell EZ EZhomo

! Agez l

Bild 4.2: Ausrichtung des elektrischen Feldes in EZ und EZnome bei d33—MFC (Die im Bild gegen-
tberliegenden Elektroden liegen jeweils auf gleichem Potential. Dies wird durch Verwen-
dung gekoppelter interdigitaler Fingerelektroden auf Ober- und Unterseite erreicht.)

wobei 5, und E; die effektiven Verzerrungen und Feldstirken in den entsprechenden
Koordinatenrichtungen angeben und fez1 die Lange der EZ in 1-Richtung bezeichnet
[vgl. Schmidt 2001; Berger et al. 2005].

Fir die Rénder xo = x§ = konstant und x3 = x§ = konstant lassen sich entsprechende
Beziehungen angeben.

Die Umsetzung der DOF-Beziehungen im FEM-System ANSYS® erfolgt mittels soge-
nannter Zwangsgleichungen (>constraint equationss), deren inhomogene Anteile lastfall-
spezifisch angepasst werden.

Mit der Lastfalltabelle 4.1, den Energiedichtegleichungen (4.11) bis (4.13) und den Rand-
bedingungsgleichungen (4.14) bis (4.17) sind die Grundlagen zur Bestimmung effektiver
Materialparameter eines makroskopisch orthotropen piezoelektrischen Verbundes gege-
ben. Bei Anpassung hinsichtlich anderer Anisotropie des Verbundes (tetragonales oder
hexagonales Verhalten) reduziert sich die Anzahl der erforderlichen Einheitslastfalle. Ei-
ne Anpassung hinsichtlich eingeschrankter Periodizitat (z. B. bei ebenen bzw. flachigen
Verbundstrukturen wie z.B. MFC) ist durch Eliminierung der entsprechenden Periodizi-
tatsbedingungen in den Randbedingungsgleichungen (4.14) bis (4.17) moglich. Ebenso
wird eine Spezialisierung in Bezug auf den Beanspruchungszustand (ebener Spannungs-
oder Dehnungszustand) durch Nullsetzen der entsprechenden Beanspruchungskompo-
nenten erzielt.

Einheitszelle mit Elektroden

Bei Piezoverbundmodulen wie z. B. interdigital elektrodierten MFC, deren Elektroden in-
nerhalb der zu betrachtenden EZ liegen, entspricht die reale Ausrichtung des elektrischen
Feldes (und damit auch die Polarisationsrichtung) nicht zwangslaufig dem elektrischen
Feld, wie es im homogenisierten Modell an den Randern der EZ eingepragt wird (vgl.
Bild 4.2).
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Fur die Piezoverbundmodule mit inneren Elektroden ist die Homogenisierung auf Grund-
lage eines geeigneten Postulates Uber die Zuordnung des realen elektrischen Feldes zum
effektiven elektrischen Feld der EZ auszufiihren. Dieses Postulat betrifft sowohl die Aus-
richtung als auch die GréBe des elektrischen Feldes.

Fur interdigital elektrodierte d33—MFC entspricht die Faserlangsachse der hauptsachlichen
Polarisations- und Feldrichtung mit lokalen Abweichungen im Bereich nahe der Elektro-
den. Deshalb ist es sinnvoll, die Faserlangsachse als Polarisations- und Feldrichtung der
homogenen EZpomo zU betrachten [Deraemaeker et al. 2010]. Fur piezobeschichtete Fa-
sern [Beckert et al. 2001] oder Piezohohlfasern [Kranz et al. 2005], die radial Uber die
Dicke der Schicht bzw. Hohlfaser elektrodiert sind, ist eine exakte Ubertragung der lokal
veranderlichen Polarisations- und Feldrichtung auf die EZnomo nicht méglich. Es ist eine
globale Richtung, z.B. die Faserldngsrichtung, als modellhafte Feldrichtung der EZpomo
festzulegen.

Bei Berlcksichtigung der realen Elektroden in der EZ sind die elektrisch relevanten Homo-
genisierungslastfalle nach Tabelle 4.1 so zu modfizieren, dass die Einkopplung des elek-
trischen Feldes nicht Gber die inhomogenen Anteile der Zwangsbedingung (4.17) erfolgt,
sondern durch Potentialvorgabe an den Elektroden. Fur diesen Fall erweist sich die unmit-
telbare Auswertung der elektrischen Enthalpie als vorteilhaft gegentber der Auswertung
auf Basis gemittelter BeanspruchungsgroBen, da bei unmittelbare Auswertung der elek-
trischen Enthalpie die Realisierung homogener Randbedingungen nach Gleichung (3.2)
nicht erforderlich ist. Ein Vergleich der Homogenisierung auf Basis gemittelter Beanspru-
chungsgréBen und auf Basis der Enthalpie wird fur einen eindimensionalen Verbund im
Anhang B (Abschnitt B.1) analytisch ausgefihrt.

In diesem Zusammenhang ist die Wahl der duBeren elektrischen »Lasthomogenisierung«
von Belang. Mit dem Ubergang von der realen Elektrodenstruktur auf die homogenisier-
te EZnomo andert sich der fur die elektrische Feldverteilung relevante Elektrodenabstand.
Damit variiert auch die spezifische elektrische Energie der EZ, was dem Grundgedanken
der Einheitszellenmethode von der energetischen Aquivalenz entsprechend ausgeglichen
werden muss. Zur Korrektur kénnen

a) die elektrische Potentialdifferenz A¢ und/oder
b) die feldrelevanten Materialparameter £° und e

angepasst werden. Diese beiden Korrekturmoglichkeiten sind aus den Bestimmungsglei-
chungen fur die piezoelektrische Energiedichte (4.12) und die dielektrische Energiedichte
(4.13) ersichtlich. Fur die dielektrische Energiedichte ergibt sich z. B. bei Betrachtung einer



Dissertation Burkhard Kranz 55

einzelnen Koordinatenrichtung und vereinfachender Substitution des elektrischen Feldes
durch E = A¢/b, wobei b den relevanten Elektrodenabstand bezeichnet:
1 s(A¢)°

Welek = 5 € b2

(4.18)

Das heiBt, sobald bei der Modellbildung von der realen Elektrodenstruktur des Piezover-
bundmoduls abgewichen werden muss bzw. wird (breai — bmoden), gibt s neben den
effektiven Materialparametern (£°, &) eine weitere freie GroBe A@mode = f(Areal) zur
Gewahrleistung der energetischen Aquivalenz der inhomogenen (EZ) und der homoge-
nen Einheitszelle (EZpomo). In diesem Fall ist fur die Angabe der effektiven Materialpara-

meter die Spezifizierung der zugehorigen elektrischen Last notwendig.

Eine mogliche Pramisse fur die Wahl der an den Randern der EZnomo anzusetzenden Po-
tentialdifferenz geht davon aus, dass mit der Homogenisierungsmethode bei materiali-
dentischen Verbundkomponenten, also quasi homogenem Verbund, als effektive Materi-
alparameter die tatsachlichen Materialparameter bestimmt werden. Dieser Ansatz kann
jedoch fur die Permittivitat und fur die piezoelektrischen Konstanten nur erreicht wer-
den, wenn der reale Elektrodenabstand bye, der halben Lange ez der EZ entspricht. Der
Ort der Elektroden im homogenen Verbund hat folglich einen wesentlichen Einfluss auf
die effektiven Materialparameter. Eine Ableitung und Diskussion dieses Ansatzes ist in
Anhang B (Abschnitt B.2) angegeben.

Ein anderer Ansatzpunkt ist die Gleichheit der Potentialdifferenz an den realen Elektroden
und an den Randern der EZyomo (Adreal = Adez). Bei diesem Vorgehen entsprechen die ef-
fektiven Materialparameter eines homogenen Verbundes sowohl fir die Permittivitat als
auch fur die piezoelektrische Kopplung nicht den tatsachlichen Materialparametern. An-
dererseits bietet dieser Ansatz eine geeignete Schnittstelle zur Abbildung der elektrischen
Last im Gesamtmodell (vgl. Problembeschreibung im Abschnitt 4.1). Voraussetzung ist,
dass die EZ genau ein Elektrodenpaar enthalt. Dadurch kann ein Gesamtmodell mit den
effektiven Materialparametern aufgebaut werden, das als globale elektrische Last Aggion
an den Randern des Moduls das Produkt aus realer Potentialdifferenz und der Anzahl
der parallel geschalteten Elektrodenpaare verwendet.

In Bild 4.3 wird diese zweistufige Modellierung verdeutlicht.

Fir die Ubertragung einer Ladungserregung von der Einheitszelle bzw. vom Homogeni-
sierungsmodell (Qez) auf das Gesamtmodell (Qgqi0b) liefert die Betrachtung der jeweiligen
elektrischen Kapazitat die entsprechende Beziehung. Ausgangspunkt ist die erforderliche
Gleichheit des elektrischen Feldes:
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Detailmodell n-EZ Homogenisierungsmodell
Ezhomo
o0—O
Gesamtmodell Apez = Adreal

o

Apgiob = n - Apez
Bild 4.3: Ubertragung der realen elektrischen Last auf EZ und Gesamtmodell

o

Ad)EZ A¢g|ob QEZ A lecb A
-~ . e, = 419
ez n-lez Adez £ ez Adglob € n- ez ( )
= Qez = Qgiob - (4.20)

Das heift, die anregende Ladung an den Stirnelektroden des Gesamtmodells Qgion €nt-
spricht der Ladung Qgz an der EZ bzw. an jedem Elektrodenpaar.

4.3 Lokalisierung der Beanspruchungen

Ein wesentlicher Vorteil der Betrachtung des vollstandigen Satzes von Einheitslastfallen
besteht in der unmittelbaren Bereitstellung von Phasenkonzentrationen fur die Beanspru-
chungen (Verzerrungen und Spannungen) und die elektrischen FeldgroBen (Feldstarke
und Flussdichte). Unter Phasenkonzentrationen werden in der vorliegenden Abhandlung
die Beanspruchungsfelder in der EZ aufgrund einer effektiven Einheitsbeanspruchung
entsprechend der Grundlastfélle 1...6 und 10...12 der Tabelle 4.1 verstanden. Diese
Phasenkonzentrationen werden benétigt, um aus den am Bauteilmodell mit den effekti-
ven Materialparametern ermittelten Beanspruchungen die lokalen Beanspruchungen der
Verbundkomponenten zu ermitteln. Erst die lokalen Beanspruchungen gestatten eine Be-
anspruchungsbeurteilung, wenn man Festigkeits- bzw. Bruchkennwerte der Basismate-
rialien zu Grunde legt.

Die Phasenkonzentrationen werden in dieser Abhandlung entsprechend Tabelle 4.2 be-
zeichnet.
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Tabelle 4.2: Bezeichnung der Phasenkonzentrationen

Symbol  Bedeutung

X5 Verzerrung Sy, in der EZ aufgrund einer effektiven Einheitsverzerrung S,
X5E Verzerrung S, in der EZ aufgrund eines effektiven Einheitsfeldes £}
Xpo Spannung T, in der EZ aufgrund einer effektiven Einheitsverzerrung S},
X F Spannung T, in der EZ aufgrund eines effektiven Einheitsfeldes £;
XES Feldstarke £, in der EZ aufgrund einer effektiven Einheitsverzerrung S),
XSE Feldstarke E; in der EZ aufgrund eines effektiven Einheitsfeldes EJ‘
XPs Flussdichte D; in der EZ aufgrund einer effektiven Einheitsverzerrung S,
X,.?E Flussdichte D; in der EZ aufgrund eines effektiven Einheitsfeldes EJ‘
Gesamtmodell EZ
) : o A
% A -
. —
o
X1
X1

Bild 4.4: Einordnung der Einheitszelle in den Gesamtverbund

Geht man davon aus, dass die EZ klein im Vergleich zum Volumen des Gesamtverbun-
des ist, bzw. klein in Bezug auf den Beanspruchungsgradienten im Gesamtverbund, so
ist die einzelne EZ als Teil des Gesamtverbundes konstanten Beanspruchungen an ihren
Randern ausgesetzt. Die Einheitslastfalle nach Abschnitt 4.2.2 liefern die Reaktion der
EZ auf eine konstante Einheitsbeanspruchung in der jeweiligen Richtung und an den
jeweiligen Randern der EZ.

Die konkrete Lage einer EZ im Gesamtverbund ist bei Verwendung von gemittelten Ma-
terialparametern nicht bekannt. Jeder materielle Punkt des homogenisierten Gesamtver-
bundes reprasentiert eine EZ (vgl. Bild 4.4). Zur Lokalisierung der Beanspruchungen wer-
den deshalb zwei Ortsvektoren verwendet: X zur Beschreibung des materiellen Punktes
des homogenisierten Gesamtverbundes und x zur Ortsauflésung in der EZ.

Die lokalen Verzerrungen S, (d. h. die Verzerrungen der Verbundkomponenten) am glo-
balen Ort x werden aus den effektiven Verzerrungen S, und den effektiven elektrischen
Feldstarken E; unter Verwendung der Phasenkonzentrationen X, und X;- ermittelt:

Su(x.x) = XES(X) S.(x) + XEJE(X) Ei(x)
mit: u, v € {1,2,3,4,5,6}undj € {1,2,3} . (4.21)
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Fur die lokalen mechanischen Spannungen T,, das lokale elektrische Feld E; und die
lokale elektrische Flussdichte D; gelten entsprechende Gleichungen:

Tu(X, x) = X0 (x) 50(%) + X (x) Ej(X) (4.22)
Ei(%,x) = X5 (x) 5u(%) + X55(x) E;(%) (4.23)
Di(%, x) = X2 (x) Su (%) + XPF(x) Ex (%) . (4.24)

Damit lassen sich samtliche Beanspruchungen der Verbundkomponenten aus den am
Gesamtmodell mit effektiven Materialparametern berechneten effektiven Beanspruchun-
gen ableiten.

4.4 Demonstrationsmodell Piezofaserverbund
Zur Demonstration der Methode und zum Vergleich mit den Ergebnissen anderer Auto-
ren wird in diesem Abschnitt die Homogenisierung mit der energiebasierten Einheitszel-

lenmethode auf einen Piezofaser-Epoxidharz—Verbund mit 60 % Volumenanteil Piezofa-
ser angewandt. In Bild 4.5 wird das verwendete FE-Netz der EZ dargestellt.

Matrix

Piezo

/3\1

Bild 4.5: Finite—Elemente-Netz der Einheitszelle eines Piezofaser-Epoxidharz—\Verbundes mit 60 %
Volumenanteil Piezofaser

Die verwendeten Materialparameter der Komponenten der EZ zur Beschreibung des
transversal isotropen Verhaltens nach Gleichung (2.23) wurden bei Berger et al. [2006]
entnommen und sind in Tabelle 4.3 aufgefihrt.

Bei der Berechnung der Einheitslastfalle nach Tabelle 4.1 wird eine Einheitsdehnung von
5., = 1 und ein elektrisches Einheitsfeld von E} = 10 GV/m angesetzt, damit fir alle
Lastfalle Energieanteile in der gleichen GréBenordnung ermittelt werden und die Mate-
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Tabelle 4.3: Materialparameter der Komponenten der Einheitszelle [Berger et al. 2006] und ef-
fektive Materialparameter cF, e und €5 des Piezofaser-Epoxidharz—\Verbundes mit
60 % Volumenanteil Piezofaser

Material G e G @5 G @ es1 €33 ers €3, €3,
GPa C/m? nC/(Vm)
PZT-7A 154,8 83,2 827 131,3 257 (358) —-2,12 9,52 9,35 4,065 2,079
Epoxidharz 8,0 44 44 8,0 1,8  (1,8) - - - 0,037 0,037
Verbund 25,0 8,8 11,8 54,6 6,7 4,6 —0,20 6,46 0,05 0,157 1,283

Tabelle 4.4: Effektive Materialparameter c®, h und B° des Piezofaser-Epoxidharz—\erbundes mit
60 % Volumenanteil Piezofaser

Referenz Gl e e, e G G ha1 ha3 his 65, 62,
GPa GV/m GVm/C
Gl. (4.9) 25,06 8,79 10,81 87,10 6,67 4,61 -—0,157 5,035 0,328 6,372 0,780

Berger 25,17 8,71 10,82 86,97 6,66 4,64 —0,157 5,034 0,328 6,364 0,781
Pettermann 25,19 8,76 10,84 87,10 6,70 4,64 —0,157 5,034 0,330 6,341 0,780

rialparameter mit vergleichbarer Genauigkeit bestimmt werden kénnen. Die ermittelten
effektiven Materialparameter sind ebenfalls in Tabelle 4.3 eingetragen.

Als Vergleichswerte stehen durch Berger et al. [2006] und Pettermann et al. [2000] er-
mittelte effektive Materialparameter fir den betrachteten Verbund zur Verfigung. Die-
se effektiven Materialparameter werden jedoch in Bezug auf die Materialbeschreibung
nach den Gleichungen (2.11)/(2.12) angegeben. Die Umrechnung wird entsprechend der
folgenden Gleichungen vorgenommen (s. auch Anhang A):

g5 = (es)—l (4.25)
h=p%€¢ (4.26)
P=cf+e'n . (4.27)

Der Vergleich der mit der energiebasierten Einheitszellenmethode bestimmten effektiven
Materialparameter und den Literaturangaben erfolgt in Tabelle 4.4. Es sind nur gering-
fagige Abweichungen festzustellen. Damit bestatigt sich die Gleichartigkeit der Homo-
genisierung mittels energiebasierter Einheitszellenmethode und bei Mittelung der Bean-
spruchungsgroBen.

Die Betrachtung der Energieanteile vereinfacht eine Erklarung besonderer Verbundmerk-
male. In Bild 4.6 sind z. B. die Energiedichten der elastischen Formanderung Weias und der
piezoelektrischen Kopplung W fiir den Lastfall einer effektiven Schubdehnung S} = 1
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STEP=4
SUB =1
TIME=4

[ (AVG)
DMX =.003799 DMX =.

01E+08 SMN =-.101E-11
SMX =.190E-09

Matrix
Matrix

169E-09
1190E-09

L637E+11
LT1TE+11

L462E+09
.591E+09
LT19E+09
.B4BE+09
L976E+09
L110E+10
L123E+10
L136E+10
.149E+10
L162E+10

-.129E+10
-.119E+10

.108E+10
~.983E+09
-.881E+09

.T80E+09
~.678E+09

.576E+09
~.475E+09
-.373E+09

BOCCRECNN  EEOCRRONN 2253

BOCCRECEN  EEOCRECEN

Bild 4.6: Energiedichten fir eine Einheitsverzerrung S}, = 1 (Schubdehnung) der Einheitszelle
eines Piezofaser-Epoxidharz—Verbundes mit 60 % Volumenanteil Piezofaser;
links:  Energiedichte der elastischen Formanderung (in J/m3),
rechts: Energiedichte der piezoelektrischen Kopplung (in J/m3)

(Lastfall 4 entsprechend Tabelle 4.1) dargestellt. Dieser Lastfall ist ein rein mechanischer
Lastfall, bei dem das effektive elektrische Feld und damit die effektiven Energiedichten
der piezoelektrischen Kopplung und des elektrischen Feldes verschwinden.

Aus den Abbildungen ist jedoch ersichtlich, dass fur die Piezofaser die Energiedichte der
piezoelektrischen Kopplung in der gleichen GréBenordnung auftritt, wie die Energiedich-
te der elastischen Formédnderung. Fir die Gesamtenthalpie, aus der sich der Schubmo-
dul &5 bestimmt, ist auch der piezoelektrische und der dielektrische Energiedichteanteil
zu berticksichtigen. Das heiBt, der effektive mechanische Schubmodul &, des Verbun-
des wird auch vom piezoelektrischen Kopplungsverhalten beeinflusst, das aufgrund des
unterschiedlich elastischen Verhaltens der Verbundkomponenten auch fir diesen rein
mechanischen Lastfall angeregt wird.

Fur einen homogenen Korper ist diese Verkopplung nicht relevant. Auch fur die Lastfalle
zur Bestimmung der anderen mechanischen Materialparameter tritt dieses Phdnomen
nicht auf (vgl. dazu Bild 4.7). Die Energiedichten der piezoelektrischen Kopplung und des
elektrischen Feldes sind fur diese Lastfalle im Vergleich zur Energiedichte der elastischen
Forménderung zu vernachlassigen.

Exemplarisch sind in Bild 4.8 die Phasenkonzentrationen fir die Normalspannung T; quer
zur Faserldngsachse infolge einer Einheitsverzerrung S} und eines Einheitsfelds £} jeweils
in Faserlangsachse abgebildet.

Mit der energiebasierten Einheitszellenmethode steht ein weitgehend formalisiertes Ver-
fahren zur Homogenisierung von Materialparametern piezoelektrischer Verbunde und
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Bild 4.7: Energiedichten fir eine Einheitsverzerrung S} = 1 (Normaldehnung) der Einheitszelle
eines Piezofaser—Epoxidharz—Verbundes mit 60 % Volumenanteil Piezofaser;
links:  Energiedichte der elastischen Formanderung (in J/m3),
rechts: Energiedichte der piezoelektrischen Kopplung (in J/m3)
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Bild 4.8: Phasenkonzentrationen der Einheitszelle eines Piezofaser—Epoxidharz—Verbundes mit
60 % Voolumenanteil Piezofaser;
links: X 1'—35, Normalspannung T1 (in Pa) aufgrund einer Einheitsverzerrung §‘3 =1,
rechts: X[, Normalspannung Ty (in Pa) aufgrund eines elektrischen Einheitsfeldes
EL =10GV/m

Module unter Beriicksichtigung der Elektrodenanordnung zur Verfigung. Die Betrach-
tung der Phasenkonzentrationen gestattet eine Beanspruchungsermittlung der Verbund-
bzw. Modulkomponenten auf Grundlage von Modellen, die die effektiven Materialpara-
meter verwenden.
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5 Zustandsraumbeschreibung
piezo-mechanischer Systeme

5.1 Problembeschreibung und Lésungsansatz

Ein wesentliches Anwendungsgebiet von piezoelektrischen Sensoren und Aktoren ist die
Erfassung und Beeinflussung von Schwingungen mechanischer Strukturen. Um Regler
far solche mechatronischen Systeme zu entwerfen, werden Ublicherweise Zustandsraum-
modelle verwendet, die auf reduzierten Modellen des mechanischen Teilsystems aufbau-
en [Hatch 2001]. Durch Brecher et al. [2008] wird z.B. ein Zustandsraummodell fir ein
mit Piezoaktoren versehenes Bohrwerkzeug zum Reglerentwurf eingesetzt. Das bei Bre-
cher et al. [2008] erstellte Modell basiert auf wenigen konzentrierten Parametern. Auch
Wittstock [2007] verwendet das Konzept der konzentrierten Parameter zur Modellbil-
dung einer piezobasierten Vorrichtung zur Schwingungsbeeinflussung im Antriebsstrang
von Werkzeugmaschinen.

Andererseits werden oft FE-Modelle eingesetzt, um Kontinua zu charakterisieren. Dies
ist insofern das effizientere Vorgehen im Vergleich zu einer Modellbildung mit konzen-
trierten Parametern, da basierend auf 3D-CAD-Systemen und leistungsfahigen Vernet-
zungsalgorithmen eine FE-Diskretisierung im Allgemeinen schnell erzielt wird. Die Ablei-
tung konzentrierter Parameter aus CAD-Modellen erfordert im Allgemeinen gréBeren
Aufwand bei der Modellstrukturierung und Parameterbestimmung.

Deshalb ist es wiinschenswert, wenn nicht sogar erforderlich, wahrend des Entwurfpro-
zesses von mechatronischen Systemen detaillierte FE-Modelle in Zustandsraumdarstel-
lungen zu Gberfuhren. Fur piezo—mechanische Systeme bedeutet dies konkret, die diskre-
tisierte Bewegungsgleichung (2.26) in eine Form entsprechend den Gleichungen (2.27)
und (2.28) zu bringen.

Tabelle 5.1: Bezeichnung der Modelldimensionen

Bedeutung Gesamtsystem = Mechanik + Elektrik

Anzahl der Freiheitsgrade g = Im + e

Anzahl der EingangsgroBen v = Vin + Ve (v<og)
Anzahl der AusgangsgroBen w = Win + We (w<g)

Anzahl der ZustandsgréBen 2r (r<g
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Mit Angabe der Matrixdimensionen ergibt sich folgende Darstellung:
M|9mvgm 0|9m,9e u“gm,l
0|9e,9m O‘Qe,ge d‘)'|ge,1
C‘gm-gm 0|9m,ge u|gm,1
+ A 1
olgevgm 0|ge.ge ¢|9e.
Kuu 9gm.9m Ku gm . ge u gm,1 F gm,1
o (Ko ¢! I T AN BTR)
Ku¢|9ev9m K¢¢|9ex§ie ¢|9’ev (\?'_Qev
\U/ Transformation

Z-|2r,1 — A|2r,2rz|2r,1 + B‘Qr,v f|v,1 (52)
ylw.l — L|W,2rz‘2r,1 + U|w,v f|v,1 ) (53)

Die Dimensionen der Matrizen und Vektoren werden in der Form |#€//emSpalten gngageben.
Dabei werden die Dimensionsbezeichnungen entsprechend Tabelle 5.1 verwendet.

Die diskretisierte Bewegungsgleichung (5.1) wird durch die Vernetzung des piezo—me-
chanischen Bauteils mit einem FE-Programm wie z. B. dem FEM-System ANSYS® erstellt.
Die Systemmatrizen bzw. abgeleitete Modellparameter sind aus dem FE-Modell zu extra-
hieren, aufzubereiten und in einem Systemsimulationsprogramm wie z. B. MATLAB® in
eine Zustandsraumformulierung zu bringen.

In Abschnitt 2.4 wurden die Grundlagen zur Uberfiihrung von mechanischen Systemen
bzw. deren diskretisierter Bewegungsgleichung (2.29) in Zustandsraummodelle darge-
legt. Bei dem dort vorgestellten Verfahren wird die inverse Massenmatrix verwendet. Ei-
ne analoge Behandlung von piezo—mechanischen Systemen ist nicht moéglich, da die
Gesamtmassenmatrix der diskretisierten Bewegungsgleichung von piezo—mechanischen
Systemen (Gleichung (2.26) bzw. (5.1)) singular ist. Die elektrischen Freiheitsgrade (Po-
tentiale) sind fur piezo—-mechanische Systeme nicht mit einer Tragheit assoziiert.

Die Singularitat der Gesamtmassenmatrix kann z. B. mittels Singuldrwertzerlegung elimi-
niert werden, wie dies z. B. durch Kurch et al. [2009] im Zusammenhang mit einer Krylov—
Subspace-Modellreduktion angewandt wurde. Dabei verliert man jedoch die Zuordnung
der Modellfreiheitsgrade zu den physikalischen BeschreibungsgréBen des Systems. Aus-
gehend von einer FE-Diskretisierung ist zudem die Zuordnung der Singularwerte der Ge-
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samtmassenmatrix zu den elektrischen Freiheitsgraden bekannt und kann unmittelbar
bei der Modellerstellung verwendet werden.

Dazu wird die diskretisierte Bewegungsgleichung fur piezo—-mechanische Systeme (5.1)
in einen differentiellen Teil und einen algebraischen Teil aufgeteilt.

Der differentielle Teil der Bewegungsgleichung umfasst die Dynamik der mechanischen
Struktur sowie die piezoelektrische Kopplung und wird haufig als Aktorgleichung be-
zeichnet [vgl. z.B. Hagood et al. 1990]:

Mii+Cu+ Kuu+Kipp=F . (5.4)

Der algebraische Teil beschreibt den unmittelbaren Zusammenhang zwischen elektrischer
Ladung und elektrischem Potential unter Beriicksichtigung der piezoelektrischen Kopp-
lung. Diese Gleichung wird auch mit Sensorgleichung bezeichnet:

Kipt+ Koo d=Q . (5.5)

Der algebraische Charakter der Gleichung (5.5) ist im Weiteren fir die Unterscheidung
der elektrischen Erregung des betrachteten piezo—mechanischen Systems von Bedeu-
tung. Entgegen der klassischen (und im FEM-System ANSYS® umgesetzten) Interpre-
tation der Ladung Q als elektrische KraftgréBe sind aus mathematischer Sicht Ladung @
und Potential ¢ gleichartig, da lediglich algebraisch verknipft. Sie kénnen wahlweise als
Kraft- oder VerschiebungsgroBe interpretiert werden.

Im Weiteren wird deshalb ein Verfahren vorgestellt, dass den algebraischen Charakter der
Sensorgleichung (5.5) unmittelbar ausnutzt.® Dafiir werden im Zustandsvektor z nicht
alle DOF des piezo—mechanischen Systems und deren Geschwindigkeiten zusammenge-
fasst, sondern nur die mechanischen:

z—<‘_’> . (5.6)
u

Die Beschrankung auf die mechanischen DOF als ZustandsgréBen ist dadurch motiviert,
dass nur die mechanischen Freiheitsgrade mit einer Masse verbunden sind. Diese Wahl
gestattet es auch, die elektrischen GréBen Ladung und Potential wahlweise als Eingangs-
oder AusgangsgroBe des Zustandsraummodells zu betrachten.

9Die Grundziige der Methode wurden durch den Autor bereits in [Kranz 2009; Kranz et al. 2010; Neugebauer
et al. 2010b] dargelegt.
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5.2 Spezifikation der elektrischen Erregung

Im Weiteren ist eine Unterscheidung hinsichtlich der elektrischen Errequng des piezo—
mechanischen Systems notwendig:

e Potentialerregung (PE) tritt bei Verwendung von (elektrischen) Spannungsquellen
zur Ansteuerung von Piezoaktoren auf.

e Ladungserregung (LE) wirkt bei Verwendung von Stromquellen.

Aufgrund des algebraischen Charakters der Sensorgleichung (5.5) lassen sich fur beide
elektrischen Erregungen strukturell ahnliche Bewegungsgleichungen aufstellen, die die
jeweilige elektrische ErregungsgroBe (Potential oder Ladung) der rechten Seite der Bewe-
gungsgleichung zuordnet und die jeweils andere elektrische GroBe als abhangige Varia-
ble formuliert. Diese Bewegungsgleichungen werden in diesem Abschnitt dargestellt.

5.2.1 Potentialerregung

Aus den Gleichungen (5.4) und (5.5) folgt unmittelbar:

Mi+Cu+ Kuwu=F— K¢ (5.7)
Q=Kipu+Kopod (5.8)

Im Vektor @ sind die Ladungen aller Diskretisierungsknoten enthalten. Die Ladungsfrei-
heit im Inneren des piezoelektrischen Kérpers (vgl. Abschnitt 2.2) ist durch diese Formu-
lierung der Ladung als abhangige GroBe nicht von vornherein gegeben. Sie kann durch

Substitution der inneren elektrischen Potentiale ¢ durch die duBeren Elektrodenpoten-
tiale ¢pa erzwungen werden. Es gilt:

a KL/' a K a®a K El a
Qa ) _ I P (AR bad ¢ , (5.9)
0 Kup, Koaw: Koo, (]
woraus folgt:
O = Ko, Kuo 1 — Ko Kooty b - (5.10)
Das Eliminieren der inneren Potentiale ¢ entspricht einer statischen Kondensation nach

Guyan [Guyan 1965]) und ist exakt, da keine Tragheitsterme involviert sind.

Mit der Substitutionsgleichung (5.10) werden die Gleichungen (5.7) und (5.8) auf die
auBeren elektrischen GréBen reduziert:
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Mii+ Cir+ (K = Kuo Koty Kis ) 4= F = (Kug, = Kuo Koy, Ko, ) 62 (5.11)

Qa = (Kuigs = Kouo, Koty Kin, ) 0+ (Koso, = Kowo Koly Koo, ) @2 . (5.12)

Diese Gleichungsgruppe beschreibt das Verhalten eines piezo-mechanischen Systems bei
Anregung durch mechanische Krafte und Potentialvorgaben an den Elektroden. Sie kann
zur Verdeutlichung der Gleichungsstruktur formalisiert werden:

Mii+ Cu—+ Kwpeu = F — Kugp.pePa (5.13)
Qa = Kup.pe U + Koo pe b (5.14)

mit:
Kuure = Ku — Koo, Ko, Kugy (5.15)
Kupre = Kups — Kooy Ko, Ko (5.16)
Koo.re = Koot — Koot Koo, Koat, - (5.17)

Dabei kennzeichnet ¢, den Vektor der elektrischen Erregungen (hier: Potentiale an den
Elektroden) und Q. den Vektor der abhangigen elektrischen GréBen (hier: Ladungen an
den Elektroden).

Die Systemmatrizen kénnen z.B. mit dem in Anhang E beschriebenen Verfahren aus
dem FEM-System ANSYS® extrahiert werden und bei entsprechender Komponentenver-
einbarung fur die inneren und duBeren (Elektroden-) Knoten des Modells aufgeteilt und
partitioniert werden.

5.2.2 Ladungserregung

Fur die Ladungserregung erhélt man durch Umstellen der Sensorgleichung (5.5) aus den
Gleichungen (5.4) und (5.5):

Mii+ Cii+ (Kus = Kup Koy Kig ) U = F = Kug Ky, @ (5.18)
0= Koy Kipu+ KypQ (5.19)
Bei Ladungserregung ist eine explizite Eliminierung der inneren elektrischen Potentia-

le nicht erforderlich. Die Ladungsfreiheit der inneren Diskretisierungsknoten wird durch
ausschlieBliche Ladungsvorgabe an den Elektroden gewahrleistet.

An dieser Stelle wird die Unterscheidung von natirlichen und wesentlichen Randbedin-
gungen fir die elektrischen DOF deutlich (vgl. Abschnitt 2.3.3): Die Ladungsfreiheit er-
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gibt sich als natlrliche Randbedingung »von selbst«, ein Nullpotential als wesentliche
Randbedingung muss erzwungen werden (vgl. Abschnitt 5.2.1).

Durch Partitionierung der Inversen der elektrischen Steifigkeits- bzw. Kapazitatmatrix

J J
J¢¢ _ (Jd/)adi’a J¢a¢\ ) _ Kd_gég (520)
bad; bidi

und der piezoelektrischen Kopplungsmatrix

Kup = (Kuq)a Koo, ) (5.21)

l&sst sich die Darstellung auf die Ladungen Q, und Potentiale ¢, an den Elektroden be-
schranken:

Mii+ Ci + (Kuu — Kup Ky Kﬁq») u
=F- (Ku¢a Joapa + Kug, J</I>a¢.> Qa (5.22)

65 = — (Joats Kl + Joo Klo, ) 1+ Jo0, Qs (5.23)

Die Bewegungsgleichungen fur die Ladungserregung entsprechen in ihrer Struktur den
Bewegungsgleichungen fir die Potentialerregung (vgl. Gleichungen (5.13) und (5.14)):

Mii+Cu+ Kuyeu=F — Kyp.Le Qa (5.24)
b2 = —Kuop.Le t + Jpo. e Qs (5.25)

mit:
Kute = Ku — Kugp Joo Ko (5.26)
Kup.Le = (Ku(ba Jpaga T Kug, J(’bm.) (5.27)
Joore = Joups - (5.28)

Der Vektor Q, steht fur den Vektor der elektrischen Erregungen (hier: Ladungen an den
Elektroden) und der Vektor ¢, fir den Vektor der abhdngigen elektrischen GroBen (hier:
Potentiale an den Elektroden). Lediglich das Vorzeichen der verschiebungsbezogenen
Terme in den Sensorgleichungen (5.14) und (5.25) unterscheidet die Struktur der Glei-
chungsgruppen fir Potentialerregung und Ladungserregung.
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5.3 Vollstandiger Zustandsraum

Die strukturelle Ahnlichkeit der Bewegungsgleichungen fur Potentialerregung und La-
dungserregung gestattet eine weitgehend (ibereinstimmende Uberfiihrung in den Zu-
standsraum (ZR). Die Herleitung wird explizit fir die Potentialerrequng dargestellt und
auf die Ladungserregung Ubertragen.

Potentialerregung

Wie in Abschnitt 5.1 bereits eingefthrt, wird als Zustandsvektor z der Vektor der mecha-
nischen DOF und der zugehérigen Geschwindigkeiten verwendet. Als Eingangsvektor foe
des Zustandsraummodells mit Potentialerregung werden die mechanischen Krafte F und
die elektrischen Potentiale an den Elektroden ¢, zusammengefasst. Als AusgangsgroBen
yre des Zustandsraummodells sind die Verschiebungen u und die elektrischen Ladungen
an den Elektroden @, von Interesse. Eine Beschrankung auf eine engere Teilauswahl wird
vorerst nicht vorgenommen:

Z=(Z> . fPE=<qI;> , ,VPE=((S;> . (5.29)

Das mit diesen Ansdtzen prazisierte Zustandsraummodell entsprechend den Gleichun-
gen (5.2) und (5.3) wird partitioniert:

U _ A Ap u n Bi1 B F (5.30)
u A Ax u B> Ba (8
u L11 L12 u U11 U12 F

(Qa>_<l-21 L22> <U>+<U21 U22> <¢a> ' 631

Die Teilmatrizen A1, A1z ... Uz kénnen per Koeffizientenvergleich nach geringfigiger
Umstellung bzw. unmittelbar aus den Gleichungen (5.13) und (5.14) bestimmt werden.
Damit wird das Zustandsraummodell fir ein piezo-mechanisches System mit Potentia-
lerregung durch die Systemgleichung (5.32) und die Ausgangsgleichung (5.33) beschrie-
ben:

a\ o ) u n o 0 F
i) \-M'Kuwpe -M'C) \u M M Kupre ) \ ¢a

(5.32)

u I 0 u o o F
(Qa><KLlld>,PE 0> <u>+<0 K¢¢,PE> <¢a> : (5.33)
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Im Gegensatz zu einem rein mechanischen System (vgl. Abschnitt 2.4) tritt in der Zu-
standsraumbeschreibung fur piezo-mechanische Systeme eine Durchgangsmatrix auf.
Diese Durchgangsmatrix wird fur potentialerregte Systeme von der elektrischen Steifig-
keits- bzw. Kapazitatsmatrix K¢ 4,pe gebildet und ist essentiell fir die korrekte Abbildung
der elektrischen Impedanz des Gesamtsystems.

Nach Ruckfuhrung der formalen Matrizen Ky pe, Kug,pe Und Kgge pe entsprechend den
Gleichungen (5.15) bis (5.17) lautet das Zustandsraummodell:

uy\ o 1 u
i)\ =M (K — Kup, Kyl Kio) —M7C ) \

o 0 F

, 5.34
" ( M M (K, — Ko, K3ty Ko ) («ba ) o

u . / 0 u

Qa B K':fba - K‘Da‘t’\ K4;i1¢i Kl:q)‘ o u

0 o F
N ) / _ (5.35)
(0 K¢a¢a - Kd)a‘i)\ K¢’|1¢’| K¢'a¢" ) <¢a )
Ladungserregung

Als Zustandsvektor z fur das ladungserregte System wird wie fir die Potentialerregung
der Vektor der mechanischen DOF und der entsprechenden Geschwindigkeiten verwen-
det. Als Eingangsvektor fig werden die (herkémmlichen) verallgemeinerten KraftgroBen,
d.h. die mechanischen Kréafte F und die elektrischen Ladungen an den Elektroden Q.,
zusammengefasst. Als elektrische AusgangsgréBen treten nunmehr neben den mecha-
nischen Verschiebungen u die elektrischen Potentiale an den Elektroden ¢, auf:

Z—<Z> . fLE—(é:) , M.E—(qi) . (5.36)

Ein Koeffizientenvergleich des mit diesen Ansatzen prazisierten Zustandsraummodells
l.l. _ A A U n Bii B F (5.37)
i A Ax u B> B Q.
uly o Lii L U n Ui U F (5.38)
¢, Loy L u Usy  Ux Q.
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mit den Gleichungen (5.22) und (5.23) liefert unmittelbar die Systemgleichung (5.39) und
die Ausgangsgleichung (5.40) einer Zustandsraumdarstellung eines piezo-mechanischen
Systems mit Ladungserregung:

i 0 ! u
7] o _I\/,71 (Kuu _Kud) Kd;é:. K:‘d’) _M71C u
0 0 F (5.39)
+ ! '
M-l M (Ku¢a Jats + Kugy, Jq,aq;.i) Q.

u\ _ / 0 ul (o 0 F
¢ *(J¢a¢aKu/¢a+J¢a¢.KL:¢‘) o u 0 Jo.o, Qa

(5.40)

In der Formulierung des Zustandsraummodells fur ladungserregte piezo-mechanische
Systeme wird die Durchgangsmatrix von der inversen Kapazitatsmatrix Jo¢ = K;é, bzw.
der den Elektroden zugeordneten Teilmatrix Jg,4, gebildet.

5.4 Reduzierter Zustandsraum
5.4.1 Modale Beschreibung

Die Zustandsraumdarstellungen durch die Gleichungen (5.32)/(5.33) sowie (5.39)/(5.40)
umfassen alle mechanischen DOF u des FE-Modells und die entsprechenden Geschwin-
digkeiten a als Zustande des Systems. Damit sind diese Zustandsraummodelle im Allge-
meinen nicht fur eine Integration in eine Systemsimulation geeignet, da sie numerisch
zu aufwendig sind.

Eine Modellreduktion hinsichtlich der Anzahl der ZustandsgréBen kann mit den bekann-
ten Modellreduktionsmethoden der Mechanik erzielt werden (vgl. Abschnitt 3.2). Dabei
sind nur die mechanischen DOF zu betrachten, da nur diese als Zustandsvariablen ver-
wendet werden (vgl. Abschnitt 5.1). In dieser Abhandlung wird als ingenieurtechnisch
relevante Methode die Transformation in den Modalraum mit Reduktion der Eigenwerte
demonstriert [vgl. z.B. Dresig et al. 2009].

Die Transformation zwischen dem vollstandigen Vektor der mechanischen DOF u und
dem reduzierten Vektor der transformierten Koordinaten qq - erfolgt durch eine Projekti-
onsmatrix I

u= TQd,r . (541)
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Wahlt man als Projektionsmatrix I die Modalmatrix V (Matrix der Eigenformen) des un-
gedampften Systems, wobei diese Modalmatrix nur Eigenformen fir eine beschrankte
Anzahl von Eigenwerten enthalt, so erhalt man eine reduzierte Systembeschreibung auf
modaler Basis.

Fur schwach gedampfte Systeme, wie sie im Allgemeinen im Maschinen- und Fahrzeug-
bau anzutreffen sind (abgesehen vom Einsatz expliziter diskreter Dampferelemente) ent-
sprechen die Eigenwerte und -formen in ausreichender Naherung denen des entspre-
chenden ungedampften Systems. Bei der Verwendung von massen- bzw. steifigkeitspro-
portionaler Dampfung treten keine komplexen Eigenmoden auf, so dass die modale
Zerlegung des ungeddmpften Systems und eine nachtragliche Einbeziehung der Damp-
fung die effizienteste Methode zur dynamischen Modellierung solcher Systeme darstellt
[Hatch 2001, Kapitel 7].

Auch fir die Systembeschreibung auf modaler Basis ist eine Unterscheidung der piezo—
mechanischen Systeme in potentialerregte und ladungserregte Systeme notwendig, da
sich die zugrunde liegenden Bewegungsgleichungen unterscheiden. Basis der Modal-
analyse bildet jeweils die erregungsfreie, ungedampfte Bewegungsgleichung. Die elek-
trischen Ein- und AusgangsgroBen werden in der Erérterung der modalen Beschreibung
nicht auf die Potentiale und Ladungen an den Elektroden beschrankt, wie dies fir den
vollstdndigen Zustandsraum ausgefuhrt wurde. Diese Reduktion auf die Elektroden wird
im Weiteren durch Ausnutzung der Entkopplung und Verwendung von Filtermatrizen
(Abschnitt 5.5.1) erzielt.

Potentialerregung

Fur potentialerregte Systeme bildet Gleichung (5.7) unter Vernachlassigung der Damp-
fung C und Ausschluss der Erregungen F = ¢ = o die Basis der Modalanalyse:

Mii+ Kwu=o0 . (5.42)

Dies ist die homogene Bewegungsgleichung des rein mechanischen Systems bei Elimi-
nierung aller elektrischen DOF, d. h., das piezo—-mechanische System ist elektrisch kurz-

geschlossen (xclosed circuit, Bezeichnung durch Hochstellung z. B. }C( = Kuw).
Als Lésung der Modalanalyse erhalt man:

e die Spektralmatrix A (Diagonalmatrix der Eigenwerte/Eigenkreisfrequenzen)

C

A= diag(&)) (5.43)
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C
e die Modalmatrix V (Matrix der massen—-normierten Eigenvektoren)

C

VMY =1 . (5.44)

Der Vektor der modalen Koordinaten gq ergibt sich aus:
u=vVaqy . (5.45)

Fur die potentialerregten Systeme wird zusatzlich die elektrische Modalmatrix der La-

dungen \C7Q bendétigt. Die in dieser Modalmatrix zusammengefassten elektrischen Eigen-
vektoren sind im strengen Sinne keine Eigenvektoren, sondern Linearkombinationen der
eigentlichen (mechanischen) Eigenvektoren. Die Bezeichnungen elektrische Eigenvekto-
ren und elektrische Modalmatrix werden in dieser Abhandlung verwendet, um die Bedeu-
tung dieser Vektoren zur Beschreibung der Eigenform der elektrischen GréBen (Ladungen
oder Potentiale) zu verdeutlichen. Zur Unterscheidung der Modalmatrizen werden Indizes
zur Bezeichnung der jeweils enthaltenen GréBen verwendet. Die elektrische Modalmatrix

C
der Ladungen Vq leitet sich aus Gleichung (5.8) unter Beachtung der Erregungsfreiheit
¢ = o her:

v, =V (5.46)
Q =Kupu (5.47)
Vo = Kip Vi . (5.48)

Die elektrische Modalmatrix der Ladungen \C7Q enthalt fur jede Eigenform den vollstandi-
gen Vektor der Reaktionsladungen an den zu Null gesetzten (also an allen) elektrischen
DOF und ist wie die mechanische Modalmatrix \C7u unmittelbares Ergebnis einer Modal-
analyse des FE-Modells.

C C
Mit den mechanischen und elektrischen Modalmatrizen V, bzw. Vi kann die Bewegungs-
gleichung fur potentialerregte piezo-mechanische Systeme (5.7) einschlieBlich der Erre-
gungen F und ¢ transformiert werden:

VMY, Vi o+ VKV Ve = WF -V K - ¢
I d@w A @ = VF - W ¢

Diese modale Beschreibung des potentialerregten piezo—mechanischen Systems ist auf-
grund der Diagonalform der Spektralmatrix A eine Serie von gm entkoppelten Differential-
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Tabelle 5.2: Dimensionen der Zustandsraumreduktion

Bezeichnung Gesamtmodell = reduziertes Modell
Vektor der modalen Koordinaten qq |1 = gar |t
Spektralmatrix A |gm-m = /Clr |
mechanische Modalmatrix \C7u |gm:Im = \Cz” |gm-"
elektrische Modalmatrix \C7Q |9e-om = \C7Qr |9

gleichungen fur jeweils eine modale Koordinate qq,; (i = 1... gm), wobei gm die Anzahl
der mechanischen DOF des Gesamtmodells angibt (s. Tabelle 5.1). Zusatzlich zu den Ter-
men der modalen Form der Bewegungsgleichung fur rein mechanische Systeme wird die

elektrische Potentialerregung ¢ Uber die elektrische Modalmatrix Vi eingebunden. Die
Entkopplung der Differentialgleichungen gestattet es im Weiteren, durch ausschlieBliche
Betrachtung ausgewahlter Eigenwerte qq ,, eine Modellreduktion vorzunehmen.

Je nach Anwendung und interessierendem Frequenzbereich sind andere Aspekte bei der
Wahl der relevanten Eigenwerte zu beachten. Die einfachste Form der Modellreduktion
berlcksichtigt nur die ersten r Eigenwerte des Systems (modales Abschneiden, sunsor-
ted modal truncation<). Andere Formen bertcksichtigen eine Wichtung der Eigenwerte
entsprechend dem statischen Ubertragungsfaktor bzw. der Resonanzilberhéhung der
entsprechenden Ubertragungsfunktion [Hatch 2001].

Die Dimensionen der zu betrachtenden Vektoren und Matrizen reduzieren sich entspre-
chend Tabelle 5.2.

Die Transformation in den Zustandsraum erfolgt mit den Ansatzen:

ZrI(ZjiZ) . fPE:(g> ) ,VPEI(S) . (5.50)

Das heiBt, ausgewahlte modale Koordinaten qq., und ihre ersten Zeitableitungen qq,,
bilden den reduzierten Zustandsvektor z, als Ein- und AusgangsgréBen werden jedoch
die physikalischen GréBen (F, ¢, u und Q) verwendet.

Die Systemgleichung des Zustandsraummaodells fir potentialerregte piezo—mechanische
Systeme mit modalen Koordinaten folgt unmittelbar aus der modal transformierten Be-
wegungsgleichung (5.49):

()0 D@ )6 e
Ga.r -Ar o qd.r Vir —Var ¢
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Analog zur Behandlung von Dampfung in mechanischen Systemen kann auch hier eine
Dampfungsmatrix C, einbezogen werden. Dies gestattet die Einbindung von modaler
und konstanter Dampfung (Lehr’sches DampfungsmaB ¢) sowie von massenproportio-
naler (a-) und steifigkeitsproportionaler (6—) Dampfung [Nasdala 2010]:

(©)-(5 D@ )0 e
Ga,r A —Cq Gd.r Vir —Var ¢

Die Ausgangsgleichung des Zustandsraummaodells erhalt man aus Gleichung (5.8) in Ver-
bindung mit der Definition der modalen Koordinaten (5.45) und den elektrischen Eigen-
vektoren nach Gleichung (5.48):

u \C7w 0 qd.r o o F
= ¢ o . 5.53
<Q> (VQ,r o) <"dvf>+<° K¢¢> (d’) 553

Die elektrische Steifigkeitsmatrix K¢g in der Durchgangsmatrix lasst sich nicht durch
modale GréBen des Systems substituieren. lhre Dimension |99 bleibt bei Betrachtung
aller elektrischen DOF als Ein- bzw. Ausgangssignal erhalten.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Gleichungen (5.52) und (5.53) das piezo—me-
chanische System vollstandig beschreiben, wenn der vollstandige Vektor der modalen
Koordinaten qq,g,, als Basis des Zustandsraumes verwendet wird. Durch die modale Trans-
formation wird das Systemverhalten nicht verandert.

Auch wenn hier als modale Basis die Eigenwerte und Eigenformen des kurzgeschlos-
senen Systems dienen, sind durch Berlcksichtigung der Modalmatrix der Ladungen \C7Q
und der Kapazitatsmatrix K44 in der Zustandsraumbeschreibung alle Resonanzen und
Antiresonanzen sowohl in ihrer Frequenzlage als auch mit den entsprechenden Amplitu-
denverhdltnissen enthalten. Dies wird im Anhang C anhand eines piezo—mechanischen
Basismodells verdeutlicht und analytisch aufgezeigt.

Ladungserregung

Furladungserregte Systeme leitet sich die Basis fur die Modalanalyse aus Gleichung (5.18)
unter Vernachlassigung der Dampfung C und Ausschluss der Erregungen F = Q = o
her:

Mii+ (Ku — Kuo Kol Kig ) u =0 (5.54)



76 5 Zustandsraumbeschreibung piezo—mechanischer Systeme

Dieses System kann wiederum als rein mechanisches Modell angesehen werden, wobei
o
eine modifizierte (Ersatz—)Steifigkeit K auftritt:

Mii+Ku=o (5.55)
mit:

K = Ko — Koo Kol Kug (5.56)

Diese Steifigkeit }O< ist die Steifigkeit des piezo—mechanischen Systems mit offenen elek-
trischen Anschlussklemmen (>open circuits).

In Analogie zum Vorgehen in Abschnitt 5.4.1 werden durch eine Modalanalyse die Spek-
tralmatrix /Ol und die Modalmatrix V des elektrisch offenen Systems bestimmt:

e Spektralmatrix A (Diagonalmatrix der Eigenwerte/Eigenkreisfrequenzen)

o 02
A =diag(w;) , (5.57)

o
e Modalmatrix V (Matrix der massen—normierten Eigenvektoren)

vV MV =1 . (5.58)

Damit lasst sich der Vektor der modalen Koordinaten g4 angeben:
u=Vaqs . (5.59)

Zusétzlich zu diesen GroBen wird die Modalmatrix der elektrischen Potentiale \Dzb beno-
tigt. Die elektrische Modalmatrix \o7¢ ergibt sich aus der Beziehung zwischen den elek-
trischen und den mechanischen DOF unter Beachtung der Erregungsfreiheit Q = o (s.
Gleichung (5.19)):

o o

v, =V (5.60)
¢ = —Kop Kupu (5.61)
Vo = —Kgh Kio Vi (5.62)

Mit den mechanischen und elektrischen Modalmatrizen \O7u bzw. \O7¢ kann die Bewegungs-
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gleichung fir ladungserregte piezo—mechanische Systeme (5.18) einschlieBlich der Erre-
gungen F und Q transformiert werden:

o, o o o, 0 O o o, o
VMY, VT + WKV Ve = VF WV K KL - Q
—_— = — —_—

I &+ A @ = VF + v - Q

(5..63)

Die Transformation in den Zustandsraum erfolgt wiederum unter Verwendung eines re-
duzierten Vektors der modalen Koordinaten gq,r. Als Ein- und AusgangsgroBen werden
die physikalischen, verallgemeinerten Kraft- (F , Q) und VerschiebungsgréBen (u , ¢)
verwendet:

Zr‘(ij) , fLE_<g> , M.E‘((L;) . (5.64)

Die Systemgleichung des Zustandsraummodells mit modalen Koordinaten wird unter Ein-
beziehung einer modalen Dampfungsmatrix Cq unmittelbar aus Gleichung (5.63) abge-
leitet:

. )
DGO D6
Gd.r —A, —Cq qd.r Vu,r Vct),r Q

Die Ausgangsgleichung des Zustandsraummodells erhalt man aus der Substitutionsglei-
chung fur die elektrischen Potentiale (5.19) in Verbindung mit der Definition der modalen
Koordinaten (5.59) und den elektrischen Eigenvektoren nach Gleichung (5.62):

u \o7ur 0 qa.r o o F
= o o . 5.66
<¢> (vw ) <q>+< JM»)(O) 0

Die Inverse der elektrischen Steifigkeitsmatrix Jpo = Kd’)}b in der Durchgangsmatrix lasst
sich nicht durch modale GroéBen des Systems substituieren und behalt bei Betrachtung
aller elektrischen DOF als Ein- bzw. Ausgangssignal ihre Dimension |99,

5.4.2 Erweiterung der Reduktionsbasis durch statische Moden

Aus der Diskussion des Standes der Forschung (vgl. Abschnitt 3.2) ist bekannt, dass eine
korrekte Abbildung des elektrischen Ubertragungsverhaltens auf Grundlage einer mo-
dalen Beschreibung bei zusatzlicher Berticksichtigung statischer Moden gelingt [Collet
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et al. 2008]. Die Verwendung statischer Verformungsmoden bei elektrischer Anregung
basiert hier nicht auf einer systemtheoretischen Herleitung, sondern beruht auf den pu-
blizierten Erfahrungen. Auch bei der Erweiterung der Reduktionsbasis durch statische
Moden ist eine Unterscheidung von potentialerregten und ladungserregten Systemen
angebracht.

Potentialerregung

Das statische Verformungsverhalten bei Anregung durch elektrische Potentiale wird aus-
gehend von Gleichung (5.7) durch Auslassen der dynamischen Terme und Vernachlassi-
gung der mechanischen Krafte beschrieben:

Kwu = _Kud)d’
u=—K K@ (5.67)
N ——
u= P 9 . (5.68)

Die Matrix P enthdlt in ihren Spalten alle Verschiebungskomponenten bei Anregung
durch ein Einheitspotential an jeweils einem elektrischen DOF.

Zur Verwendung in der Reduktionsbasis werden die Verschiebungsvektoren bei Anre-
gung durch ein Einheitspotential an jeder aktiven Elektrode des piezo—mechanischen
Modells in einer Teilmatrix P, C P zusammengefasst. Zur Bestimmung der Matrix Pi,
sind also statische Lastfalle entsprechend der Anzahl der Potentialeingange bzw. akti-
ven Elektroden zu berechnen. Dabei werden alle Potentialeingange mit Nullpotential be-
legt. Je Lastfall wird jeweils einer anderen Elektrode das Einheitspotential zugeordnet.
Die Transformationsmatrix J zur Reduktion der Bewegungsgleichung wird aus der redu-
zierten Modalmatrix des elektrisch kurzgeschlossenen Systems \CZ,,, und der Matrix der
statischen Moden bei Potentialanregung Pi, zusammengesetzt:

7=(V, Po) (5.69)

Der Vektor der mechanischen DOF wird mit dieser Transformationsmatrix I auf den Vek-
tor der generalisierten Koordinaten g reduziert:

u=Ta=(V, ) (q;) - (5.70)

Die Bewegungsgleichung fur potentialerregte piezo—mechanische Systeme (5.7) wird die-
sem Ansatz entsprechend transformiert:
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TMT T + TKT -T'w = TF — T Ko
—— —— \C,_/ N—— N~~~ \ (5.71)
Mf]' . q + K'.T . q — F'J' _ ¢9’
mit:

V., MV, Vi, MP IV MP

M‘J’ _ u;r Cu r u,r io _ / . u,’r io (572)
TioM u,r TIO MT\O ?IO M\7ur fp\o prio
VKV, Vi, KP A VKP

Kfr _ u;r A cu r u’r A io _ / cr . u,/r A io (573)
TioK u,r :P\o K?IO ?IOK u,r ?IO KTio

F7—(Yr ) F (5.74)
ﬂ)io

"= " ). . (5.75)
:Pio Ku¢-

Lediglich die linken oberen Teilmatrizen der transformierten Massen- und Steifigkeitsma-
trix lassen sich wie bei der modalen Transformation (vgl. Abschnitt 5.4.1) durch die Ein-
heitsmatrix I bzw. die Matrix der Eigenwerte /Cl, substituieren. In den anderen Teilmatrizen
treten Matrixprodukte mit den vollstdndigen mechanischen Massen- und Steifigkeitsma-
trizen M bzw. K = K. auf. Dementsprechend mussen die zugehérigen Modalmatrizen
\CZU bzw. statischen Moden P, auch auf dem vollstandigen Vektor der mechanischen
DOF basieren. Die ausmultiplizierten Matrixprodukte entsprechen dann in ihrer Dimensi-
on der Anzahl der generalisierten Koordinaten g = (g gs) .

Bei der Einbeziehung der statischen Moden in die Reduktionsbasis tritt keine vollstandige
Entkopplung des Gleichungssystems wie bei rein modaler Beschreibung auf.

In der Sensorgleichung (5.8) zur Beschreibung der Ladung als AusgangsgréBe des Zu-
standsraummodells ist die Transformationsmatrix nur fur den Kopplungsterm zur Me-
chanik von Belang:

Q= Koo T g +Kep o (5.76)

= (KL;q; Vir KLIJd) ?io) . <Qd,r> + Kopg - @ (5.77)
—— qs

qd,r

_ (CC;,r KL/jq;?io) S)+K¢¢_¢ ) (5.78)
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Mit den Gleichungen (5.71) und (5.78) lasst sich nunmehr das Zustandsraummodell
aufbauen. Wegen der vereinfachten Schreibweise wird dafir hier die Formulierung als
DeskriptorSystem der Form:

Y-z=A-z+B-f (5.79)
y=L-z+U-f (5.80)
gewahlt.’® Inwieweit die speziellen Eigenschaften von Deskriptor-Systemen fir piezo—

mechanische Modelle ausgenutzt werden kénnen, ist Gegenstand aktueller mathemati-
scher Forschung."'

Die resultierende Zustandsraumbeschreibung piezo—mechanische Systeme mit Potentia-
lerregung setzt sich zusammen aus:

a) dem Zustands-, Eingangs- und Ausgangsvektor:

qd.r

er F u
r = ' , fre = . = , 5.81
Z a PE <¢) YPE <Q> ( )

s
b) der Systemgleichung

) 0] o 0] Gor
(0] ) 0 %/r M?io dd,r
o 0 ) 0] ds
o PoMV,, o PoMP, Gs
0C ) . oC o Gar
Ar _Cq _VJ,r K:Pio (o] qd,r
0] o 0 ) gs
, € ¢ , C
?IO K u,r (o] 7?io K j>|o (o] as
0] 0]
c ’ C ! F
+ \7u,r 7VQ r (5 82)
0 0 ¢
Po  —Pi Kug

0Eine Umsetzung mit MATLAB erfolgt mit Hilfe der Funktion dss.
" Personliche Mitteilung von Herrn Jens Saak, Mitarbeiter von Herrn Prof. Peter Benner (Max-Planck-Institut fiir
Dynamik komplexer technischer Systeme Magdeburg), Uber die Betreuung einer Diplomarbeit.
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¢) und der Ausgangsgleichung

c qd.r
u Vor 0 Pio 0 qa.r o o F
= c , . + .
Q Var 0 KupPo 0 as 0 Kyo ¢
s

(5.83)

Die Dimension dieses Zustandsraummodells wird durch die Anzahl der einbezogenen
Eigenmoden und die Anzahl der aktiven Elektroden bestimmt, da je aktiver Elektrode
eine statische Erganzungsmode verwendet wird.

Ladungserregung

Fur die Ladungserregung ist Gleichung (5.18) mit der Ersatzsteifigkeit K entsprechend
Gleichung (5.56) Ausgangspunkt der Betrachtung. Auslassen der dynamischen Terme
und Vernachlassigung der mechanischen Krafte fuhrt zur Beschreibung des statischen
Verformungsverhaltens bei Ladungsanregung:

K-u=—Ku Ky Q

o1

u=-K Kup Kpp Q (5.84)
~—_—

u= Q Q . (5.85)

Die Matrix Q enthalt in ihren Spalten alle Verschiebungskomponenten bei Anregung des
piezo—mechanischen Systems durch eine Einheitsladung an jeweils einem elektrischen
DOF. Von Interesse fur die Reduktionsbasis sind die Verschiebungsvektoren bei Anregung
durch eine Einheitsladung an jeder aktiven Elektrode des piezo—mechanischen Modells,
die in einer Teilmatrix Qi, C Q zusammengefasst werden. Die Matrix Qj, ermittelt man
durch statische Lastfélle entsprechend der Anzahl der Ladungseingdnge bzw. aktiven
Elektroden.

Die Transformationsmatrix J zur Reduktion der Bewegungsgleichung bei Ladungsanre-

]
gung wird aus der reduzierten Modalmatrix des elektrisch offenen Systems V,, und der
Matrix der statischen Moden bei Ladungsanregung Qj, zusammengesetzt:

7=(%, 2.) - (5.86)

Die Reduktionstransformation fur den Vektor u der mechanischen DOF und die Bewe-
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gungsgleichung fir ladungserregte piezo—mechanische Systeme (5.18) kénnen folgen-

dermafen notiert werden:

oo7a= (5 0) (%)

IMT - T4 + TKI -T'u = TE — TKieKepQ
S—— = eV ~~ N )
M7 + f(ﬂ' q - FT _ Q°
mit:
o, o o, o,
Mfr _ vu,r Mvu r Vu r M Q\o _ I Vu,r MQio
Qo MV, Qo MQ, Qo MV, Qo MQi
’\.}ul,r \O7u,r i}u/,r ’O< Q|o o /Cir \O7u,,r [O( Qio
o , © - , 0 O , ©
u,r Qio K QIO QIO K u,r QIO K Qio

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

Das Potential als AusgangsgréBe wird beschrieben nach Gleichung (5.19) unter Berlick-

sichtigung der Transformationsmatrix:

o= Koy Koo T ©q

= (*Kd;}b Kuq) Vu,, *Kd_)i KL/JQ) Qio) . (q;f> —|—K$}p .
N—————

- (\074;,( Ky Kuo QiO) . ( %

(5.93)

(5.94)

(5.95)

Das resultierende Zustandsraummodell fur ladungserregte piezo-mechanische Systeme

lautet (in Deskriptor—Form):
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a) Zustands-, Eingangs- und Ausgangsvektor:

qd.r F u
= , , for = , = , 5.96
Z g PE <Q> YPE <¢> ( )

0 0

o o qd,r
(0] ) 0] Vu/,r MQio dd,r
o 0 ) o gs
) M 0o QuMQ; ds
! o oo ° Ga.r
A ~Cq —VirKQo o da.r
o 0 I qs
—Q|o K Vu r 0 _Q|/o ’o< QIO o qs
o o
O/ O/ F
| Y Vip.r . . (5.97)
o o Q
Q, —Qi Kup K
¢) Ausgangsgleichung
o qd,r
< u > VJ,r 0] Q\o 0] qd,r <0 (o] > < F )
= ° , . + _1 °
¢ Vo 0 KyLKipQo o o o0 Kop) \Q
qs

(5.98)

Die Dimension des Zustandsraummodells wird wiederum durch die Anzahl der einbezo-
genen Eigenmoden und die Anzahl der aktiven Elektroden bestimmt.
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5.5 Ein- und AusgangsgroBen
5.5.1 Filtermatrizen

Im Allgemeinen ist nur eine wesentlich beschrankte Auswahl der Freiheitsgrade bzw.
KraftgroBen eines Systems als Eingangssignal oder Ausgangssignal einer Zustandsraum-
beschreibung von Interesse. Die Zustandsraumbeschreibungen mit den Gleichungspaa-
ren (5.32)/(5.33), (5.39)/(5.40), (5.52)/5.53) sowie (5.65)/(5.66) sind jedoch mit den voll-
standigen Ein- bzw. Ausgangsvektoren f und y formuliert worden. Insbesondere die
elektrischen Ein- und AusgangsgréBen sind fir Piezoverbundmodule auf die Potentiale
und Ladungen an den Elektroden beschrankt (vgl. Abschnitt 2.2).

Eine Reduktion der zu betrachtenden Ein- und Ausgangssignale kann unter Verwendung
von Filtermatrizen Bj, und L, fur die Ein- und Ausgangsvektoren erzielt werden:

f= B - ﬁo , Yo = Li - y . (599)

Die Vektoren f, und yi, stellen die tatsachlichen Ein- bzw. Ausgangsvektoren dar, die
keine Null-Elemente enthalten. Die Filtermatrizen B, und L, kénnen in einen fur die
mechanischen DOF relevanten Teil und einen flr die elektrischen DOF relevanten Teil
aufgeteilt werden.

Die Elemente dieser Filtermatrizen nehmen nur Werte von Null und Eins an und zwar in
der Weise, dass in jeder Spalte der Eingangsfiltermatrix Bi, und in jeder Zeile der Aus-
gangsfiltermatrix Li, nur jeweils eine Eins steht. Damit wird die Auswahl der tatsachlichen
Ein- bzw. Ausgangssignale realisiert.

Die Dimension der Filtermatrizen ergibt sich aus der Anzahl der tatsachlichen Ein- bzw.
Ausgangssignale und der Anzahl der Freiheitsgrade im System. Die Matrixdimensionen
sind in den folgenden Gleichungen als obere Indizes entsprechend Tabelle 5.1 auf Seite
63 angegeben.

Die tatsachlichen Ein- und Ausgangsvektoren lassen sich fur potentialerregte und la-
dungserregte Systeme wie folgt darstellen:

Potentialerregte Systeme

Eingangsvektor
g1 v,1
F|gmv1 B BF,io‘gm’vm 0|9m.\/e
¢|9e,1 O‘ge,Vm B(b,io\ge've

(5.100)

T (Folt
¢io|ve'1
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Ausgangsvektor
U | ! [ Luyjol"™m of"m v u" " (5.101)
Qio‘wey1 0|We,gm L(Z),\o|we'ge nge'l ’ .
Ladungserregte Systeme
Eingangsvektor
1 WV v,1
Y - S R T (5.102)
Q|ge.1 - O‘Qe,Vm Bq.io|%"e Q‘O|Ve,1 :
Ausgangsvektor
w, w, 1
U|0|Ww1 ' _ Ly jo|"mom o|"mde ! u|gm,1 ! (5.103)
¢io|we'1 0|We,gm L¢,io|we'ge d,‘ge,l ’

5.5.2 Reduktion der Durchgangsmatrix und der Modalmatrizen

Potentialerregte Systeme

Die formale Reduktion der Ein- und Ausgangsvektoren ist fur die Dimensionierung der
Durchgangsmatrix von Bedeutung. Der von Null verschiedene Teil der Durchgangsmatrix
verkettet den Vektor der Potentiale mit dem Vektor der Ladungen. Fir ein potentialerreg-
tes System lautet der betreffende Teil der Ausgangsgleichung (s. Gleichung (5.53)) unter
Einbeziehung der Filtermatrizen Bg,s Und Lq,ix entsprechend den Gleichungen (5.100)

und (5.101):

Qio = Lqio - Q

- LQ,io . VQ,r “qd,r + LQ,\o . Kd)d) . ¢

= Lqio-Var - qar + Lajo - Koo - Boio - Pio
———— —_———

c
= Va.rio  * Qdr +

Koo “Pio - (5.104)

Die Dimension der elektrischen Steifigkeitsmatrix Kg4,o fUr die tatsachlichen Ein- und
AusgangsgroBen entspricht folgenden Angaben:

Kopiol " = Laio] ™% - Kp|*% - Byio|*"® . (5.105)
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Da in jeder Spalte der Eingangsfiltermatrix B, io und in jeder Zeile der Ausgangsfilterma-
trix Lq.io jeweils nur eine Eins enthalten ist, werden mit dieser Transformation genau die
Elemente der vollstandigen Matrix K¢¢ ausgewahlt, die die tatsachlichen Eingangspoten-
tiale mit den tatsachlichen Ausgangsladungen verknupfen. Das heif3t, bei einer Bestim-
mung der elektrischen Steifigkeitsmatrix Ko mit Hilfe des FEM-Systems ANSYS® sind
nur die statischen elektrischen Lastfélle zu beriicksichtigen, die unmittelbar auf den tat-
sachlichen EingangsgréBen beruhen. Diese missen nur fir die tatsachlichen Ausgangs-
groBen ausgewertet werden. Fur eine detaillierte Darstellung des praktischen Vorgehens
bei der Extraktion der Modelldaten mit Hilfe des FEM—Systems ANSYS® sei auf Anhang
E verwiesen.

Die elektrische Steifigkeitsmatrix K¢g .o fUr die tatsachlichen Ein- und AusgangsgréBen
entspricht bei Betrachtung aller im piezo—mechanischen Modell enthaltenen Elektroden
der im Abschnitt 5.2.1 eingefuhrten Matrix K¢,4, als Teil der Gesamtkapazitatsmatrix

Aus Gleichung (5.104) ist auch ersichtlich, dass die in der Ausgangsgleichung auftretende
Modalmatrix ‘\(:7er durch die Anwendung der Filtermatrix Li, zur reduzierten Modalmatrix
\C7Q,,,io verkUrzt wird. In der Modalmatrix \C7Q,,,io sind aufgrund der Null-Eins—Belegung der
Filtermatrix Li, nur die fur die tatsachlichen Ausgangsladungen relevanten Komponenten
enthaltenc. Diese CReduktion der Modalmatrix ist auch fir die Modalmatrix der Verschie-
bungen V., (— V..r.io) gultig. Bei kollokierter Wahl der Ein- und AusgangsgréBen, d.h.,
zu jeder Kraft- bzw. PotentialeingangsgréBe gehort eine dem DOF des FE-Modells ent-
sprechende Verschiebungs- bzw. LadungsausgangsgroBe, unterscheiden sich die Modal-
matrizen fur die Eingangsmatrix nicht von den Modalmatrizen fir die Ausgangsmatrix.

Ladungserregte Systeme

Fur die ladungserregten piezo—mechanischen Systeme gilt fur die Dimensionierung der
Durchgangsmatrix eine analoge Betrachtung beztglich der Inversen der elektrischen Stei-
figkeitsmatrix Jo, = K. Die dimensionsreduzierte Inverse der elektrischen Steifigkeits-
matrix Jp¢.io €rgibt sich aus:

Jd)d).i0|weyve — ch.io|We'ge . Jq)q)'é?evge . BQ'lolge,Ve (5106)

mit den Filtermatrizen L, o und Bq,o fur ladungserregte Systeme (s. Gleichungen (5.102)
und (5.103)).
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Es ist zu beachten, dass im Allgemeinen gilt:

Jopio = (Kgp)io # (Kopio) "~ (5.107)

Die Spalten und Zeilenreduktion erfolgt erst nach der Inversion bzw. indirekt Gber das im
Anhang E beschriebene Verfahren.

Fur die Reduktion der fur die Zustandsraumbeschreibung von ladungserregten Systemen
verwendeten Modalmatrizen gilt das Gleiche wie fur die potentialerregten Systeme. Die
Anwendung der Filtermatrizen Bj, und Lj, fuhrt zu Modalmatrizen \C]?u,,,io und \074),,,io, in
denen nur die Komponenten enthalten sind, die den tatsachlichen Ein- und Ausgangs-
groBen zugeordnet sind.

5.5.3 Abgeleitete AusgangsgroBen

Das in Abschnitt 5.5.1 eingefihrte Konzept der Ein- und Ausgangsfiltermatrizen kann
auch genutzt werden, Dehnungen (oder andere auf ein finites Element bezogene Feld-
groBen wie z. B. die elektrische Feldstarke) als Ausgangssignal des Zustandsraummodells
zu konstruieren. Dies ist mit Hinblick auf die praktische Umsetzung von Regelungskon-
zepten in Anlagen des Maschinen- und Fahrzeugbaus insofern von Bedeutung, da die
lokale Erfassung von Dehnungen, z. B. mit Hilfe von Dehnungsmessstreifen, oft einfacher
und kostenginstiger zu realisieren ist, als eine Verschiebungsmessung, z. B. mit GlasmaB-
staben.

Fur die Zielstellung dieser Arbeit bildet die Einbeziehung von Dehnungssignalen in das Zu-
standsraummodell den Verknupfungspunkt fur die Kopplung der dynamischen Beschrei-
bungen in diesem Kapitel mit den Beanspruchungsanalysen des Kapitels 4.

Ausgangspunkt fir die Einbeziehung von Dehnungssignalen in das Zustandsraummo-
dell ist die Verzerrungs—Verschiebungs—Matrix Reem €ines finiten Elementes, die den Zu-
sammenhang zwischen dem Vektor der Elementverzerrungen Seiem Und dem Vektor der
Knotenverschiebungen eines Elementes ueem angibt:

Selem = Relem * Uelem - (5108)

Die Verzerrungs—Verschiebungs—Matrix Reem hangt von den geometrischen Knotenko-
ordinaten, den Ansatzfunktionen N, und deren értlichen Ableitungen unter Berticksich-
tigung der Verzerrungs—Verschiebungs—Beziehung (2.3) ab. Sie wird bei der Diskretisie-
rung eines FE-Modells berechnet. Fir das Gesamtmodell kdnnen die elementweise er-
mittelten Verzerrungs-Verschiebungs—Matrizen Reem in einer Gesamtmatrix R zusam-



88 5 Zustandsraumbeschreibung piezo—mechanischer Systeme

mengefasst werden. Fur eine detaillierte Darstellung sei auf Lehrbucher zur FEM wie z. B.
[Bathe et al. 2002] verwiesen.

Mit der Verzerrungs—Verschiebungs—Matrix R des Gesamtmodells wird aus dem vollstan-
digen Vektor der Knotenverschiebungen u der vollstandige Vektor der Elementverzerrun-
gen S ermittelt:

S=R-u . (5.109)

Fur das Zustandsraummaodell bedeutet dies, dass die Verzerrungs—Verschiebungs—Matrix
R des Gesamtmodells als Ausgangsfiltermatrix verwendet werden kann, um aus dem
Vektor der Verschiebungsausgangssignale einen Vektor der Dehnungssignale abzulei-
ten. Die Ausgangsgleichungen der Zustandsraumbeschreibungen auf modaler Basis un-
ter Einbeziehung statischer Moden (5.83) und (5.98) lassen sich dementsprechend um
Dehnungssignale erweitern. Dies wird hier fir das Modell der Potentialanregung (5.83)
gezeigt:

S:R'u:R'Vu,r'qd,r"‘R':Pio'qs
~—— ~——
= VS,r “qd,r + ?S Qs . (5110)

Das Produkt R -V, kann als Modalmatrix der Verzerrungen interpretiert werden und ist
als solche unmittelbares Ergebnis einer numerischen Modalanalyse. Wie fur die elektri-
schen Eigenvektoren gilt auch fur die Eigenvektoren der Verzerrungen, dass diese keine
Eigenvektoren im eigentlichen Sinne, sondern Linearkombinationen der Eigenvektoren
der Verschiebungen sind.

Das Produkt R - Pj, gibt die Verzerrungen fir diejenigen statischen Lastfélle an, die in die
Transformationsbasis mit eingehen (vgl. Abschnitt 5.4.2).

Als Ausgangsgleichung der Zustandsraummodelle auf modaler Basis und statischen Mo-
den l3sst sich nunmehr unter Einbeziehung von Dehnungen angeben:

e flr potentialerregte Systeme

C
S Vs, o Ps o Ga.r 0

0
c qd.r F

ul=1| V., o P 0 a + 1o 0 ( )

Q Var © KL/J(]) P o© s o Koo

(5.111)
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e fUr ladungserregte Systeme

o
) %, o Qs 0 ‘_7@“ o o
o qd,r F
ul=1"v, o Qi 0 +lo o
° ds Q
¢ Vcb,r (0]} *Kq_)é) Kuq; QIO 0 qs o K:b}b
(5.112)

Diese Ausgangsgleichungen der Zustandsraummodelle sind fur vollstandige Verzerrungs-
vektoren S formuliert worden. Fur eine Reduktion der Anzahl der zu betrachtenden
Dehnungssignale im Ausgangsvektor kénnen wiederum Ausgangsfiltermatrizen entspre-
chend Abschnitt 5.5.1 eingesetzt werden.

5.6 Demonstrationsmodell Plattenstreifen

Im folgenden Abschnitt werden anhand eines Demonstrationsbeispiels die mit den Zu-
standsraummodellen ermittelten Amplitudenfrequenzgange und die am vollstandigen
FE-Modell berechneten Frequenzgange fiir eine elektrische Erregung verglichen, um die
Gute der Zustandsraummodelle einzuschatzen.

Als Demonstrationsbeispiel dient ein Plattenstreifen mit teilweise einseitiger, piezoelektri-
scher Schicht in Anlehnung an die typische Verwendung von flachigen Piezoverbundmo-
dulen als Biegeaktoren bzw. -sensoren.

5.6.1 Finite-Elemente—Modell

Das zugrundeliegende FE-Netz des Plattenstreifens ist in Bild 5.1 dargestellt. Die verwen-
deten Geometrie- und Materialparameter sind in den Tabellen 5.3 und 5.4 zusammen-
gefasst. Der diinne Plattenstreifen mit rechteckiger Grundflache ist an einer der beiden
Stirnseiten eingespannt.

Die piezoelektrische Schicht wird im FEM-System ANSYS® mit Hilfe piezoelektrischer
Solidelemente (SOLID5) modelliert, da eine piezoelektrische Schalenformulierung nicht
zur Verflgung steht. Das Basisblech wird mit Solid—Shell-Elementen (SOLSH190) abgebil-
det. Dieser Elementtyp implementiert das Verhalten einer Schale bei Verwendung einer
Volumenvernetzung. Mit der Volumenvernetzung der Solid—Shell-Elemente ist die Kom-
patibilitat zu den piezoelektrischen Solidelementen gegeben [ANSYS].

Die Piezoschicht ist in Richtung der Langsachse des Plattenstreifens (x-Richtung) polari-
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Fixierung Aluminiumblech

Ausgangsdehnung S« Piezomaterial

Nullelektrode
Aktive Elektrode

/Z Ausgangsverschiebung v,

Bild 5.1: Finite—Elemente—Netz des Plattenstreifens mit piezoelektrischer Schicht

Tabelle 5.3: Geometrieparameter und Materialien des Plattenstreifens

Parameter  Plattenstreifen  Piezoschicht

Lange 300 mm 100 mm
Breite 80 mm 80 mm
Dicke 1,0mm 0,3mm
x—Position 20 mm
Material Aluminium PZT

siert. Das elektrische Feld zur Ansteuerung der Piezoschicht wird durch die Potential- bzw.
Ladungsdifferenz zweier Elektroden an den beiden Stirnseiten der Piezoschicht eingekop-
pelt (vgl. Bild 5.1). Die elektrischen DOF der Knoten dieser Stirnseiten werden jeweils mit-
einander gekoppelt. Dieses Modell bildet damit z. B. vereinfacht das prinzipielle Verhalten
von ds3—MFC ab, ohne die interdigitale Elektrodierung modellmaBig auszufihren.

Tabelle 5.4: Materialparameter der Komponenten des Plattenstreifens

Material Gl G e, e, G G e e e £y €5
GPa C/m? nC/(Vm)

PZT? 157 120 94 106 18 19 -49 16,7 12,1 8 7

Aluminium 94 40 40 94 27 27 — — — — —

a Exemplarischer Datensatz im Rahmen des SFB/TRR 39 bereitgestellt von Herrn Uwe Scheithauer, Fraunhofer
IKTS.
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Tabelle 5.5: Eigenmoden des Demonstrationsmodells Plattenstreifen

Eigenfrequenz in Hz bei Eigenform
Nr. kurzgeschlossenen offenen Elektroden
Elektroden
1 8,7 9,7 1. Biegung
2 56,3 56,3 2. Biegung
3 69,9 69,9 1. Torsion
4 151,1 155,6 3. Biegung
5 204,7 204,7 2. Torsion
6 316,2 321,8 4. Biegung
7 376,0 376,0 3. Torsion
8 549,9 550,3 5. Biegung
Tabelle 5.6: Modellbezeichnungen
Modell Errequng  Gleichung
FEP vollstandige FE-Simulation Potential  (2.26)
FEQ vollstandige FE-Simulation Ladung (2.26)
7ZXP ZR mit vollstandigen Systemmatrizen Potential  (5.34)(5.35)
ZXQ ZR mit vollstandigen Systemmatrizen Ladung (5.39)(5.40)
ZDPX ZR mit x modalen Koordinaten Potential  (5.52)(5.53)
ZDOX ZR mit x modalen Koordinaten Ladung (5.65)(5.66)
7ZSPx+y  ZR mit x modalen und y statischen Moden  Potential  (5.82)(5.83)
75Qx+y  ZR mit x modalen und y statischen Moden  Ladung (5.97)(5.98)

Das dynamische Verhalten des Demonstrationsmodells wird durch die in Tabelle 5.5 an-
gegebenen Eigenformen charakterisiert. Abbildungen dazu sind im Anhang F zu finden.
Nur einige Eigenformen werden von der piezoelektrischen Schicht beeinflusst.

5.6.2 Modellvergleich

Die fur den Modellvergleich verwendeten System- bzw. Modellbezeichnungen sind in
Tabelle 5.6 aufgefihrt.
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Bild 5.2 zeigt die Amplitudenfrequenzgange des Dehnungssignals auf der Piezoschicht
(vgl. Bild 5.1) und des Ladungssignals an der aktiven Elektrode bei Potentialanregung
fur das vollstandige FE-Modell und zwei reduzierte modale Zustandsraummodelle (ohne
und mit statischer Ergadnzungsmode). Analog dazu sind in Bild 5.3 die entsprechenden
Amplitudenfrequenzgénge bei Ladungsanregung (Dehnung und Potential) dargestellt.

I T
@
N T s
—150| [ Dehnung Swx |~ = o0 1150
e—0 8 8¢ H—0 o & e
% 00 200 il
57 X
7 @
—250 Ladung @ 250
(@)
I
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Bild 5.2: Amplitudenfrequenzgénge fir Ladung und Dehnung bei Potentialerrequng des Platten-
streifens (Erlduterung der Markierungen s. Text)

Die Frequenzgange des ausgewahlten Verschiebungssignals (s. Bild 5.1) fur die betrach-
teten Modelle einschlieBlich des Zustandsraummodells mit vollstandigen Systemmatrizen
sind in Anhang F zusammengefasst. Das Zustandsraummodell mit vollstandigen System-
matrizen gibt das Verhalten des vollstandigen FE-Modells exakt wieder. Flr das Verschie-
bungssignal sind die Abweichungen durch die modale Reduktion im betrachteten Fre-
guenzbereich zu vernachlassigen.

Beim Vergleich der Frequenzgange ist zu erkennen, dass die jeweiligen Frequenzgang-
maxima auch durch die reduzierten Zustandsraummodelle sowohl bei Potential- als auch
bei Ladungserregung exakt wiedergegeben werden (Markierung (). In den modal redu-
zierten Modellen ist demzufolge eine ausreichende Anzahl von Eigenmoden enthalten.
Dies entspricht der Ublichen ingenieurtechnischen Abschatzung, mindestens alle Eigen-
moden aus dem doppelten interessierenden Frequenzbereich in ein reduziertes Modell
einzubeziehen.

Auffallig ist, dass die aus der Literatur bekannte frequenzmaBige Nullstellenverschiebung
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Bild 5.3: Amplitudenfrequenzgénge fir Potential und Dehnung bei Ladungserrequng des Platten-
streifens (Erlduterung der Markierungen s. Text)

bei den rein modalen Modellen ZDP8 und ZDQ8 sowohl bei den elektrischen Ausgangs-
signalen auftritt (Markierung @), in viel starkerem MaBe jedoch bei dem betrachteten
Dehnungssignal (Markierung @). Fir die elektrischen Ausgangssignale macht sich die
fehlende statische Erganzungsmode in erster Linie durch eine Abweichung im Niveau
des Frequenzganges zwischen den Resonanzen (Markierung @) bemerkbar.

Die Nullstellenverschiebung und die Niveaudifferenz kénnen durch die Verwendung der
zusatzlichen statischen Erganzungsmode sowohl fur die elektrischen Ausgangssignale
als auch fur das Dehnungssignal korrigiert werden (Modelle zsp8+1 und zsQ8+1). Die
modal reduzierten Modelle mit statischer Ergadnzungsmode bilden das Verhalten des voll-
standigen FE-Modells im betrachteten Frequenzbereich hinreichend genau ab. Sie bieten
insbesondere in Bezug auf die Frequenzauflésung eine hohere Flexibilitat als die vollstan-
dige FE-Berechnung vor allem durch die wesentlich reduzierte ModellgroBe.

5.7 Eigenschaften und Moglichkeiten der
Zustandsraummodelle

Mit den Darlegungen dieses Kapitels stehen verschiedene Zustandsraumbeschreibungen
flr piezo-mechanische Systeme zur Verfigung:
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Tabelle 5.7: ergleich der Zustandsraumformulierungen

Modell basiert auf Komplexitat Dimension Genauigkeit
zxX  System—Matrizen hoch wie FE-Modell  wie FE-Modell
zD Eigenmoden einfach reduziert eingeschrankt
zS Eigen- und statischen Moden  sehr hoch reduziert gut

e die unmittelbar aus einem FE-Modell abgeleitet werden,
e die mechanische Krafterregung und elektrische Potential- oder Ladungserregung
betrachten,
e die als AusgangsgroBen sowohl mechanische Verschiebungen und Dehnungen als
auch die elektrischen GréBen Ladung oder Potential verwenden und
e die eine korrekte Abbildung der elektrischen Impedanz des betrachteten Systems
erméglichen.
Die drei wesentlichen Modellierungsstufen:
e systemmatrizen—basierte Beschreibung,
e modal-basierte Beschreibung und
e modal-basierte Beschreibung mit statischen Ergadnzungsmoden
unterscheiden sich hinsichtlich Modellkomplexitat, ModellgréBe und Abbildungsgenau-
igkeit (Tabelle 5.7).
Die modal basierten Modelle gestatten eine einfache Reduktion der Dimension des Zu-
standsraumes.

Damit eignen sich diese Zustandsraumbeschreibungen zum einen fir eine Regelungsaus-
lequng' und zum anderen zur Auslegung der Ansteuerelektronik fiir die Piezoaktoren.
Uber die Auswertung der Impedanzfrequenzgénge ist dariiber hinaus eine energetische
Bewertung von piezo—mechanischen Systemen maoglich.

Eine Zusammenstellung der Vektoren und Matrizen der Zustandsraumbeschreibungen
far potential- und ladungserregte piezo—-mechanische Systeme ist im Anhang D dieser
Abhandlung enthalten. Die Extraktion der erforderlichen Modelldaten der FE-Diskreti-
sierung auf Grundlage des FEM-Systems ANSYS® wird auszugsweise im Anhang E be-
schrieben.

2Ein Anwendungsbeispiel wird z. B. in [Neugebauer et al. 2010a] demonstriert.
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6 Gesamtmodell

In diesem Kapitel wird der methodische Gesamtablauf beschrieben, mit dem aus der
Systemsimulation heraus die Beanspruchungen der Komponenten von Piezoverbundmo-
dulen abgeschatzt werden kénnen. Dazu wird ein zweistufig reduzierendes Verfahren
vorgeschlagen, das auf den Modellen der Kapitel 4 und 5 beruht.

6.1 Berechnungsablauf

In Bild 6.1 wird der vorgeschlagene Gesamtablauf schematisch dargestellt.

Ausgangspunkt ist die detaillierte geometrische und materielle Beschreibung der einzu-
setzenden Piezoverbundmodule sowie des passiven Bauteils und darauf aufbauend eine
entsprechende Finite—Elemente—Diskretisierung.

Die erste Reduktionsstufe umfasst die Bestimmung der homogenisierten (effektiven) Ma-
terialparameter entsprechend den Ausfihrungen in Kapitel 4 sowie die damit verbunde-
ne Ermittlung der Phasenkonzentrationen fur die Beanspruchungen der Verbundkompo-
nenten.

Die zweite Modellierungsstufe verwendet die homogenisierten (effektiven) Materialpara-
meter des Piezoverbundmoduls in einem FE-Modell des zu untersuchenden Gesamtbau-
teils. Von dieser FE-Diskretisierung wird ein Zustandsraummodell entsprechend Kapitel 5
abgeleitet. Dieses Zustandsraummodell stellt als AusgangsgroBen Beanspruchungen, ins-
besondere die mechanische Verzerrung und das elektrische Feld, des homogenisierten
Piezoverbundmoduls an ausgewahlten globalen Orten X des Gesamtbauteils zur Verfu-
gung.

Bei der Rucktransformation dienen die Phasenkonzentrationen fur ausgewahlte Orte x
der EZ als Skalierungsfaktoren fiir diese Beanspruchungen. Aus der summarischen Uber-
lagerung entsprechend den Gleichungen (4.21) bis (4.24) ergeben sich die gesuchten lo-
kalen Beanspruchungen der Verbundkomponenten. Die Phasenkonzentrationen werden
in der Systemsimulation entweder als zusatzliche Filtermatrizen fur den Ausgangsvektor
des Zustandsraummodells entsprechend Abschnitt 5.5.1 verarbeitet oder, wie im Block-
schaltbild 6.2 verdeutlicht, als Durchgangsmatrix eines (statischen) Zustandsraummodells
eingebunden, das mit der Zustandsraumbeschreibung des (homogenisierten) Gesamtmo-
dells in Reihe geschaltet ist.

Durch Verwendung der effektiven elektro-mechanischen Materialparameter im Gesamt-
modell kann das Gesamtmodell unabhangig von den realen Dimensionen der piezoelek-
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Bild 6.1: Schematische Darstellung des Berechnungsablaufes
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Bild 6.2: Blockschaltbild zur Integration der Phasenkonzentrationen fir die mechanischen Span-
nungen in die Systemsimulation als Durchgangsmatrix eines statischen Zustandsraum-

modells
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trischen Basiselemente diskretisiert werden. Insbesondere fir die Verwendung der stati-
schen Erganzungsmoden bei der Zustandsraumbeschreibung ist dies vorteilhaft, da dabei
Matrixmultiplikationen mit den vollstandigen mechanischen Massen- und Steifigkeitsma-
trizen des Gesamtmodells ausgefihrt werden missen (s. Abschnitt 5.4.2). Durch Vor-
schalten der Homogenisierung als erster Reduktionsstufe wird eine effiziente Zustands-
raumbeschreibung erméglicht. Der Einsatz der Phasenkonzentrationen gestattet die Be-
anspruchungsermittlung fur die Verbundkomponenten.

6.2 Anwendung auf Piezo-Metall-Module

In diesem Abschnitt wird die Gesamtmethodik auf die Beanspruchungsermittiung fur
Piezo—Metall-Module (PMM) angewandt. Dabei werden die Ergebnisse, die mit den redu-
zierten Modellen entsprechend der methodischen Darstellung der Kapitel 4 und 5 erzielt
werden, den Ergebnissen gegenlibergestellt, die anhand eines vollstandigen FE-Modells
(Detailmodell) ermittelt werden.

6.2.1 Aufbau und Funktionsweise

Piezo—Metall-Module (PMM) sind ein Entwicklungs- und Forschungsobjekt des SFB/TRR
39 [Drossel et al. 2007; Neugebauer 2007, 2009]. Bei der Entwicklung der PMM wird
versucht, prismatische Piezostabchen direkt in vorgefertigte Mikrokavitaten [Schubert
et al. 2010b] an der Oberflache eines Tragerbleches zu integrieren. Die polarisierten
Piezostdbchen werden vor der Integration mit einer Elektrodierung ausgestattet. Zur
Isolierung gegen das metallische Tragerblech wird die Oberflache dieses Tragerbleches
vor dem Einlegen der elektrodierten Piezostabchen in die Kavitaten mit einer amorphen
wasserstoffhaltigen Kohlenstoffschicht (a:CH, DLC, >diamond like carbon) als Isolations-
schicht versehen [Herrmann et al. 2007; Peter et al. 2009]. Die mechanische Fixierung
und Vorspannung der Piezostdabchen in den Kavitaten erfolgt durch Verpressen der Trenn-
wande der Kavititen [Schubert et al. 2010a].”® Die Piezostabchen sollen abschlieBend
oberflachlich mit einer weiteren Isolationsschicht versehen werden.

Mit der direkten Integration von piezokeramischen Basiselementen in das metallische
Tragermaterial soll

e der separate Applikationsprozess von externen Piezomodulen auf die Blechoberfla-
che mittels Klebstoff eliminiert werden und

3Eine alternative Fertigungsmoglichkeit betrifft das Filgen durch MikrospritzgieBen unter Verwendung von lei-
tenden bzw. isolierenden Funktionspolymeren [Kroll 2010].
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Piezostabchen 250 pm - 250 pm - 10 mm

Isolationsdicke 20 um
Elektroden Elektrodendicke 5um
Isolation Blechdicke 1,5mm

Polarisati

Metall

Bild 6.3: Aufbau und Abmessungen des Piezo—Metall-Moduls

e eine effektivere elektro-mechanische Ankopplung erzielt werden.

Die detaillierte Technologie des Herstellungsprozesses und die konkrete Dimensionierung
der PMM ist noch Gegenstand der Forschung im SFB/TRR 39.

Fur eine funktionelle Charakterisierung der PMM mit der in dieser Abhandlung erlau-
terten Methodik werden FE-Modelle auf Basis der in Bild 6.3 dargestellten, idealisierten
Topologie und Geometrie verwendet. Unabhangig von der konkreten Fertigungstechno-
logie beschreibt diese Topologie die angestrebten Gegebenheiten nach der Fertigung.

Unberticksichtigt bleiben geometrische Details wie Fasen und Kerbradien sowie tech-
nologische Abweichungen von der angegebenen Konstruktion (Oberflachenrauheiten,
Winkelabweichungen, ...). Das heiBt, eine Beanspruchungsbewertung im Sinne lokaler
Beanspruchungskonzepte (wie z.B. der Kerbspannungslehre) ist mit den hier darzustel-
lenden Ergebnissen nicht angebracht. Eine Erweiterung des Modells in dieser Hinsicht ist
bei Vorliegen entsprechender Daten moglich, aber nicht Gegenstand der vorliegenden
Abhandlung.

Die prinzipielle Funktionsweise der PMM entspricht der Funktionsweise von oberfléch-
lich applizierten MFC: Durch Beaufschlagung der Elektrodenpaare der PMM mit einer
Potentialdifferenz wird in den Piezostabchen ein elektrisches Feld eingepragt. Der inver-
se piezoelektrische Effekt bewirkt eine Ausdehnung der Piezostabchen in der Bleche-
bene. Aufgrund der exzentrischen Positionierung der Piezostabchen in Bezug auf den
Blechquerschnitt wird damit eine Biegung des Bleches erzeugt. Dieser Zusammenhang
ist auch sensorisch nutzbar. Das heiBt, durch eine Biegeverformung des Bleches wird
in den Piezostabchen ein Ladung erzeugt, die tber die Elektrodenpaare abgefihrt und
erfasst werden kann.
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6.2.2 Finite—-Elemente—Modelle

Aufgrund des Aufbaus und der Funktionsweise ist das prinzipielle Verhalten der PMM
durch ein 2D-Modell mit ebenem Dehnungszustand abzubilden. Es wird deshalb der
ANSYS®—Elementtyp PLANE13" zur Simulation gekoppelter Felder eingesetzt.

Der Montagevorgang und -zustand (Verpressen der Trennwande der Kavitaten) wird bei
der funktionellen Charakterisierung nicht explizit berlcksichtigt. Durch Schubert et al.
[2010a] wurde gezeigt, dass durch das Verpressen der Kavitdten—Trennwande eine kraft-
schlussige Verbindung mit weitgehend gleichmaBigem Kontaktdruck zwischen Piezo-
stdbchen und Kavitatenwand hergestellt werden kann. Fur die funktionelle Beschreibung
wird deshalb von einer festen Verbindung zwischen Piezostabchen und Kavitatenwand
ausgegangen. Die Montagevorspannung beeinflusst das funktionelle Verhalten entspre-
chend dem verwendeten, linearen Materialgesetz nach Gleichung (2.23) nicht. Bei ei-
ner Beanspruchungsbewertung wére die Montagevorspannung als Beanspruchungsoff-
set bzw. Mittellast zu bertcksichtigen.

Die Ableitung einer EZ aus der Topologie der PMM muss beriicksichtigen, dass die pie-
zoelektrisch aktive Schicht nur einen Teil des Blechquerschnittes einnimmt und durch
die elektrische Ansteuerung eine Biegung des Bleches erzeugt wird. Eine EZ Uber die
gesamte Blechdicke musste demnach ein gradiertes effektives Material generieren. Die-
se Gradierung musste auch durch entsprechende FE-Typen im Makromodell abzubilden
sein.

Ein Ansatzpunkt fur die Abbildung eines gradierten piezoelektrischen Materials im Ma-
kromodell ist die Entwicklung von piezoelektrischen Sandwich-Elementtypen, wie sie z. B.
von Mesecke-Rischmann [2004] und Marinkovic [2007] beschrieben werden. Diese Ent-
wicklungen beruhen allerdings auf piezoelektrischen Schichten, die Uber ihre Dicke elek-
trisch angesteuert werden. Fir die PMM ist die Ansteuerung durch eine Potentialdifferenz
in der Schalen- bzw. Blechebene relevant.

In dieser Abhandlung wird deshalb bei der Wahl der EZ die aktive Schicht mit dem Piezo-
material und den Trennstegen zwischen den Kavitaten sowie der Isolation und der Elek-
trodierung von der passiven Tragerschicht getrennt. Die EZ umfasst nur die Materialien
der aktiven Schicht. Im Makromodell erfolgt ein explizit zweischichtiger Aufbau mit din-
ner homogenisierter aktiver Schicht und dickerer passiver Grundschicht. Eine Reduktion
auf eine Schalentheorie erfolgt in dieser Arbeit nicht.

Im Weiteren werden die einzelnen FE-Modelle fir die PMM detailliert beschrieben. Aus-
gehend von einem vollstandigen Detailmodell werden das Gesamtmodell mit homoge-

4 Alternativ kann auch der ANSYS®—Elementtyp PLANE223 eingesetzt werden.
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Bild 6.4: Geometrie und Finite—Elemente—Netz des vollstdndigen Detailmodells des Piezo—Metall-
Moduls

nisierter Piezoschicht und das Modell der EZ der aktiven Schicht charakterisiert. Ebenso
werden die erforderlichen Randbedingungen fir die EZ behandelt, die sich aus den Ge-
samtmodellen ableiten.

Volistandiges Detailmodell

Als Demonstrationsbeispiel fur die Anwendung der PMM dient, wie in Kapitel 5, ein
einseitig eingespannter Plattenstreifen. In diesen Plattenstreifen sind in einem einspan-
nungsnahen Bereich 20 Piezostabchen entsprechend dem Aufbau der PMM nach Bild 6.3
integriert.

Im vollstdndigen Detailmodell sind Piezomaterial, Isolationsschicht und Elektroden in ih-
rer tatsachlichen Dimension diskretisiert. Die Berticksichtigung der umgebenden Luft zur
Abbildung eines elektrischen Streufeldes ist nicht erforderlich. Vergleichsberechnungen
zeigen, dass der Energiegehalt des elektrischen Feldes in der umgebenden Luft vernach-
lassigbar gering ist.

Die Potentialfreiheitsgrade der Elektroden sind so gekoppelt, dass die gleiche Potential-
differenz an jedem zu einem Piezostabchen gehorenden Elektrodenpaar wirkt. Der me-
tallische Grundkorper liegt auf Nullpotential.

Das vollstandige Detailmodell ist in Bild 6.4 dargestellt. Die verwendeten Materialpara-
meter sind der Tabelle 6.1 bzw. fir das Piezomaterial Tabelle 5.4 zu entnehmen.
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Tabelle 6.1: Materialparameter der Komponenten des Piezo—Metall-Moduls

Parameter Einheit Blech Isolation  Elektroden  Piezo
Aluminium a:CH® Silber

Dichte kg m~3 2700 2000 10500 <

Elastizititsmodul ~ GPa 70 100 79 g

Poissonzahl - 0,3 0,25 039 ¥

Permittivitat €0 - 3,4 - "

a amorphe wasserstoffhaltige Kohlenstoffschicht

Finite—Elemente-Netz Modulbereich

O] Auswerteorte

a\ Einspannung

Bild 6.5: Finite—Elemente—Netz des Gesamtmodells des Piezo—Metall-Moduls mit homogener akti-
ver Schicht

Finite—Elemente—Netz Gesamtmodell

Gesamt- bzw. Makromodell

Das Gesamtmodell mit Abbildung des PMM durch eine homogene aktive Schicht wird
unmittelbar aus dem vollstandigen Detailmodell durch Neuvernetzung des aktiven Berei-
ches erhalten. Die Vernetzung des aktiven Bereiches erfolgt dabei in der Netzdichte des
Ubrigen Plattenstreifens (s. Bild 6.5). Dadurch wird die Anzahl der finiten Elemente im Mo-
dell in GréBenordnungen reduziert. Umfasst das vollstandige Detailmodell ca. 100.000
Elemente allein fur den aktiven Bereich, so werden im Gesamtmodell lediglich 60 Ele-
mente eingesetzt. Den Elementen des aktiven Bereiches werden die mit dem Modell der
EZ ermittelten effektiven Materialparameter zugewiesen.

Die elektrische Anregung des Gesamtmodells soll durch Potential- bzw. Ladungsvorgabe
an den Stirnseiten des aktiven Bereiches erfolgen, so dass ein elektrisches Feld in Langs-
richtung der Platte (x—Richtung des globalen Koordinatensystems) erzeugt wird. Dazu
sind die Potentialfreiheitsgrade der entsprechenden Knoten zu zwei Elektroden gekop-
pelt.

Um Stoérungen der inneren elektrischen Feldverteilung zu reduzieren, die durch die Eli-
minierung der realen inneren Elektroden hervorgerufen werden, werden die Potential-
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Bild 6.6: Finite—Elemente—Netz der Einheitszelle des Piezo—Metali-Moduls

freiheitsgrade der Knoten des aktiven Bereiches, die die gleiche x—Koordinate haben,
ebenfalls gekoppelt.

Das Potential des metallischen Grundkérpers wird vollstandig aus dem Modell eliminiert.
Das Tragermaterial wird rein mechanisch betrachtet. Dies ist Voraussetzung dafur, dass
die elektrischen Randbedingungen des PMM Uber die Stirnseiten des aktiven Bereiches
aufgebracht werden kénnen. Anderenfalls wirden widersprichliche elektrische Randbe-
dingungen fir die Randknoten gelten (¢..st # 0 infolge Lastvorgabe steht im Wider-
spruch zu ¢gjech = 0 infolge Massepotential).

Modell der Einheitszelle

Das FE-Modell der EZ entspricht fur die betrachtete Konfiguration genau einem Zwan-
zigstel des PMM-Bereiches des Detailsmodells. Die EZ umfasst also genau eine Kavitat mit
Piezomaterial und das zugehorige Elektrodenpaar. Die Isolation zum Grundblech bildet
die Abgrenzung der EZ (s. Bild 6.6).

Zur Ermittlung der effektiven Materialparameter werden die mechanischen Periodizitats-
randbedingungen nach Abschnitt 4.2.3 angesetzt. Die Zwangsbedingungen fur die me-
chanischen Freiheitsgrade werden an allen Randern angesetzt (obwohl die Periodizitat in
Dickenrichtung nicht gegeben ist), da diese Zwangsbedingungen nicht nur die Periodizi-
tat abbilden, sondern ebenso die separate Formulierung der Homogenisierungslastfalle
auf der Grundlage von Einheitsdehnungen erméglichen. Da im Gesamtmodell das PMM
als Bereich mit Elastizitat in beiden Ortskoordinatenrichtungen abgebildet wird, wird der
vollstandige 2D-Materialparametersatz bendotigt.

Fur die elektrischen Randbedingungen sind weitere Gesichtspunkte zu bertcksichtigen:

Zum einen wird die elektrische Last an im Inneren der EZ liegenden Elektroden aufge-
bracht. Dazu gelten die Betrachtungen im Abschnitt Einheitszelle mit Elektroden auf
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Tabelle 6.2: Effektive Materialparameter cF, e und €° des Piezo-Metall-Moduls

E E E E S

Cyx Cxy Cyy Crz Exy Exx Ex

E E E E s

C33 Ci3 i Cs5 €31 €33 €33
GPa C/m? nC/(Vm)

PMM 104 66 125 28 —7,0 14,6 13,5

Seite 53. Das heil3t, das Einheitsfeld wird als Potentialdifferenz an den Elektroden vor-
gegeben und das Potential an den gegeniberliegenden Réndern, die parallel zu den
Elektroden verlaufen, wird der Periodizitat entsprechend gekoppelt.

Zum anderen wird im Gesamtmodell die Dickenrichtung elektrisch nicht berlcksichtigt,
da nur in Langsrichtung ein elektrisches Feld aufgebracht wird'®>. AuBerdem wird das
Nullpotential des metallischen Tragermaterials im Gesamtmodell nicht explizit vorgege-
ben. Deshalb muss das Nullpotential des metallischen Tragers bereits beim Modell der
EZ berlcksichtigt werden, sowohl an den Knoten der in der EZ enthaltenen Metallele-
mente als auch am Rand der Isolation zum Kavitatenboden. Die dauBere Oberflache der
abschlieBenden Isolation des PMM bleibt elektrisch frei, d. h. ohne Rand- oder Zwangs-
bedingungen.

6.2.3 Effektive Materialparameter und BeanspruchungsgréfBen

Am 2D-Modell der EZ werden sieben Einheitslastfalle zur Ermittlung der effektiven Ma-
terialparameter des PMM betrachtet. Diese sieben Einheitslastfalle ergeben sich aus der
Reduktion der Lastfélle nach Tabelle 4.1 auf den 2D-Fall unter Bertcksichtigung von
51=35,,, 55 =35, 55 =S}, sowie £} = E.. Bezogen auf das in Bild 6.6 erkenntliche
Koordinatensystem ergeben sich die effektiven Materialparameter entsprechend Tabelle
6.2.

Die fur das PMM wesentlichen Phasenkonzentrationen sind in der Bild 6.7 dargestellt.
Dies sind die Normalspannungen T infolge einer Einheitsdehnung Sk, und infolge eines
elektrischen Einheitsfeldes E°.

'>Die elektro-mechanische Kopplung in Dickenrichtung (d13—Effekt) wird durch die Verwendung des vollstandi-
gen, effektiven 2D-Materialparametersatzes berlcksichtigt.
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Bild 6.7: Phasenkonzentrationen der Einheitszelle des Piezo-Metall-Moduls;
links: XIS, Normalspannung Txx (in Pa) aufgrund einer Einheitsverzerrung SL, = 1,
rechts: XE, Normalspannung Txx (in Pa) aufgrund eines elektrischen Einheitsfeldes

XX 7

EL=10GVm™!

Besonderheiten bei Biegebeanspruchung

Die PMM sollen in erster Linie zur Beeinflussung von Biegeschwingungen in Blechstruktu-
ren eingesetzt werden. Das heil3t, die wesentliche Beanspruchungsart weist einen Bean-
spruchungsgradienten Uber die Hohe der entsprechenden EZ auf. Dies entspricht nicht
der Verwendung von homogenen Einheitsverzerrungen bei der Bestimmung der effekti-
ven Materialparameter und der Phasenkonzentrationen.

Infolgedessen sind zwei Abweichungen festzustellen:

1. Die mit den Einheitslastfallen ermittelte effektive Steifigkeit reprasentiert die reale
Biegesteifigkeit nur annahernd. Je nach Verteilung der Steifigkeit Uber der Hohe
der EZ wird die reale Biegesteifigkeit Gber- oder unterschatzt. Fur die PMM liegen
die Steifigkeiten der Komponenten in gleicher GréBenordnung. Deshalb wird auf
eine Korrektur dieser Abweichung in der vorliegenden Arbeit verzichtet.

2. Die mit den Einheitslastfallen ermittelten Phasenkonzentrationen reprasentieren
die reale Beanspruchungsverteilung in der EZ nur annahernd. Unter der Vorausset-
zung, dass die aktive Schicht klein gegentiber der Gesamtblechdicke ist, kénnen
die Abweichungen vom Membranspannungszustand jedoch vernachlassigt wer-
den. Fur die PMM erfolgt deshalb eine Auswertung der Beanspruchungen ohne
explizite Aufteilung in Membran- und Biegeanteile'®.

Soll eine Korrektur dieser Abweichungen vorgenommen werden, so ist ein Biegeeinheits-
lastfall fur die EZ zu erstellen. Ein Ansatzpunkt dafir wurde in [Kranz et al. 2007] vorge-
stellt.

16Beim vorliegenden Dickenverhaltnis von aktiver und passiver Schicht mit 1:5 entspricht dies nur einer groben
Naherung, die hier aber aus Vereinfachungsgriinden gerechtfertigt erscheint.
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Auswahl der auszuwertenden Beanspruchungsgré3en

Aufgrund der Biegebelastung des Gesamtbauteiles charakterisiert die Normalspannung
T die wesentliche Beanspruchung. Deshalb wird der folgende Modellvergleich anhand
der Normalspannung T,y als reprasentativer BeanspruchungsgroBe diskutiert. Die qua-
litativen Aussagen des Modellvergleiches lassen sich auch auf die VerzerrungsgréBen
Ubertragen.

Fur den Modellvergleich werden exemplarisch zwei Auswerteorte innerhalb des PMM
ausgewahlt. Es wird die 11. EZ des Detailmodells und innerhalb dieser EZ

AO1 die Mitte des Piezostabchen zur Charakterisierung der Beanspruchungszustandes
des Piezomaterials und

AO2 die Mitte der abdeckenden Isolation

betrachtet. Die Positionierung der Auswerteorte ist in den Modell-Abbildungen 6.4, 6.5
und 6.6 angegeben.

Aus der Darstellung der Phasenkonzentrationen in Bild 6.7 ist ersichtlich, dass die Normal-
spannung T innerhalb des Piezomaterials weitgehend homogen verteilt ist und dass in
der Isolationsschicht die hochste Normalspannung Ty auftritt. Die ausgewahlten Aus-
werteorte der EZ sind dementsprechend reprasentativ fiir das PMM.

6.2.4 Modellvergleich

In den Abbildungen 6.8 und 6.9 werden die Amplitudenfrequenzgénge der Normalspan-
nung Txx an den Auswerteorten AO1 und AO2 fir Potential- und Ladungserregung des
PMM in einem Frequenzbereich um die erste Eigenfrequenz bei ca. 130 Hz dargestellt.
Die angegebenen Amplitudenfrequenzgange beruhen auf verschiedenen Modellen, de-
ren Bezeichnung dem Schema in Tabelle 5.6 folgt:

FED vollstandiges FE-Detailmodell (s. Abschnitt Vollstdndiges Detailmodell),

ZDG Zustandsraummodell mit modalen Koordinaten, basierend auf der FE-Diskretisie-
rung des Gesamtmodells (FEG, s. Abschnitt Gesamt- bzw. Makromodell) und ef-
fektiven Materialparametern sowie den Phasenkonzentrationen der EZ und

725G Zustandsraummodell mit modalen Koordinaten und einer statischen Mode, eben-
falls basierend auf der FE-Diskretisierung des Gesamtmodells (FEG, s. Abschnitt
Gesamt- bzw. Makromodell) mit effektiven Materialparametern und den Phasen-
konzentrationen der EZ.
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Bild 6.8: Amplitudenfrequenzgénge fiir die Normalspannung Txx bei Potentialerrequng des
Piezo—-Metall-Moduls; links: Auswerteort AOT, rechts: Auswerteort AO2
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Bild 6.9: Amplitudenfrequenzgénge fir die Normalspannung Txx bei Ladungserrequng des
Piezo-Metall-Moduls; links: Auswerteort AO1, rechts: Auswerteort AO2

In den modal basierten Zustandsraummodellen (ZDG, zSG) sind jeweils die ersten 10
Eigenwerte des Systems enthalten (bis ca. 25 kHz). Bezogen auf den betrachteten Fre-
quenzbereich bis 250 Hz entspricht dies bei Betrachtung von Verschiebungssignalen ei-
ner ausreichend genauen Modellabbildung.

Fur die modal basierten Zustandsraummodelle ZsG mit statischer Erganzungsmode wird
sowohl fir Potential- als auch Ladungserregung eine gute Ubereinstimmung mit den Re-
ferenzergebnissen des vollstandigen Detailmodells erzielt. Die geringfugigen Abweichun-
gen werden auf die im Abschnitt Besonderheiten bei Biegebeanspruchung auf Seite 104
diskutierten Eigenschaften der Modelle zurtckgefihrt.

Die rein modalen Zustandsraummodelle zDG kdnnen die Amplitudenfrequenzgange fur
die Beanspruchungen nicht angemessen wiedergeben. Lediglich das Beanspruchungs-
maxima wird bezuglich Frequenz und Amplitude korrekt ermittelt.

Insbesondere fur den Auswerteort AO1 wird in Bezug auf das Frequenzgangminimum im
betrachteten Frequenzbereich ein wesentlich anderes Verhalten ausgewiesen als durch
des Referenzmodell. Das Frequenzgangminimum liegt fur die rein modalen Zustands-
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raummodelle ZDG bei einer héheren Frequenz als das Frequenzgangmaximum, fur das
Referenzmodell FED bei einer niedrigeren Frequenz.

Das Auftreten einer Nullstelle im Frequenzgang der Spannung T der Piezoschicht (Aus-
werteort AO1) vor der ersten Resonanz ist wie folgt zu erklaren: Statisch wirkt die Aus-
dehnung der Piezoschicht gegen die Steifigkeit des passiven Materials. Das heif3t, in der
Piezoschicht tritt eine Normalspannung entgegen der Spannung im passiven Material
auf. Fur die erste Resonanz als Biegemode entspricht die Normalspannung des gesamten
Querschnittes einer Biegespannungsverteilung. Die Spannung in der Piezoschicht und im
passiven Material verhalten sich phasengleich. Beim Frequenzsweep von der statischen
Belastung zur ersten Resonanz erfolgt demzufolge ein Ubergang von einem gegenphasi-
gen zu einem gleichphasigen Verhalten der Spannungen mit einem damit verbundenen
Amplitudennulldurchgang. Da in den rein modalen Zustandsraummodellen zDG die sta-
tischen Anteile nicht enthalten sind, wird diese Nullstelle falsch abgebildet.

Fur den Auswerteort AO2 tritt bei den rein modalen Zustandsraummodelle ZDG eine
wesentliche Verschiebung des Frequenzgangminimums zu einer héheren Frequenz im
Vergleich zum Referenzmodell FED auf. Die fur den Auswerteort AO1 beschriebene Pro-
blematik mit prinzipiell anderer Nullstellenlage ist nicht gegeben, da der Auswerteort
AO2 zum passiven Material gehort.

Auch das Amplitudenniveau abseits der Extrema der Frequenzgange wird nur unzurei-
chend durch die rein modalen Zustandsraummodelle ZDG abgebildet.

Erklart werden kann dieses Modellverhalten aus den wesentlichen Zusammenhangen der
Beanspruchungsermittlung auf Grundlage der Phasenkonzentrationen und der Zustands-
raumabbildung der elektrischen GroBen:

Bei der Beanspruchungsermittlung auf Grundlage der Phasenkonzentrationen ist neben
den effektiven mechanischen VerzerrungsgréBen S auch das effektive elektrische Feld
E als EingangsgréBe der Bestimmungsgleichungen (4.21) bis (4.24) zu beriicksichtigen.
Die Abbildungsgenauigkeit fur das elektrische Feld als ortlicher Gradient des Potentials
im Zustandsraummodell ist jedoch, wie im Kapitel 5 fur die elektrischen GréBen gezeigt,
mafBgeblich von der Verwendung der statischen Erganzungsmoden infolge elektrischer
Einheitserregung abhangig. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts am konkreten Bei-
spiel der PMM wird in Bild 6.10 fur das Gesamtmodell mit effektiven Materialparametern
der Frequenzgang fir das effektive elektrische Feld bei Ladungserregung im Vergleich
von FE-Ergebnis (FEG) und Zustandsraummodellen (zZDG, ZSG) gezeigt.

Die Verwendung statischer Erganzungsmoden infolge elektrischer Einheitserregung ist
fir eine angemessene Abschatzung von BeanspruchungsgroBen auf Grundlage einer
reduzierten Zustandsraumdarstellung erforderlich.
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Bild 6.10: Amplitudenfrequenzgénge fiir das effektive elektrische Feld Ex bei Ladungserrequng
des Gesamtmodells des Piezo-Metall-Moduls

Zur Darstellung der Verringerung des Berechnungsaufwandes durch das in dieser Arbeit
vorgestellte Berechnungsverfahren sind in Tabelle 6.3 wesentliche KenngréBen der Mo-
delle der PMM zusammengefasst.

Tabelle 6.3: Umfang und Berechnungsaufwand der Modelle des Piezo-Metall-Moduls (Die CPU-
Zeiten beziehen sich auf die Nutzung des FEM-Systems ANSYS® Rev. 12.1 bzw.
des Systemsimulationsprogramms MATLAB® Rev. 2010b auf einer Intel®-Xeon®-
X5460-Workstation (3,16 GHz, 32 GB RAM) unter Microsoft® Windows Server®
2003 operating system x64—Edition.)

Finite Elemente Zustandsraum
EZ FED FEG ZDG ZSG
Anzahl der DOF/ZustandsgréBen 14026 367121 1495 10 11
Homogenisierung (7 Lastfalle) 8,4 n/a n/a n/a n/a
’é = Modellerstellung n/a n/a na 3 6
é £ Statische Analyse n/a 30 0,8 n/a n/a
g Modalanalyse n/a 510 1,4 n/a n/a

Frequenzgang (je Frequenz) n/a 102 0,2 0,001 0,005
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6.3 Diskussion

6.3.1 Bedeutung der Beanspruchungsermittlung

Die angemessene Abschatzung aller Charakteristiken der Frequenzgange ist fur unter-
schiedliche Anwendungsaspekte wichtig:

e Das Amplitudenmaximum kennzeichnet die Maximalbeanspruchung.

e Die frequenzmaBige Lage von Amplitudenminima bzw. -nullstellen ist fir eine Reg-
lerauslegung von Interesse, da die entsprechenden BeanspruchungsgréBen (fur die
Regelungsanwendung insbesondere Dehnungssignale) dort nur unzureichend ge-
nau erfasst werden kénnen.

e Das Amplitudenniveau der mechanischen Spannung muss hinsichtlich zweier Kri-
terien beurteilt werden:

— Der Betrag der Druckvorspannung zuzlglich der Schwingungsamplitude darf
die maximal zulassige Spannung nicht Uberschreiten. Fir das Piezomaterial
wird die zuldssige Spannung im Druckbereich im Wesentlichen von der Depo-
larisationsspannung bestimmt [Kamlah et al. 2008].

— Die Schwingungsamplitude muss insbesondere fir die PMM kleiner als die
Druckvorspannung sein, da andernfalls der mechanische Kontakt zwischen
Piezostabchen und Kavitatenwand aufgehoben wird.

Aus diesen Kriterien lasst sich ableiten, dass die Montagevorspannung durch das Ver-
pressen der Trennwande der Kavitaten hdchstens die halbe maximal zuldssige Spannung
fir das Piezomaterial erreichen darf. Zur maximalen Ausnutzung einer méglichen Span-
nungsschwingamplitude sollte die Vorspannung allerdings auch nahe der halben zulassi-
gen Spannung liegen. Die Héhe der zulassigen elektrischen Anregung kann auf Grund-
lage der zuldssigen Spannungsschwingamplitude mit den Ubertragungsfunktionen der
Abbildungen 6.8 und 6.9 ermittelt werden. Die Beanspruchungsgrenzwerte werden in
Bild 6.11 verdeutlicht.

Bei einer Beanspruchungsbewertung sind die Beanspruchungen infolge mechanischer
Anregung fur den jeweiligen Anwendungsfall kumulativ zu betrachten.

6.3.2 Modellierungsalternativen

Fur die Beanspruchungsermittlung an Modellen mit wesentlichen Dimensionsunterschie-
den, wie bei den Piezoverbundmodulen in der Anwendung an Maschinenstrukturen, gibt



110 6 Gesamtmodell

Spannung it
ei
L
ATg
[Tul— —— > |Trl 20
T — - - 2
ATe
ATg
Tpt+---------------- |TM‘+?§|TD|

Bild 6.11: Beanspruchungsgrenzwerte (Tg — minimale Restvorspannung, Ty — Montagevorspan-
nung, Tp — Depolarisationsspannung, ATg — Spannungsschwingamplitude infolge
elektrischer Erregung)

es im Rahmen der FEM neben der modalen Superposition weitere Alternativen auf Basis
von Reduktionsverfahren:

e Bei der Substruktur-Technik'” wird das Gesamtmodell aus einer Reihe identischer
Superelemente aufgebaut, deren Verhalten durch auf die Randknoten reduzierte
Systemmatrizen beschrieben wird. In der Gegenuberstellung zu dem in dieser Ab-
handlung vorgestellten Verfahren entsprechen die Superelemente der EZ. Die Ver-
netzungsreduktion wird bei dieser Technik dadurch eingeschrankt, dass alle Rand-
knoten der Superelemente in das Gesamtmodell GUbernommen werden und jedes
Superelement die Dimension der EZ umfasst.

e Bei der Submodell-Technik'” wird ein ausgewahlter Bereich des Gesamtmodells
mit effektiven Materialparametern als Submodell extrahiert und wesentlich feiner
vernetzt. Die Verschiebungsergebnisse am Gesamtmodell werden auf die Randkno-
ten des Submodells interpoliert. Problematisch bei diesem Verfahren ist fur die Pie-
zoverbundmodule die Handhabung der elektrischen Potentialfreiheitsgrade. Das
Gesamtmodell liefert aufgrund des homogenen effektiven Materials Potentialer-
gebnisse fur alle Knoten, im Submodell sind diese jedoch nur fur die elektrisch
aktiven Komponenten von Relevanz.

Der wesentliche Unterschied beider Berechnungsmethoden im Vergleich zu dem in dieser
Arbeit vorgestellten Verfahren liegt darin, dass die BeanspruchungsgréBen in ihrer ortli-
chen Verteilung ermittelt werden. Dies liefert zwar mehr Informationen, begrindet aber
auch, dass diese Methoden nicht fur die Integration in eine Systemsimulation geeignet
sind.

7Bezeichnung entsprechend [ANSYS]
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7 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur numerischen Charakterisierung des funk-
tionellen Verhaltens von Piezoverbundmodulen. Im Vordergrund steht dabei in erster Li-
nie die verallgemeinernde methodische Darstellung. Die konkrete Anwendung wird am
Beispiel der im SFB/TRR 39 entwickelten Piezo—Metall-Module demonstriert.

Ziel der vorgestellten Vorgehensweise ist es, basierend auf der Methode der Finiten Ele-
mente und kommerziell verfligbaren Implementierungen wie dem FEM-System ANSYS®
eine effiziente Modellbildung fir Piezoverbundmodule in der Verwendung als Aktoren
oder Sensoren zur geregelten Schwingungsbeeinflussung an Maschinenstrukturen zu
ermdglichen. Dazu werden zwei wesentliche Schwerpunkte behandelt: das statische
Verhalten eines reprasentativen Teilvolumens des Piezoverbundmoduls zur Homogenisie-
rung der Materialparameter und die dynamische Modellreduktion eines piezo—mechani-
schen Systems zur Verwendung bei der Systemsimulation. Beide Schwerpunkte werden
in einer Gesamtmethodik integriert.

Im Kapitel 4 wird gezeigt, wie mittels energiebasierter Einheitszellenmethode die effekti-
ven elastischen, piezoelektrischen und dielektrischen Materialparameter des Piezoverbun-
des ermittelt werden kénnen. Die energiebasierte Einheitszellenmethode mit expliziter
Auswertung der elektrischen Enthalpie der Einheitszelle kann fir eine weitgehende For-
malisierung der Homogenisierungslastfélle genutzt werden und wurde bisher in dieser
streng formalisierten Form fur Piezoverbunde noch nicht angewandt. Eine bisher Ubli-
che, gesonderte Auswertung der elektrischen FeldgréBen mit Hilfe von Makrovariablen
entfallt damit.

Besonderes Augenmerk wird dem Umstand gewidmet, dass bei der Betrachtung von
Piezoverbundmodulen die Elektroden im Inneren der Einheitszelle positioniert sind. Da-
zu mUssen die elektrischen Randbedingungen der Homogenisierungslastfalle angepasst
werden. Es wird auch ausgefiihrt, weshalb bei der Ermittlung der effektiven Materialpa-
rameter die elektrische Last als frei wahlbarer Parameter zu betrachten ist und die effekti-
ven Materialparameter nur in unmittelbarer Verbindung mit der gewahlten elektrischen
Last in Gesamtmodellen verwendet werden konnen. Dieser Aspekt wurde bisher noch
nicht in der Literatur erschépfend diskutiert. Es wird der Vorschlag unterbreitet, bei der
Homogenisierung die effektive elektrische Last entsprechend der realen Ansteuerspan-
nung an den Elektroden zu wahlen. Damit entspricht im Gesamtmodell die rechnerische
elektrische Last einem ganzzahligen Vielfachen der realen Ansteuerspannung.

Die Homogenisierungslastfalle werden auch genutzt, um Phasenkonzentrationen fur die
Beanspruchungen der Verbundkomponenten zu ermitteln. Diese Phasenkonzentrationen
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werden bendétigt, um aus dem Gesamtmodell bei Verwendung der effektiven Material-
parameter die Beanspruchungen der Verbundkomponenten zu extrahieren. Auch dies
wurde, nach Kenntnis des Autors, fur piezoelektrische Verbunde bisher noch nicht aus-
gefuhrt.

Der zweite Schwerpunkt, die dynamische Modellreduktion fir piezo-mechanische Sys-
teme, wird in Kapitel 5 behandelt. Die Uberfiihrung einer FE-Diskretisierung des piezo-
mechanischen Systems in eine Zustandsraumbeschreibung gelingt mit der Betrachtung
der mechanischen Freiheitsgrade als Zustandsvariablen. Zur Betrachtung der elektrischen
Impedanz im Zustandsraummodell muss die elektrische Steifigkeits- bzw. Kapazitatsma-
trix als Durchgangsmatrix einbezogen werden. Die dynamische Modellreduktion des Zu-
standsraummodells basiert auf der modalen Superposition. Zur korrekten Abbildung der
elektrischen Impedanz muss die modale Transformationsbasis um Verformungsmoden
erganzt werden, die das Verformungsverhalten bei statischer elektrischer Erregung an
den Elektroden charakterisieren.

Die Zustandsraumbeschreibung wird sowohl fur eine Potential- als auch fir eine Ladungs-
erregung ausgefihrt. Ein wesentlicher Unterschied fur beide elektrischen Erregungen
ergibt sich aus der Umsetzung der zugrundeliegenden Differentialgleichungen in der
FE-Formulierung. Fir die Potentialerregung an den Elektroden muss die Ladungsfrei-
heit (Quellenfreiheit) der inneren elektrischen Freiheitsgrade durch eine Substitutionsglei-
chung fur die inneren Potentiale in Abhangigkeit von den auBeren Potentialen an den
Elektroden erzwungen werden. Fir die Ladungserregung an den Elektroden ergibt sich
die Quellenfreiheit der inneren elektrischen Freiheitsgrade natdrlich. Die Zustandsraum-
beschreibung wird unter Verwendung von Filtermatrizen um Ausgangssignale fur die
mechanischen und elektrischen BeanspruchungsgréBen (Spannung und Verzerrung so-
wie elektrisches Feld und elektrische Flussdichte) erweitert. Dies gestattet eine Kopplung
der Zustandsraummodelle mit den Beanspruchungsanalysen nach Kapitel 4.

Die vollstandige Darlegung der Zustandsraummodellbildung fir Ladungserregung, ne-
ben der Ublicherweise betrachteten Potentialerregung, die Einbeziehung der mechani-
schen und elektrischen BeanspruchungsgroéBen im Zustandsraummodell als auch die da-
durch erméglichte Kopplung mit den Beanspruchungsanalysen sind wesentliche Beitrage
der vorliegenden Arbeit zur Erweiterung des Standes der Forschung.

Die Verknupfung von Beanspruchungsanalyse und Zustandsraummaodell erfolgt bei der
Beschreibung des Gesamtablaufes in Kapitel 6. Unter Verwendung der Phasenkonzen-
trationen der Einheitslastfalle, die im Zusammenhang mit der Ermittlung der effektiven
Materialparameter bestimmt werden, werden aus der Zustandsraumbeschreibung des
Gesamtmodells mit effektiven Materialparametern Signale fur die lokalen Beanspruchun-
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gen der Verbundkomponenten abgeleitet. Da zur Ermittlung der lokalen Beanspruchun-
gen sowohl die effektiven Verzerrungen als auch das effektive elektrische Feld verwen-
det werden, mussen fur eine korrekte Abbildung dieser lokalen Beanspruchungen im
Zustandsraummodell die statischen Erganzungsmoden infolge elektrischer Erregung un-
bedingt mit eingesetzt werden.

Mit der Anwendung der vorgestellten Berechnungsmethode auf Piezo—Metall-Module
werden Auslegungskriterien bezlglich der maximal zuldssigen Spannungsschwingam-
plitude diskutiert. Mit den Amplitudenfrequenzgangen fir die lokalen Beanspruchun-
gen der Komponenten des Piezo—Metall-Moduls kénnen aus den zuldssigen Spannungs-
schwingamplituden die zuldssigen elektrischen Erregungen ermittelt werden.

Mit der in dieser Abhandlung vorgestellten Methode steht ein Verfahren zur Verfigung,
mit dem die lokalen Beanspruchungen eines Piezoverbundmoduls auf der Grundlage
einer Zustandsraumbeschreibung des piezo—-mechanischen Gesamtsystems effizient ab-
geschatzt werden kénnen.
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Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis

Skalare GroBen werden in normaler Schriftstarke, Vektoren und Matrizen in fetter Schrift-

starke dargestellt.

Notation Beschreibung
Lateinische GroBbuchstaben

A Systemmatrix des Zustandsraummaodells

B Steuermatrix (Eingangsmatrix) des Zustandsraummodells

Bio. BFio: Filtermatrix fir den Eingangsvektor des Zustandsraummodells, die mechani-

Bq,o: Bpio  schen Krafte, die elektrischen Ladungen und die elektrischen Potentiale betref-

fend

C,Cqy Dampfungsmatrix, Ddmpfungsmatrix des modalen Modells

D, D;,D elektrische Flussdichte (dielektrische Verschiebung), Komponenten und Vektor

D;, D effektive (gemittelte) elektrische Flussdichte, Komponenten und Vektor

E.E,E elektrisches Feld (Feldstarke), Komponenten und Vektor

E, E effektives (gemitteltes) elektrisches Feld, Komponenten und Vektor

Ec Koerzitivfeldstarke

Epol elektrisches Feld bei der Polarisierung

F Vektor der mechanischen (Knoten)-Krafte

F; Vektor der mechanischen Krafte, die als tatsachliches Eingangssignal des Zu-
standsraummodells betrachtet werden

H elektrische Enthalpiedichte

1 Einheitsmatrix

Joo Inverse der elektrischen Steifigkeitsmatrix, Jg,q, = K;(lb

Kuu, Kug: Koo Steifigkeitsmatrix: mechanisch, piezoelektrisch (Kopplungsmatrix) und elek-
trisch (Kapazitatsmatrix)

f(, K mechanische Steifigkeitsmatrix des elektrisch kurzgeschlossenen Systems und
des elektrisch offenen Systems

Kpo.io elektrische Steifigkeitsmatrix fir die tatsachlichen elektrischen Ein- und Aus-
gangsgroBen des Zustandsraummodells

L Messmatrix (Beobachtungsmatrix, Ausgangsmatrix) des Zustandsraummodells

Li, Filtermatrix fir den Ausgangsvektor des Zustandsraummodells

M mechanische Massenmatrix

Ny, Ng Formfunktionen fir die Verschiebungen und die Potentiale

P, Prem elektrische Polarisation, remanente Polarisation

P, Ps Matrix der statischen Moden bei Potentialanregung, Verschiebungen und Ver-
zerrungen

Q.Q elektrische Ladung, Vektor der (negativen Knoten)-Ladungen, s. Abschnitt

235
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Notation Beschreibung

Qio Vektor der elektrischen Ladungen, die als tatsachliches Ein- bzw. Ausgangssi-
gnal des Zustandsraummaodells betrachtet werden

9, Qg Matrix der statischen Moden bei Ladungsanregung, Verschiebungen und Ver-
zerrungen

R, Relem Verzerrungs—Verschiebungs-Matrix des Gesamtmodells und eines finiten Ele-
mentes

S, S, 5. S mechanische Verzerrung (Dehnung), Komponenten und Vektor

S..§ effektive (gemittelte) Verzerrungen, Komponenten und Vektor

Selem Vektor der mechanischen Verzerrungen eines finiten Elementes

Srem remanente Dehnung

T,Tij, Ty, T mechanische Spannung, Komponenten und Vektor

Tu T effektive (gemittelte) mechanische Spannung, Komponenten und Vektor

T Projektionsmatrix fur die Modellreduktion

U Durchgangsmatrix des Zustandsraummodells

v, \C7 \07 Modalmatrix (Matrix der Eigenvektoren) des elektrisch kurzgeschlossenen Sys-
tems und des elektrisch offenen Systems

Vi, Vs, Va, Vo Modalmatrix der Verschiebungen, der Verzerrungen, der Ladungen und der
Potentiale

V rio bezuglich der Anzahl der Eigenwerte und der Anzahl der enthaltenen DOF re-
duzierte Modalmatrix

Welas, Whiez, Energiedichte der elastischen Formanderung, der piezoelektrischen Kopplung

Welek  und des elektrischen Feldes

X4E Phasenkonzentration fur die GréBe Ay € {Syu, Ty, Eu, Dy} infolge einer Ein-
heitsbeanspruchung B}, € {S},, EL}

Y Deskriptormatrix des Zustandsraummodells
Lateinische Kleinbuchstaben

b Lange, Elektrodenabstand

C;?k/' D, cP elastische Steifigkeit bei konstanter elektrischer Flussdichte, Komponenten und
Matrix

ikt Sl €5 elastische Steifigkeit bei konstantem elektrischen Feld, Komponenten und Ma-
trix

E,Ek,, ct, ¢k effektive (gemittelte) elastische Steifigkeit bei konstantem elektrischen Feld,
Komponenten und Matrix

dij. dicp piezoelektrische Verzerrungskonstanten, Komponenten der piezoelektrischen
Kopplung entsprechend Gleichung (2.13)

€kij, Eku€ piezoelektrische Spannungskonstanten, Komponenten der piezoelektrischen
Kopplung entsprechend Gleichung (2.9) und Matrix

&u, effektive (gemittelte) piezoelektrische Spannungskonstanten, Komponenten

und Matrix
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Notation Beschreibung

f; duBere volumenbezogene Kraft, Komponenten

f, fg, feg Vektor der EingangsgroBen des Zustandsraummodells bei Ladungserregung
und bei Potentialerregung

fio Vektor der tatsdchlichen EingangsgroBen des Zustandsraummodells

d, 9m, Ge Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamt—(FE)-modells, Anzahl der mechanischen
und der elektrischen DOF

Ikij. 9 Komponenten der piezoelektrischen Kopplung entsprechend Gleichung (2.15)
und Matrix

hyijh Komponenten der piezoelektrischen Kopplung entsprechend Gleichung (2.11)
und Matrix

lez.i Lange, Abmessung der EZ in der Koordinatenrichtung i

n; Komponenten des auswarts gerichteten Normaleneinheitsvektors

pP Druckrandbedingung

q, 44, gs Vektor der generalisierten Koordinaten der dynamischen (modalen) und stati-
schen Moden

qd.r reduzierter Vektor der modalen Koordinaten

r Anzahl der im reduzierten Modell berticksichtigten Eigenwerte

s?k, elastische Nachgiebigkeit bei konstanter elektrischer Flussdichte, Komponenten

sEk, elastische Nachgiebigkeit bei konstantem elektrischen Feld, Komponenten

u, uj, u Verschiebung (mechanischer Freiheitsgrad), Komponenten und Vektor

Uglem Vektor der (Knoten)-Verschiebungen eines finiten Elementes

up Verschiebungsrandbedingung

Ui Vektor der Verschiebungen, die als tatsachliches Ausgangssignal betrachtet
werden

v, Ig, v Eigenvektor des elektrisch kurzgeschlossenen Systems und des elektrisch offe-
nen Systems

V, Vim, Ve Anzahl der EingangsgréBen des Zustandsraummodells, Anzahl der mechani-
schen und elektrischen EingangsgroBen

W, Wm, We Anzahl der AusgangsgroBen des Zustandsraummodells, Anzahl der mechani-
schen und elektrischen Ausgangsgrofien

x, X Ortsvektor, Ortsvektor im homogenisierten Modell

Y, YLE, YPE Vektor der AusgangsgroBen des Zustandsraummodells bei Ladungserregung
und bei Potentialerregung

Yio Vektor der tatsachlichen AusgangsgroBen des Zustandsraummodells

z, zr Vektor der ZustandsgroBen des Zustandsraummodells, reduzierter Vektor der
ZustandsgroBen
Griechische GroBbuchstaben

Lo Mo Ty, Oberflache (Rand) mit Verschiebungs-, Spannungs-, Potential- und Ladungs-

o

randbedingung



128 Symbol- und Abkdrzungsverzeichnis

Notation Beschreibung

N, /CI /ci Ar Spektralmatrix (Diagonalmatrix der Eigenwerte) des elektrisch kurzgeschlosse-
nen Systems und des elektrisch offenen Systems, reduzierte Spektralmatrix

Q Volumen, Korper
Griechische Kleinbuchstaben

Bisk,ﬁs Komponenten der reziproken Permittivitat bei konstanter mechanischer Deh-
nung und Matrix

B Komponenten der reziproken Permittivitat bei konstanter mechanischer Span-
nung

€, &r absolute und relative Permittivitat

€0 elektrische Feldkonstante

€5, €° Permittivitat (dielektrische Leitfahigkeit) bei konstanter mechanischer Verzer-
rung, Komponenten und Matrix

g5, & effektive (gemittelte) Permittivitat bei konstanter mechanischer Verzerrung,
Komponenten und Matrix

e Permittivitat (dielektrische Leitfahigkeit) bei konstanter mechanischer Span-
nung, Komponenten

A, >f § Eigenwert des elektrisch kurzgeschlossenen Systems und des elektrisch offenen
Systems

w Eigenkreisfrequenz

o) elektrisches Potential (elektrischer Freiheitsgrad), Skalar und Vektor der (Kno-
ten)-Potentiale

Pa, i Vektor der aktiven Potentiale an den Elektroden und der inneren Potentiale

dio Vektor der elektrischen Potentiale, die als tatsachliches Ein- bzw. Ausgangssi-
gnal betrachtet werden

¢° Potentialrandbedingung

0 Dichte

o° Randbedingung fur die Oberflachenladungsdichte
Obere Indizes

o Randbedingung

1 Einheitsbeanspruchung, Einheitslast

' transponiert
Untere Indizes

a aktiv

d dynamisch, auf die modalen Moden bezogen

elas elastisch

elek elektrisch
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Notation Beschreibung
elem elementbezogen, elementweise
i innen
io tatsachliche Ein- und AusgangsgréBen (Input/Output)
LE Ladungserregung
PE Potentialerregung
piez piezoelektrisch
rem remanent
r reduziert
s statisch, auf die statischen Moden bezogen
Textliche Abkirzungen
CAD »Computer Aided Designk, rechnergestiitzter Entwurf
DOF Freiheitsgrade (>degrees of freedomq)
EZ Einheitszelle
EZhomo homogenes Materialvolumen, das den Dimensionen der inhomogenen Einheits-
zelle entspricht
FE Finite—Elemente—-Methode/Modell
MEFC »Macro Fiber Composite« Aktoren/Sensoren
PMM Piezo-Metall-Modul
PZT Blei-Zirkonat-Titanat (Plumbum Zirconate Titanate<)
SFB/TRR 39 Sonderforschungsbereich/Transregio 39 » GroBserienféhige Produktionstechno-

ZR

logien fur leichtmetall- und faserverbundbasierte Komponenten mit integrier-
ten Piezosensoren und -aktoren« PT-PIESA, geférdert von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft

Zustandsraum
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Begriffserkldrungen

»Active Fiber Composites< (AFC) sind eine Form von flachigen Piezokompositmodu-
len mit zylindrischen Piezofasern.

Blei-Zirkonat-Titanat ist der derzeit technisch wichtigste piezokeramische Werkstoff
far aktorische Anwendungen. Er wird durch einen Verbund von Blei—Zirkonat und
Blei-Titanat gebildet. Je nach Mischungsverhaltnis und Dotierung kénnen die di-
elektrischen und piezoelektrischen Eigenschaften in einem gewissen Bereich ein-
gestellt werden. Basierend auf der unterschiedlichen Domanenwandbeweglichkeit
werden harte und weiche PZT-Werkstoffe unterschieden.

Curie-Temperatur ist die Temperaturgrenze im Phasendiagramm ferroelektrischer Ma-
terialien, die ferroelektrische Eigenschaften (unterhalb der Curie-Temperatur) und
paraelektrischen (oberhalb der Curie-Temperatur) trennt.

Deskriptor-System bezeichnet eine allgemeine Formulierung von differential-algebra-
ischen Systemen. Im Vergleich zur klassischen Zustandsraumdarstellung tritt eine
weitere Matrix, die Deskriptor—Matrix Y auf: Yz = Az + Bf.

Meist wird die Desktriptormatrix mit E bezeichnet. In dieser Abhandlung wirde
dies mit der Wahl des Symbols fur den Vektor des elektrischen Feldes kollidieren.

DuraAct-Flachenwandler sind eine Form von flachigen Piezokompositmodulen mit
monolithischer Piezoplatte als piezoelektrischem Basiselement.

Einsteinsche Summenkonvention ist eine Konvention zur vereinfachten Schreibung
von Summen. Sie besagt, dass Uber doppelt auftretende Indizes innerhalb eines
Produkts summiert wird. So gl|t Aig - Bkj = ZZ:l Aig - Bkj

Ferroelektrizitat beschreibt die Eigenschaft von Festkorpern, ihre spontane Polarisation
zu andern, wenn ein duBeres elektrisches Feld angelegt wird.

Homogenisierung bezeichnet allgemein das Vorgehen zur Bestimmung effektiver (ge-
mittelter) Materialparameter inhomogener Verbundstrukturen.

Konzentrierte Parameter bilden kontinuierliche Systeme durch singuldare Modellele-
mente wie z. B. Punktmasse, Feder- und Dampferelement ab.
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Lokalisierung bezeichnet das Vorgehen zur Bestimmung von Beanspruchungen von
Verbundkomponenten auf der Grundlage von Beanspruchungen, die mit effekti-
ven (gemittelten) Materialparametern berechneten wurden.

»Macro Fiber Composite« Aktoren/Sensoren (MFC) sind eine Form von flachigen Pie-
zokompositmodulen aus prismatischen Piezofasern bzw. -stdbchen mit rechtecki-
ger Querschnittsflache der Piezoelemente.

Modellreduktion bezeichnet das allgemeine Verfahren zur Ableitung von Modellen mit
einer geringen Anzahl von Freiheitsgraden, Zustandsvariablen etc. fur einen spe-
zialisierten Anwendungsfall aus wesentlich umfangreicheren, universelleren und
aufwendigeren Modellen.

Perowskit-Struktur benennt man die Kristallstruktur von PZT und gleichartiger Werk-
stoffe vom Typ ABX3. Der Name leitet sich von Perowskit (Kalzium-Titan—Oxid),
einem Vertreter dieses Kristalltyps her. Die Perowskit-Struktur tritt sowohl kubisch
als auch in verzerrter Form (tetragonal, rhomboedrisch) auf [Bergmann 2008, Ab-
schnitt D 1.1.3.1].

Piezoelektrizitdat beschreibt die Eigenschaft von Festkorpern, eine elektrische Ladung
zu erzeugen, wenn diese Kérper verformt werden.

Polarisation bezeichnet in dieser Abhandlung den Zustand der Kristallstruktur, bei dem
elektrische Dipole auftreten.

Polarisierung bezeichnet in dieser Abhandlung den Vorgang, der zur Ausbildung einer
remanenten Polarisation des polykristallinen Materials fuhrt.

Pyroelektrizitdt beschreibt die Eigenschaft von Festkérpern, eine elektrische Ladung
zu erzeugen, wenn diese Kérper einer Temperaturanderung ausgesetzt werden.

Singularwertzerlegung (>Singular Value Decomposition«) ist eine faktorielle Zerle-
gung einer Matrix M, so dass gilt: M = U- X -V . Die Matrizen U und V sind unitdre
Matrizen, sie bestehen aus orthogonalen komplexen Vektoren. Die Diagonalwerte
der reellen Diagonalmatrix X heiBen Singularwerte. Nach einer Singularwertzerle-
gung kénnen z. B. die betragsmaBig kleinsten Singularwerte und die zugeordneten
Matrixzeilen bzw. -spalten eliminiert werden.

Voigtsche Notation ist eine Darstellung symmetrischer Tensoren als Matrizen bzw. Vek-
toren. Dabei wird die Anzahl der verwendeten Richtungsindizes reduziert (11—1,
22—2,33—3, 23—4, 315, 12—6).
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Die Schubkomponenten des Verzerrungstensors Sj; werden mit einem Faktor 2 in
die Ublicherweise verwendeten technischen Gleitungen Uberfuhrt.Fir den Verzer-
rungsvektor S" = (S1, S, S, S4, Ss, Se) gilt folgende Zuordnung der tensoriellen
Komponenten S;; zu den vektoriellen Komponenten S,: S11=51, $20=55, S33=53,
2553=54, 2513=Ss, 2512=Ss.

Zustandsraum bezeichnet eine Moglichkeit der Modellierung dynamischer Systeme mit
Hilfe eines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung.
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Anhang






Dissertation Burkhard Kranz 137

Anhang A

Relationen der elektro—elastischen Materialparameter
Die Materialparameter der vier gleichwertigen Beschreibungen fir lineares piezoelektri-
sches Materialverhalten (2.9)/(2.10) bis (2.15)/(2.16) kdnnen ineinander Uberfihrt wer-

den. In diesem Anhang werden die Materialgleichungen und die Umrechnungsbezie-
hungen fir die Matrixdarstellung auf Basis der Voigtschen Notation zusammengefasst:

Materialgleichungen

T=c".5S-¢ E D= e-S+¢-E (A1)

T=c".S—h'-D E=-h-S+B8°-D (A2)

S=s.T+d - E D= d-T+e' -E (A.3)

§=s°.T+g -D E=-g-T+B8"-D (A.4)

Materialparameterbeziehungen

—1 -1

st = (cE) sP = (CD) (A.5)
—1 —1

ﬂs = (es) g’ = (ET) (A.6)

d=¢e-st (A7)

h=p° e g=p"-d (A.8)

CD — CE + e/ -h (Ag)

Mit diesem Gleichungssatz kdnnen ausgehend von der Materialbeschreibung mit den
freien Variablen Verzerrung S und elektrische Feldstarke E alle Materialparameter der
alternativen Materialbeschreibungen ermittelt werden.
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Anhang B

Einheitszelle mit inneren Elektroden

In diesem Anhang wird ein eindimensionaler Verbund aus zwei piezoelektrischen Kom-
ponenten mit inneren Elektroden betrachtet. Diese Topologie entspricht z. B. dem prinzi-
piellen Aufbau von Piezostapelaktoren bzw. dem prinzipiellen Aufbau der Piezo—Metall—
Module des SFB/TRR PT-PIESA.

Anhand dieses Verbundes werden die Homogenisierungsmethode auf Basis gemittelter
BeanspruchungsgréBen, wie sie in der Literatur eingesetzt wird [z. B. Berger et al. 2006;
Trindade et al. 2011], und die Homogenisierungsmethode auf Basis der elektrischen
Enthalpie, wie sie in Kapitel 4 vorgestellt wurde, vergleichend diskutiert (Abschnitt B.1).

Im Abschnitt B.2 wird gezeigt, dass fur einen Verbund aus materialidentischen Kompo-
nenten mit inneren Elektroden im Allgemeinen die effektiven Materialparameter &, &
und &° nicht den tatsachlichen Materialparametern cF, e und ° entsprechen kénnen.

B.1 Vergleich der Homogenisierungsansatze

Entsprechend Bild B.1 wird eine EZ mit:
e piezoelektrischen Komponenten 2; und 22,
e innen liegenden Elektroden (fez — b1 = ba, ba > 0) und
e Periodizitat des elektrischen Feldes an den Stirnseiten A

eindimensional betrachtet. Die Indizierung bezieht sich in diesem Anhang dementspre-
chend nicht auf Richtungskomponenten, sondern auf die Bereiche 2; und 2.

Mechanik:

Die Einpragung der mechanischen Verzerrung erfolgt fur die Homogenisierung durch Vor-
gabe von Verschiebungsdifferenzen an den gegenlberliegenden Randern der EZ (vgl. Ab-
schnitt 4.2.3). Diese Verschiebungsdifferenzvorgabe entspricht der fir piezoelektrische
Verbunde erweiterten Hill-Mandel-Bedingung nach Hori et al. [1998] bzw. He [2004] (s.
Gleichung (3.2)). Folglich sind fur die mechanischen Lastfalle die Homogenisierung auf
Basis gemittelter BeanspruchungsgréBen und die Homogenisierung auf Basis der elektri-
schen Enthalpie dquivalent.
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EZ EZnomo
A—r o -
A
. e <0 2 ct 8 &
S -« |
- O
Ap 1? b1 ez Adez
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cf e >0} Zl
lx
A—> O +

Bild B.1: Einheitszelle mit inneren Elektroden. (Die Vorzeichen der piezoelektrischen Konstanten
entsprechen der Polarisationsrichtung der Bereiche 21 und 25.)

Elektrik:

Die Einpragung des elektrischen Feldes muss fur die inhomogene EZ mit inneren Elek-
troden durch Potentialvorgabe an diesen inneren Elektroden erfolgen, damit die reale
Feldverteilung abgebildet wird. Diese Potentialvorgabe an den inneren Elektroden in Ver-
bindung mit den Periodizitatsbedingungen an den Randern der EZ entspricht nicht der
fur piezoelektrische Verbunde erweiterten Hill-Mandel-Bedingung. Dementsprechend
ist nicht zu erwarten, dass die Homogenisierung auf Basis gemittelter Beanspruchungs-
gréBen und die Homogenisierung auf Basis der elektrischen Enthalpie zu gleichen effek-
tiven Materialkennwerten fihren. Dies wird im Folgenden demonstriert.

Ermittlung der BeanspruchungsgrofB3en:

Das elektrische Feld in den Bereichen £2; und 2, ergibt sich unmittelbar aus der duBeren
Potentiallast Ag:

_ 49
=5

4¢

= b

und E2 = (81)
Die Verzerrungen Si/S» ergeben sich aus der Gesamtverzerrung S und der Spannungs-
gleichheit in beiden Bereichen. Fir die Spannung wird entsprechend dem piezoelektri-

schen Materialgesetz (2.23) die Abhangigkeit von Verzerrung und elektrischem Feld ver-
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wendet. Das Vorzeichen des piezoelektrischen Spannungsanteils im Bereich 2, ergibt
sich entsprechend der negativen Ausrichtung des elektrischen Feldes E»:

b1 51 + b2 52 = /EZ § (BZ)
A A
ﬁ&’%f:£&+if (B.3)

Daraus folgt'®:

e1 by + e by E(bs+b1) =
51 = A B.4
: by (cEba+ E b)) 20 (B b, 1 B by) B4)
S, —  eabteb Ab+ cf (bo+b1) = (8.5)
? b (cE by + C& by) (cEbs + c& by) '
und daraus abgeleitet:
E .S 2 E .S E
Dy = cagerbh+e iQJng E‘El by + e e by Ap+ C2E61 (b2 +Eb1) c (B.6)
b1 (ct bz + 5 b1) (cEba+ cE by)
E .S E .S 2 E
Dy —— cr €3 by 4 e 6‘2Eb2 + CQEEQ b1 + e° by A+ C1E62 (b2 +Eb1) ~ (8.7)
b2 (C1 b2+C2 bl) (Cl b2+C2 bl)
E,. _E E E B
Ti=T = de-ce ), aelbih)s g

cEba+ cf by cf by + ¢k by

Damit stehen alle elektrischen und mechanischen Beanspruchungsgréen fir beide Be-
reiche 2; und 2, in Abhangigkeit von der duBeren Potentiallast A¢ und der duBeren
Verzerrung S zur Verfiigung und kénnen fiir die jeweiligen Lastfalle in Bezug auf die
gemittelten BeanspruchungsgroBen bzw. die elektrische Enthalpie ausgewertet werden.

Die mittleren BeanspruchungsgroBen werden mit:

Zi1 b1+ 2> by

7= mit: Z € {E,S,D, T} (B.9)

bestimmt, die elektrische Enthalpiedichte der eindimensionalen EZ mit:

1

H=—"—
b1 + b

[(T1S1 = D1 E1) b1 + (T2 S2 — D2 Ez) bo] . (B.10)

18 Auf die Darstellung der algebraischen Herleitung der Beziehungen wird hier verzichtet. Eine Uberpriifung kann
ausgehend von den angegebenen Gleichungen leicht vorgenommen werden.
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Effektive Steifigkeit Z%  (mechanischer Lastfall, Index me)

Fur den mechanischen Lastfall gilt:

Ap=0 und S=8§5=1 . (B.11)

Fur die effektive Steifigkeit & wird sowoh! auf Basis der gemittelten Beanspruchungs-
gréBen (Index ayg) als auch auf Basis der elektrischen Enthalpie (Index entn) die gleiche
Abhéangigkeit ermittelt:

iy T i) o1
! me Cy bs + CE b1
Hme  cEcE(bi+ b)

%))

_E
= = F(Hme —p tlme _ . B.13
Centh ( ) (51)2 C:F b2 4 CE bl ( )
Effektive Permittivitat £5 (elektrischer Lastfall, Index o)
Fur den elektrischen Lastfall gilt:
Ap#0 und S=0 . (B.14)

Die mittlere elektrische Feldstérke £ ist fiir die EZ aufgrund der Periodizitét des Potentials
identisch Null und zwar unabhangig von der konkreten Potentialvorgabe an den inneren
Elektroden. Eine Ermittlung der effektiven Permittivitat £° ist demzufolge auf Basis der
gemittelten BeanspruchungsgroBen nicht angebracht:

DeI

g§\/g = f(Der Eel) = Ee| — o0 (815)

s Hel ( Ap >2

enth = T(He =-2— 5=k B.16

Eenth ( |) (Ad)EZ )2 A¢EZ ( )
b1+bo

(ba+b1) (clE 6? b%-%—el? b%-f—ClE sg by b2+c2E £§ by bo+2e1 €3 by b2+C2E sg b%+822 bf)

mit; k =
by by (cF bo+cf by)

Wie in Abschnitt 4.2.3 dargelegt wurde, ist die zu ermittelnde effektive Permittivitat &°
abhangig von dem (frei wahlbaren) Verhaltnis der Potentialdifferenzen an der inhomo-
genen und an der homogenen EZ.

Effektive piezoelektrische Konstante ¢ (gekoppelter Lastfall, Index ko)

Die effektive piezoelektrische Spannungskonstante & wird bei der Homogenisierung auf
Basis der gemittelten BeanspruchungsgréBen im Allgemeinen nicht mit einem gekop-
pelten Lastfall berechnet, sondern aus der elektrischen Reaktion (D) des mechanischen
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Lastfalls (5) bzw. aus der mechanischen Reaktion (T) des elektrischen Lastfalls (E). Auf-
grund der zu Null verschwindenden mittleren elektrischen Feldstarke des elektrischen
Lastfalls (Eo = 0) ist die Bestimmung der effektiven piezoelektrischen Spannungskon-
stante aus der mechanischen Reaktion des elektrischen Lastfalls hier nicht angebracht,
sondern erfolgt mit dem mechanischen Lastfall:

Dre cfebr+cSeb

Bavg = [(Dme, Sme) = —= =
eag ( © e) Sme ClE b2+C2E bl

(B.17)

Bei der Homogenisierung auf Basis der elektrischen Enthalpie wird der gekoppelte Lastfall
ausgewertet. Fir den gekoppelten Lastfall wird angesetzt:

Ap#0 und S=S'=1 . (B.18)

Bei der Bestimmung der effektiven piezoelektrischen Spannungskonstante aus der Ent-
halpie der EZ sind die bereits ermittelte effektive Steifigkeit ., und die effektive Permit-
tivitat £5 ,,, zu beriicksichtigen.

€enth = f(Hko) = - (819)

S (at)
(bt b)) (Gea—cae) ( Ap
B (cE b+ cEbr) Apez ’ (.20)

éenth

Fur die effektive piezoelektrische Spannungskonstante & wird auf Basis der gemittelten
BeanspruchungsgroBen (&.,4) eine andere Abhangigkeit ermittelt als auf Basis der elektri-
schen Enthalpie (&.nth). Die Homogenisierung auf Basis der gemittelten Beanspruchungs-
groBen liefert auch fur den auswertbaren mechanischen Lastfall infolge der inneren Elek-
troden und der Periodizitat an den Stirnseiten ein inkonsistentes Ergebnis. Fir die Homo-
genisierung auf Basis der Enthalpie wird die in Abschnitt 4.2.3 dargestellte Abhangigkeit
von dem (frei wahlbaren) Verhaltnis der Potentialdifferenzen an der inhomogenen und
an der homogenen EZ ebenso wie fir die effektive Permittivitat £ beriicksichtigt.

SchluBfolgerung:

Bei Ermittlung der effektiven Materialparameter durch direkte Auswertung der elektri-
schen Enthalpie kann die energetische Aquivalenz von inhomogener und homogener EZ
auch fur piezoelektrische Verbunde mit inneren Elektroden erreicht werden.

Die Ermittlung der effektiven Materialparameter auf Grundlage gemittelter Beanspru-
chungsgréBen fuhrt fur piezoelektrische Verbunde mit inneren Elektroden zu inkonsis-
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tenten Ergebnissen. Diese (in der Literatur verwendete) Methode misste so modifiziert
werden, dass die effektive dielektrische Verschiebung als MaB fur die Ladung nicht als
Mittelwert der Volumenanteile, sondern als Summe Uber das Gesamtvolumen bestimmt
wird'?. Diese physikalisch begriindete, mathematisch aber nicht motivierte, separate Be-
handlung der LadungsgréBe fuhrt auf die durch [Deraemaeker et al. 2010] verwendeten
Makrovariablen fir die elektrischen GréBen an den Elektroden (vgl. Abschnitt 3.1).

B.2 Verbund aus materialgleichen Komponenten

Im diesem Abschnitt wird gezeigt, dass fur einen Verbund aus materialidentischen Kom-
ponenten mit inneren Elektroden im Allgemeinen die effektiven Materialparameter cF,
& und &° nicht den tatsdchlichen Materialparametern ¢, e und €° entsprechen kénnen.
Dazu wird die im Abschnitt B.1 eingefihrte EZ mit materialidentischen Komponenten
betrachtet. Es gelte:

G =¢=c e1=|el=e und S == . (B.21)

Aus den Gleichungen (B.13), (B.16) und (B.20) folgt fur die Vereinbarung nach (B.21)
unmittelbar:

e aus dem mechanischen Lastfall:

cE=cF | (B.22)

e aus dem elektrischen Lastfall:

s_ (i) s (ba—b)’ €Y (49’
£ ( b1 b2 et biby cE Apez ' (B.23)
e aus dem gekoppelten Lastfall:
_ A
=2 . B.24
c € (A¢Ez> (B.24)

Fragestellung:

Unter welchen Bedingungen entsprechen die effektiven Materialparameter %, & und &°
den tatsichlichen Materialparametern ct, e und €° des Verbundes mit materialidenti-
schen Komponenten?

19Hinweis von Herrn Prof. Thomas Sattel (Technische Universitat limenau).
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Fur die mechanische Steifigkeit ¢ ist die Entsprechung von effektivem und tatsachlichem
Wert gegeben (s. Gleichung (B.22)).

Die Gleichheit von effektivem und tatsachlichem Wert der piezoelektrischen Spannungs-
konstante e kann durch den Ansatz Agez = 2 A¢ erreicht werden (s. Gleichung (B.24)).

Fur die Gleichheit der effektiven und tatsachlichen Permittivitdtskonstante £> muss neben
der Bedingung Agez = 2 A¢ auch gelten: b, = by (s. Gleichung (B.23)).

Antwort:

Fur beliebig innerhalb der EZ positionierte Elektroden kénnen die effektiven Materialpa-
rameter ZE, & und & eines materialidentischen Verbundes nur unter speziellen Voraus-
setzungen, d. h. im Allgemeinen nicht, den tatsachlichen Materialparametern ct, e und
€° entsprechen.

Erlauterung:

Nur wenn beide Bereiche b; und bz gleich groB sind, sind die entsprechenden elek-
trischen Felder in diesen Bereichen ebenfalls gleich. Dies fiihrt wegen ebenfalls glei-
cher mechanischer Spannung zu gleichen Verzerrungen in den Bereichen. Das Verhal-
ten der gesamten EZ entspricht in diesem Fall zwei identischen K&rpern halber Lange
b1 = b2 = /EZ/2-

Sobald by # b, gilt, unterscheiden sich die elektrischen Felder und damit die Verzerrun-
gen in den beiden Bereichen, wobei die Verzerrungsverteilung von der Steifigkeit und
der piezoelektrischen Spannungskonstante abhangig ist (s. Gleichungen (B.4) und (B.5)).
Da das elektrische Feld in den piezoelektrischen Anteil der elektrischen Enthalpie linear,
in den elektrischen Anteil jedoch quadratisch eingeht (vgl. Gleichungen (4.6) und (4.7)),
fahrt dies zu einer Verschiebung der Energieanteile. Zum Beispiel wirkt fur den rein elek-
trischen Lastfall nach auBen nur der elektrische Anteil der elektrischen Enthalpiedichte
(3 &% E?). Im Inneren der EZ treten jedoch piezoelektrische Kopplungsenergie und ent-
sprechend mechanische Verzerrungsenergie auf. Folglich ist die effektive Permittivitats-
konstante £° abhangig von piezoelektrischer Spannungskonstante e und Steifigkeit ¢&
(s. Gleichungen (B.16) bzw. (B.23)).

Schlussfolgerung:

Die effektiven Materialparameter & und &° hangen sowohl vom realen Elektrodenab-
stand b; im Verhaltnis zur GroBe gz der EZ als auch von der anzusetzenden Potentialdif-
ferenz Agez an der EZ ab.
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Anhang C

Neun-Knoten—-Basismodell

In diesem Anhang werden Amplitudenfrequenzgange fir ein piezo-mechanisches Mo-
dell mit acht mechanischen und sieben elektrischen DOF fir die Potentialerregung an
einem dieser elektrischen DOF dargestellt. Es werden die Ubertragungsfunktionen fiir
alle acht Verschiebungen im Vergleich zwischen vollstandiger FE-Berechnung (Modellbe-
zeichnung FEP) und vollstandigem modalem Zustandsraummodell (Modellbezeichnung
zDP) angegeben. Dies dient der Verdeutlichung, dass im Zustandsraummodell ZDp mit
vollstandigem Vektor der modalen Koordinaten qq g, die komplette Systeminformation
enthalten ist.

Die Amplitudenfrequenzgange fur die Ladung bei Potentialerregung bzw. fir das Poten-
tial bei Ladungserregung werden unmittelbar gegentibergestellt, nachdem in Abschnitt
C.2 der Ubergang von den Systemparametern des kurzgeschlossenen Systems zu den
Parametern des offenen Systems gleichungsbezogen dargelegt wurde.

Details des zugrundeliegenden Basismodells sind der untenstehenden Abbildung zu ent-
nehmen.

¢$s =0 % Xg
o7 A X7
0 X5
¢s X5
¢s=¢a O X4
b3 X3
¢2 X2
1 ‘] X1 ([X

¢o=0 % Xo=0

Bild C.1: Darstellung des Neun—-Knoten—Basismodells.
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C Neun—Knoten-Basismodell

C.1 Amplitudenfrequenzgange bei Potentialerregung
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Bild C.2: Amplitudenfrequenzgénge fir die Verschiebungen bei Potentialerrequng;
von oben nach unten: x1, Xo, X3, X4.
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Bild C.3: Amplitudenfrequenzgénge fir die Verschiebungen bei Potentialerrequng;
von oben nach unten: xs, Xg, X7, Xg.
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C.2 Transformation der Systemparameter

In diesem Abschnitt wird durch Betrachtung der Bewegungsgleichungen fiir Potentialer-
regung (5.42) und Ladungserregung (5.54) bzw. der jeweiligen modalen Zerlegungen
gezeigt, dass mit den in Abschnitt 5.4.1 verwendeten Systemparametern fur die Poten-
tialerrequng (Spektralmatrix /cl Modalmatrix der Verschiebungen \c7u, Modalmatrix der
Ladungen \C7Q und Kapazitatsmatrix Kq¢) das System umfassend beschrieben ist, wenn
der vollstandige Modalraum betrachtet wird. Von den Systemparametern des kurzge-
schlossenen Systems kann auf die Systemparameter des offenen Systems geschlossen
werden. Diese Vorgehensweise ist umkehrbar. Die Systemparameter des kurzgeschlosse-
nen Systems lassen sich auch aus den Systemparametern des offenen Systems ableiten.

C

A,{ZJ,{7Q, K¢¢ < /(i,\()?u,'{}q), Kq,q,

Homogene Bewegungsgleichung des kurzgeschlossenen Systems (5.42):

Mii+ Kot =0 (R))
)= V' MV =1 (C.2)
(C.2) = M=) (W) (C.3)
C.1)= V' KV = A (C.4)
(C.4) = Ko = (W) AW (C5)

(5.48) Vo = Koo Vi (C.6)
(C.6)= Kup Kgh Ko = (W) V0 K3k Vi (W) (C.7)

Homogene Bewegungsgleichung des offenen Systems (5.54):
Mii+ (K — Kup Koy Kig ) u=0 (C.8)
(C.8) mit (C.3)(C.5)(C.7) = Eigenwertgleichung des offenen Systems:
1,8 100 c, _q¢,¢ 1 15 I C 1\ o
(W) @R = (AT - @) K ) B (€9

(V) oy = (/C\_@Q’K;,g, %) V)" By (C.10)
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Gleichung (C.10) ist die Eigenwertgleichung der Matrix A {7Q, K;éj \C7Q, die aus den
Systemparametern des kurzgeschlossenen Systems gebildet wird. Die Eigenwerte ent-
sprechen den Eigenwerten des offenen Systems )ci Die Eigenvektoren (\C7u)’1 v, sind eine
Verknipfung der Modalmatrix \C7u des kurzgeschlossenen Systems und den Eigenvektoren
des offenen Systems v,,. Diese kénnen aus dieser Verknupfung bestimmt werden.

Beim Ubergang von den Parametern des kurzgeschlossenen Systems auf die Parameter
des offenen Systems ist eine explizite Eigenwertzerlegung der Matrix /cl— \C7Q' Kgé, \C7Q

notwendig, da die Diagonalform der Spektralmatrix A des Zusatzterms Vo' Kd‘,}b Vo we-
gen im Allgemeinen nicht erhalten bleibt.

Bild C.4 verdeutlicht, dass mit beiden Beschreibungsformen (kurzgeschlossenes und of-
fenes System) identische Ergebnisse erhalten werden: Der Amplitudenfrequenzgang far
die Ladung bei Potentialerregung entspricht dem reziproken Amplitudenfrequenzgang
fur das Potential bei Ladungserregung.

ZDP
—180 | . . FEP
s —200[
3
S i
—220 |
| | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
f /kHz
2DO
e FE
220 ©
m
2 200 L 8 4; -
< *y 'W' B
180
| | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
f/kHz

Bild C.4: Amplitudenfrequenzgénge fir das elektrische Ubertragungsverhalten;
oben: fir die Ladung Q, bei Potentialerregung,
unten: fur das Potential ¢a bei Ladungserregung.
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Anhang D

Vektoren und Matrizen der Zustandsraummodelle

Allgemeine Zustandsraumbeschreibung

z=Az+ Bf (D.1)
y=Lz+ Uf

Allgemeine Zustandsraumbeschreibung in Deskriptorform

Yz=Az+ Bf (D.3)
y=Lz+ Uf
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Reduzierter Zustandsraum auf Basis von Eigenmoden (ZD)
Gleichungen (D.1) und (D.2)

Potentialerregung Ladungserregung

Zustandsvektor z Gor  Gar ) ' Qdr  Gdr ) '
Eingangsvektor f

Ausgangsvektor y

Systemmatrix A
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( (
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( (
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Anhang E
Generierung der Modelldaten mit dem FEM-System ANSYS

Fiir das FEM-System ANSYS® werden in diesem Anhang die Kommandos der internen
Modellierungssprache (APDL, »Ansys Parametric Design Language<) angegeben, mit de-
nen die entsprechenden Modelldaten aus der Finite—Elemente—Diskretisierung extrahiert
werden kénnen. Die angegebene Abfolge der Kommandos enthélt nicht alle Details,
sondern beschrankt sich auf die wesentlichen Schritte. Details der Kommandos kénnen
der entsprechenden Dokumentation [ANSYS] enthnommen werden.? Variable Bezeich-
nungen bzw. Parameter werden durch Schrégstellung verdeutlicht, ErgebnisgroBen
durch schridgen Fettdruck.

Extraktion der Systemmatrizen

Verwendung entsprechend der Abschnitte 5.2/5.3

/solu

antype, modal Modalanalyse

modopt, grdamp, . . . mit Berlcksichtigung der Dampfung

wrfull, 1 nur Systemmatrizen zusammenstellen, keine Lésung ausfiihren
solve

/aux2

hbmat, ... Export der Matrizen im Harwell-Boeing-Format, mit DOF-Zuordnung

Die Aufteilung der Systemmatrizen K, C und M in die jeweils erforderlichen Teilmatrizen
Ku, Kug, Koo Koaoa, --- erfolgt anhand der beim Matrixexport zusatzlich extrahierten
Liste der DOF.

2@ nach eingesetztem Elementtyp werden im FEM-System ANSYS® verschiedene Bezeichnungen fiir die elek-
trische Ladung verwendet (amps/chrg). Hier wird die Bezeichnung chrg angegeben.
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Spektral- und Modalmatrizen

Verwendung entsprechend Abschnitt 5.4.1

Das Vorgehen fur ein elektrisch offenes und ein elektrisch kurzgeschlossenes System
unterscheidet sich lediglich bei der Bestimmung der ErgebnisgroBen. Deshalb wird diese
Unterscheidung hier nur durch separate Einschiibe im Programmablauf dargestellt.

/solu

antype, modal Modalanalyse

modopt, lanb, ... ohne Beriicksichtigung der Ddmpfung

solve

/postl

*get, anz_n,node, ,num, maxd hochste definierte Knotennummer

xdo, ii, 1, nstp Schleife Uber alle relevanten Eigenmoden
set,1,11 Eigenmode laden
xget, ff,active, , set, freq Eigenfrequenz auslesen
eigV(ii)=ff und im Diagonalvektor der Spektralmatrix abspeichern
*vget, md1M(1 ,1ii),node, ,u,x  Verschiebung uy in der Modalmatrix abspeichern

x»vget, mdlM(l+anz_n, ii),node, ,u,y  Verschiebung uy, in der Modalmatrix abspeichern

etable, epsx, epto, x elementbezogenes Ergebnis (Dehnung &) abrufen
*vget,epsM(1,ii),elem, ,etab, epsx  Dehnunginder Modalmatrix der abgeleiteten GroBen abspei-
chern
| Gultig far: elektrisch offenes System
*vget, voltM(1,ii),node, ,volt elektrisches Potential auslesen und in Modalmatrix des Poten-

tials abspeichern

| Gultig fur: elektrisch kurzgeschlossenes System
cmsel, s, iocmpE Komponente aller Knoten der aktiven Elektroden auswéahlen

nakt=ndnext (0)

xdo, jj,1,anzioE Schleife Uber alle Knoten der aktiven Elektroden
*get, gg, node, nakt, rf, chrg elektrische Ladung auslesen
chrgM(jj,ii)=qq und in Modalmatrix der Ladungen abspeichern

nakt=ndnext (nakt)
*enddo Ende der Schleife Uber alle Knoten der aktiven Elektroden

xenddo Ende der Schleife Gber alle relevanten Eigenmoden
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Statische Erganzungsmoden bei Potential- oder

Ladungsanregung

Verwendung entsprechend Abschnitt 5.4.2

Die Unterscheidung von Potential- und Ladungsanregung erfolgt durch separate Einschi-

be im Programmablauf.

/solu

antype, static
cmsel,s,elec_n

*get, anz_elec,node, ,count
nakt=ndnext (0)

nsel,all

«do, 11i,1,anz_elec

statische Analyse

Komponente aller Masterknoten der Elektroden
Anzahl der Masterknoten

erster Masterknoten

Schleife Uber alle Masterknoten der Elektroden

| Gultig fur: Potentialanregung
d,elec_n,volt,0

d, nakt,volt,1

Nullpotential fur alle Masterknoten
Einheitspotential am aktuellen Masterknoten

| Gltig far: Ladungsanregung
f, nakt,chrg, 1

Einheitsladung am aktuellen Masterknoten

solve
cmsel,s,elec_n
nakt=ndnext (nakt)
nsel,all

xenddo

/postl

*get, anz_n,node, , num, maxd

xdim, rzN, array, 3xanz_n, l+anz_elec

*vget, rzN(1 ,1),node, ,nlist

xvget, rzN(l+lxanz_n,1l),node, ,nlist

*vget, rzN(l+2+anz_n,1),node, ,nlist

*get, anz_e,elem, ,num, maxd

+dim, rzE, array, 2+anz_e, l1+anz_elec

xdo,1i,1,anz_elec
set, 11
etab, ex, epel, x
*vget, rzN(1 ,1+1ii),node, ,u,x

*vget, rzN(l+l*anz_n,1+ii),node, ,u,y

xvget, rzN(l+2+xanz_n,1+1ii),node, ,volt

*vget, rzE (1

xenddo

,1+1i),elem, ,etab, ex

ndchsten Masterknoten bestimmen

Ende der Schleife Uber alle Elektroden

hochste definierte Knotennummer

Matrix der DOF-spezifischen Moden

Zeilen: alle DOF untereinander

1. Spalte: Knotennummern

weitere Spalten: Lastfall je aktiver Elektrode
hochste definierte Elementnummer

Matrix der elementspezifischen Moden
Schleife Uber alle Masterknoten der Elektroden
Lastfall laden

Elementergebnis abrufen

DOF abspeichern

Elementergebnis abspeichern
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Elektrische Steifigkeitsmatrix und Inverse der elektrischen
Steifigkeitsmatrix fiir die tatsachlichen Ein- und

AusgangsgroBen

Verwendung entsprechend Abschnitt 5.5

Die Unterscheidung beider Falle (elektrische Steifigkeitsmatrix und Inverse der elektri-
schen Steifigkeitsmatrix) erfolgt durch separate Einschibe im Programmablauf.

/solu

antype, static
d,all,ux,0,,, ,uy,uz
cmsel, s, elec_n

*get, anz_elec,node, ,count
nakt=ndnext (0)

«*do, 11,1,anz_elec

nsel,all

statische Analyse

Eliminierung aller mechanischen DOF
Komponente aller Masterknoten der Elektroden
Anzahl der Masterknoten

erster Masterknoten

Schleife Uber alle Masterknoten der Elektroden

| Gultig fur: elektrische Steifigkeitsmatrix
d,elec_n,volt,0

d, nakt,volt,1

Nullpotential fur alle Masterknoten
Einheitspotential am aktuellen Masterknoten

! Gultig fr: Inverse der elektrischen Steifigkeitsmatrix

f, nakt,amps, 1

Einheitsladung am aktuellen Masterknoten

solve
cmsel, s, elec_n
nakt=ndnext (nakt)
xenddo
/postl
+xdim, kpp, array, anz_elec, anz_elec

+xdim, kppi, array, anz_elec, anz_elec

«do,1i,1,anz_elec
set, 11

«do, jj,1,anz_elec

nachsten Masterknoten bestimmen

Ende der Schleife Gber alle Elektroden

elektrische Steifigkeitsmatrix dimensionieren

Inverse der elektrischen Steifigkeitsmatrix dimensionie-
ren

Lastfallschleife tber alle Masterknoten
Lastfall laden
Auswerteschleife Uber alle Masterknoten

| Gultig fur: elektrische Steifigkeitsmatrix
*get, gq,node, arrN_elec(jj),rf,chrg
kpp(jj,ii)=qq

Reaktionsladung als Komponente der
elektrischen Steifigkeitsmatrix abspeichern

| Gultig far: Inverse der elektrischen Steifigkeitsmatrix
*get, pp,node, arrN_elec(jj),volt
kppi (jj,1i)=pp

Potential als Komponente der Inversen
der elektrischen Steifigkeitsmatrix abspeichern

~enddo

xenddo

Ende der Auswerteschleife
Ende der Lastfallschleife
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Anhang F

Eigenmoden und Amplitudenfrequenzgénge des
Demonstrationsmodells Plattenstreifen

In diesem Anhang werden die Eigenmoden und Amplitudenfrequenzgéange fir das De-
monstrationsbeispiel Plattenstreifen des Kapitels 5 zum einen fur die Potentialerregung
als auch fur die Ladungserregung zusammengefasst. Modelldarstellung und Modellbe-
zeichnungen werden hier aus Abschnitt 5.6 Ubernommen.

Fixierung Aluminiumblech

Ausgangsdennung Sy« Piezomaterial

Finite—Elemente—Netz des
Plattenstreifens mit
piezoelektrischer Schicht
(entspricht Bild 5.1).

Nullelektrode
Aktive Elektrode

H Ausgangsverschiebung u,

Modell Erregung  Gleichung

FEP vollstandige FE-Simulation Potential (2.26)

FEQ vollstandige FE-Simulation Ladung (2.26)

7ZXP ZR mit vollstdndigen Systemmatrizen Potential  (5.34)(5.35)
ZXQ ZR mit vollstandigen Systemmatrizen Ladung  (5.39)(5.40)
ZDPX ZR mit x modalen Koordinaten Potential  (5.52)(5.53)
ZDQX ZR mit x modalen Koordinaten Ladung  (5.65)(5.66)
7ZSPx+y ZR mit x modalen und y statischen Moden Potential  (5.82)(5.83)
7ZSQx+y ZR mit x modalen und y statischen Moden Ladung  (5.97)(5.98)
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Eigenmoden 1 bis 4

elektrisch kurzgeschlossenes Modell elektrisch offenes Modell
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Bild F.1: Eigenmoden 1 bis 4 (Gesamtverschiebung) des Demonstrationsmodells Plattenstreifen.
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Eigenmoden 5 bis 8

elektrisch offenes Modell

elektrisch kurzgeschlossenes Modell

L oo £
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Bild F.2: Eigenmoden 5 bis 8 (Gesamtverschiebung) des Demonstrationsmodells Plattenstreifen.
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Potentialerregung
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Bild F.3: Amplitudenfrequenzgénge bei Potentialerrequng des Demonstrationsmodells Platten-

streifen;

oben: fir die Vlerschiebung uy,
mitte: fir die Ladung Q,
unten: fur die Dehnung Sxx.
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Ladungserregung
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Bild F.4: Amplitudenfrequenzgénge bei Ladungserrequng des Demonstrationsmodells Plattenstrei-

fen;

oben: fir die Vlerschiebung uy,
mitte: fir das Potential ¢,
unten: fur die Dehnung Sxx.
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