Eine Parametrisierung der Kettenlinie
Die Kettenlinie als Kerbgeometrie
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In der Strukturmechanik ist die Ausgestaltung von Kerben zur Spannungsreduktion immer wieder ein Gegen-
stand von Untersuchungen. Als Beispiel sei hier nur auf [Jakel14] verwiesen. Dabei ist auch die Frage
aufgetreten, ob die so genannte Kettenlinie als Kerbgeometrie genutzt werden kann. Die Frage lautet:

Wie kommt die rote Kurve klein und tangentenstetig an die graue Ecke?

L,

X

Hierbei ergeben sich weitere einige Fragen: Wie kann die Kettenlinie gedreht und verschoben werden, so
dass sie sich passgenau einfligt? Kann auch eine Hohe oder eine Breite angegeben werden, damit alles in
einen vorgegebenen Bauraum passt?

Im Beitrag [Jakel15] wird dabei eine Darstellung der Kettenlinie als Kurve in der Ebene verwendet. Der
vorliegende Beitrag diskutiert eine Méglichkeit, die Kettenlinie als Kurve zu beschreiben, um sie in eine
Kerbe einzupassen. Dazu wird in mehreren Schritten vorgegangen:

1. Darstellung der Kettenlinie als Kurve im Raum

2. Konstruktion von zueinander orthogonalen Tangenten

3. Einfugen der Kettenlinie in den 1. Quadranten durch Drehung und Verschiebung

4. Berechnen einer Parametrisierung zur Nutzung in CAD-Systemen

1. Von der Funktion zur Kurve

Die Kettenline ist Uber den cosinus hyperbolicus mit dem Formparameter a definiert und besitzt die

t
Darstellung a- cosh(—j fur reelle Werte t. Der Parameter a ist nur ein Streckungsparameter, der sich ent-
a

sprechend nur auf die Skalierung auswirkt. Der Minimalpunkt soll immer im Nullpunkt auf der x-Achse liegen.

|
) a = 0.67
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. t
Funktion: k(t) := a- cosh[—j —-a
a

[] Aufoereitung der Graphik

SAXSIM 2015

Kettenline mit Formparameter a
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Laufparameter t

Um diese Kurve in eine Geometrie einfligen zu konnen, wird nun auf die Kurvendarstellung der Kettenline
zurick gegriffen. Dies ist eine vektorwertige Funktion, die in der ersten Komponente wieder t besitzt.

t

f =
(® a cosh(ij —a
a

Kettenline mit Formparameter a als Kurve

| |
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f(tgria)o

Der Parameter a entspricht einer Skalierung des Koordinatensystems. Dieser Parameter wird am Ende des

Beitrages wieder eingefiihrt und zundchst wird a = 1 gesetzt.

2. Die Kurve und der rechte Winkel

Die Kurve soll tangentenstetig in die Kerbe eingepasst werden. Hier ist die Frage zu beantworten, wo die

Tangenten angelegt werden sollen. Es wird der Parameter t{ < 0 eingefiihrt und an den Punkt

(tl , cosh(t1>) wird die Tangente angelegt.

tl =

Diese Tangente besitzt die Geradengleichung
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1
tyert(t) = f(ty) + [sinh (tl)}(t)

Diese Tangente soll spater mit der y-Achse in Deckung gebracht werden. Nun fehlt noch eine zweite
Tangente, deren Gleichung schon angegeben werden kann.

1
tHoriz(t) = f(tZ) + [sinh(tz)}(t)

Es fehlt noch der Punkt t, auf der Kettenline, der so gewahlt werden soll, dass die Richtungen beider

Tangenten zueinander orthogonal sind. Dies lasst sich leicht Uber das Skalarprodukt bestimmen.

A
| Kettenlinie
i Tangente (t.1)

/ —— Resultierende Tangente

ot
3. Transformation der Kurve

Wie kommt nun die Kettenlinien in die Kerbe? Anschaulich ist dies ja "ganz" einfach:

NP

4
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Durch eine Koordinatentransformation soll nun die Kettenline so gedreht und verschoben werden, dass die
Tangenten mit den Koordinatenachsen in Deckung gebracht werden. Der Winkel zwischen der Tangente
(blau) und der x-Achse ist leicht zu bestimmen durch:

Yo = atan(sinh(t1)> = -39.872.°

Bei der Berechnung des Drehwinkels qgilt es zu beachten, dass die blaue Tangente in die y-Achse

T
Uberfuhrt werden soll. Deshalb wird ; hinzuaddiert und da mathematisch negativ gedreht wird, ergibt sich

fir den Drehwinkel die Darstellung

@ = = + atan(sinh(t;)) | = ~50.128-°
2
Somit ergibt sich fiir die Drehmatrix

(cos(&p) —sin(cp)]

sin(¢p) cos(¢p)
die Darstellung:

V/2:sinh(ty) V2
\/cosh(z-tl) +1 \/cosh(z-tl) +1
\/—2 \/—2~sinh(t1)

\/cosh(z-tl) +1 \/cosh(z-tl) +1

D ersetzen, @ = —(g + atan(sinh(tl))j -

Bleibt noch die Berechnung des Verschiebungsvektors. Hier ist es giinstig, einen Blick auf die gedrehte
Welt zu werfen. Die resultierenden Beriihrpunkte der Kettenlinie mit der Kerbe/Koordinatensystem werden
mit P1 und P2 bezeichnet.

Die gedrehte Kettenlinie

3__
2]
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Tangente (t.1)
Resultierende Tangente
000 PI
-0 P2
_3l
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Die Berthrpunkte sind die Punkte auf den Kurve f(t) zu den Parameterwerten t{ und t, der beiden
Tangenten. Die Koordinaten lassen sich mittels der Drehung leicht bestimmen. Es gilt P; = f(ti). Nach der

Drehung besitzen die Punkte die Koordinaten P; = Df(ti)

~0.255 1.08
Py = D.f(tl) = ( 0778 j P, = D~f(t2) = (_0.419j

Das obige Diagramm zeigt die gedrehte Kettenlinie. Die Tangenten sind jetzt parallel zu den Koordinaten-
achsen. Der Verschiebungsvektor lautet:

_Pl
0 0.255
b = =
—le 0.419

Kettenline (transformiert)

3__
Tf< 1> 1
1_
0 1 2 3 4 5
T f<0>

Damit wurde das erste Ziel erreicht, die Kettenlinie als Kurve darzustellen, die in eine Kerbe eingefiigt werden
kann. Es fehlt aber noch eine Darstellung, die auch in CAD-Systemen genutzt werden konnte.

4. Reparametrisierung der Kettenlinie

Durch eine linear-affine Abbildung wurde die Kettenlinie so gedreht und verschoben, dass die Tangenten in
den gewlinschten Punkten mit den Koordinantenachsen zusammenfallen. Fur eine Benutzung in einem
CAD-System fehlen nun noch einige Punkte:

1. eine programmierbare Darstellung der Kurve,

2. Einschrankung auf die benutzbaren Funktionen
3. eine feste Parametrisierung,

4. hund b als Parameter

4.1 Darstellung der Kurve

Bisher wurden alle Groien nur mit Ziel ausgerechnet, dass die Transformation dargestellt werden kann.
Diese Zwischenergebnisse werden nun mittels CAS ineinander eingesetzt und ausgewertet. Fir die

Koordinaten der Punkte P1, P2 und die Darstellung der Kurve f(t) ergeben sich die algebraischen
Ausdrucke:

a
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\/E - ﬁ-cosh(tl) + \/—Z-tl-sinh(tl)
/coshi2~t1i +1

v/2:(2-t; - 2-sinh(ty) + sinh(2-t;))
i 2. /coshiZ-tli +1 |
\/—2 - \/—2 cosh(tz) + ﬁ~t2~ sinh(tl)
/ coshiZ-tli +1

‘\/E(th + sinh(tl + t2> - 2sinh(t1) + sinh(tl — t2>)

2. /coshiz'tli +1

\/—2 - \/E cosh(t) + \/E-t- sinh(tl)
/coshi2~t1i +1
ﬁ-(z-t + sinh(tl + t) - 2-sinh(t1) + sinh(tl - t))

2. /coshiZ-tli +1

Die Darstellungen beinhalten nur die Drehung. Mit der Verschiebung gilt dann:
_P10

Kurve =

k(t) = Df(t) +
_P21

Dies fuhrt nach einer nochmaligen algebraische Vereinfachung auf die Kurvendarstellung (inty und t5):

cosh(tl) — cosh(t) — tl-sinh(tl) + t-sinh(tl)

cosh(tl)2

k(1) = ty—t+ cosh(tz)-sinh(tl) - COSh(t)'Si“h(tl)

cosh(tl)2

4.2 Verwendete Funktionen
Der Parameter t5 hangt von t{ ab und wird Gber den arsinh berechnet. Der arsinh ist nicht immer verfugbar

und kann durch den In ausgedriickt werden:

4.2 Feste Parametrisierung

Fir die Kerbgeometrie ist nun nur der Abschnitt zwischen den Punkten P1 und P2 mit den dazugehdrigen
Parametern t; und t, von Interesse. Dieser Abschnitt der Kurve soll unabhangig von der Wahl von t in dem

Parameterbereich [0,1] durchlaufen werden. Die Transformation des Laufparameters t in die "alte" Welt

tglOb = t'(tz - tl) + tl

a
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leistet das Gewlinschte. Somit kann fir die Kerbgeometrie folgende Funktion vorgeschlagen werden.

sinh(tl) "

1
sinh(tl)2

tglOb < t'(tz - tl) + tl

+1

ﬁllet(t,tl , scale) = |ty < In

ﬁlletx < ﬁ(tl)'[COSh(tglob) - COSh(tl) + (tl — tglob)Sinh(tlﬂ
ﬁllety <« m%z - tglob + sinh(tl)-(cosh(tz) - cosh(tglob))]
fillety
scale
ﬁllety

Visualisierung dieser Darstellung

Mit dem Parameter scaley wird nun die Gro3e der Kerbgeometrie und mit t; das Seitenverhaltnis eingestellt.

J_I

scalek =

scalej = 1.01

fa,=
I I I | |

Mit diesen Grofien wird nun die Kurve definiert:

7

ffillet(t) = ﬁllet(t , tl , scalek>

Kettenlinie als Kerbgeometrie

—— Paramterbereich unverédndert
Parameterbereich [0,1]
2
1__
0 1 2 3

4.4 Die Hohe als Parameter

Diese Darstellung besitzt aber den Nachteil, dass keine der interessierenden Parameter Hohe bzw. Breite
direkt in die Darstellung eingehen. Nun ist es moglich, die Skalierung durch die Hohe der Kerbgeometrie

a
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zu ersetzen. Dazu muss nur die (reparametrisierte) Kurve fir t = 0 ausgewertet werden. Mit den obigen

h
Bezeichungen gilt dann fir die Skalierung scale = —

Daraus ergibt sich die Darstellung:

A1:1A1A1A%t/(t,tl,h) = t2<—ln _

sinh(tl)

il
scale < h[ﬁ(tl)-l}z -ty + sinh(tl)-(cosh(tz) — cosh(tl))]:|
iy & t~(t2 - tl) +

fillet, < WI[COSh(thOb) - cosh(tl) + (tl — tglob)~sinh(t1)]

fillety <~ ﬁ(tl).l}z ~tolop * sinh(tl)-(cosh(tz) = cosh(tglob))]

filletx
scale

ﬁllety

Nun ergibt sich eine Darstellung, bei der die Hohe direkt und das Seitenverhaltnis indirekt (Gber t{) eingestellt
werden kann.

A;\]N:= tl = —-0.76

T S S T T AT | Breite: b = ﬁllet(l,tl,h)o = 6.355
— 3 h
Sttt ®) = fillet(t, ¢, h) - = 0897

Kettenlinie als Kerbgeometrie

|— Geometrie (Hohe vorgegeben) |

6 8 Diese Darstellung kann in CAD-Systemen
genutzt werden, siehe [Jakel15].
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4.5 Das Seitenverhaltnis h/b
Das Verhaltnis zwischen Hohe und Breite kann sogar durch eine Funktion nur in Abhangigkeit von t;

ausgedrickt werden. Damit konnte durch Angabe von Héhe und Breite direkt der wichtige Bereich der
Kettenlinie ausgewahlt werden. Der Ausdruck ist leider nicht Ubersichtlich.

. . 1 . . 1
smh(tl — arsmh(mD . . s1nh(t1 + arsmh[mjj sinh (Z'tl)
t] - 5 + arsmh[sinh(tl) - . + .

J2

sinh(tl)2

tl-sinh(tl) - cosh(tl) +

inh LI h(t
. + arsin sinh(tl) -sin (1)

Verhiltnis Hohe zu Breite in Abhdngigkeit von t.1
10 T T T

h/b

1 1 1
—4 -3 -2 -1 0

Paramter t.1
Zu einem vorgegebenen Verhaltnis aus Hohe zu Breite kann t; durch Lésen der nichtlinearen Gleichung

bestimmt werden. ( vhb bezeichnet die Funktion "Verhaltnis Hohe/Breite")

tl(ver) := wurzel(vhb(tl) - ver,tl,—S,—0.0l)

Beispiel
Verhaltnis angeben:
by, = 0.6 hy, =6
: h
Startwert Kettenline ¢ _— W 4205
start b
w

Zur Kontrolle werden die Punkte am Anfang und am Ende der Kerbgeometrie ausgerechnet.
Pav= Tt(0, tygares ) Pa,= fillet(1, tygare, hyy)

() nely)

6

Definition der Raumkurve Seillet( V) = ﬁllet(t,tstart, hw)

a
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Kerbgeometrie (Hohe und Breite vorgegeben)

6__
|— Wunschgeometrie |
4_.
2__
0 2 4 6

Einem h-b-Verhaltnis von 1:1 entspricht der Wert fir t;=-0.881 und einem Verhaltnis von 1:12 dem

Wert t;=-4.451. Leider wurde auf Anhieb keine schone Darstellung mit direkter Angabe der Breite

gefunden. Der Zusammenhang zwischen dem h-b-Verhaltnis und dem Parameter fiir die Kettenlinie
wird in der folgenden Graphik dargestellt.

-1
5 2
(]
g
g -3
[a]
A,

—4

2 4 6 8 10
Verhiltnis h/b

Darstellung der parametrisierten Kettenline zur Verwendung in Creo Parametric:

Mit den globalen Parametern abst1 und h kann folgende Formulierung verwendet werden.

t1=-abst1

t2=In(-1/sinh(t1)+sqrt(1/sinh(t1)*2+1))
scale=h*(1/cosh(t1)*(t2-t1+sinh(t1)*(cosh(t2)-cosh(t1))))*(-1)
tglob=t*(t2-t1)+t1
x=scale*1/cosh(t1)*(cosh(tglob)-cosh(t1)+(t1-tglob)*sinh(t1))
y=scale*1/cosh(t1)*(t2-tglob+sinh(t1)*(cosh(t2)-cosh(tglob)))
z=0

Fur abst1 konnte bietet sich der Bereich von -5 bis -0.8 an. Dies entspricht dann einem Verhaltnis von
Hohe zu Breite im Bereich von 18 bis 0.9.

Der Autor dankt Herrn Dr. Roland Jakel fiir das schone Beispiel.

A
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5. Nachtrag

Nachdem nun eine geeignete Parametrisierung gefunden wurde, wird der Blickwinkel geandert. Die Hohe und
die Breite konnen auch vorgegeben werden und der Parameter t; fungiert als Formparameter. Dazu wird

die Definition der Kurve nur leicht geandert, indem eine GroRe scaley eingefiihrt wird.

fllet(t. 1. h.b) = & < n sinht)

- -1
scaley <— b _m-[cosh(tz) - cosh(tl) + (tl — tz)-sinh(tl)]_

- 4-1
scaley < h _ﬁ(tl).l}z -t + sinh(t1)~(cosh(t2) - cosh(tl))]_

talob < t~(t2 - tl) +ty

fillet, « m-[cosh(tglob) - cosh(tl) + (tl - tglob)'Sinh(tl)]

ﬁllety <~ m%z ~tolob * sinh(tl)-(cosh(tz) - COSh(tglob))]

scalex- ﬁlletx

scaley- ﬁllety

Im Diagramm lasst sich die Funktionsweise von t; gut erkennen. Die resultierende Kurve ist keine Ketten-

linie mehr.
b = b=04
m |
) |
| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
h = h=23
i |
) |
| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
t] = -7.8

a
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—)

Sttt ©) = fillet(t, 1, b, b)

Verzerte Kettenlinie als Kerbgeometrie

—— Verzerte Kettenlinie mit vorgegeben Hohe und Breite
—— Kettenlinie aus Seitenverhaltnis
27
1__
0 0 1 (I).2 0 3 0.4

Beispielrechnungen haben aber gezeigt, dass die Abweichung von der Kettenlinie keine Vorteile bringt.
[Jakel15]
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